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NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  liàhdry. 


PROCÉDÉ  NOUVEAU  POUR  DÉTERMINER  LES  VALEURS  NUMÉRIQUES  ttES 
RACINES  RÉELLES  DE  L*  ÉQUATION  X*  +  pX  -^  q  =  O,  p  Et  q 
ÉTANT  DES  NOMBRES  ENTIERS  posUifi  OU  négatifs. 

L  -^  Comment  se  pose  la  question. 

Dài>0  lioë  travaux  {'^)  sur  la  décomposition  des  nombtëa, 
nous  avons  «u  k  déteriliitier  n  à  Taidd  de  deux  éqtlatiôliâ 
telles  que 

ft  -^  n'  ^  p,    nn'  =:  q    ou  n  —  ti'  =  p,    nn'  ==z  q, 

L'éliminatioii  de  n,  dans  Tun  ou  dans  Tautre  cas^  conduit 
à  utie  équation  dtt  second  degré  dont  la  fésolutioû  donlie 

n.  Mais  le  calcul  qui  exige  la   formation  du  carré  de ~ 

sttÎTÎe  d'une  extraction  de  racine  nous  ayant  pam  trop 
laborieux  lorsque  p  est  un  nombre  considérable,  nous  àvonë 
été  amené  &  ohereber  une  autre  méthode.  C'est  cette  mé-* 
thode  que  nous  nous  proposons  d'exposer  atijoùrd'hui,  aprèe 
nous  en  être  servi  pendant  de  longuéë  tfnnées. 

L'équation  a^  -j-  px  -^  q^^a,  se  résoudra  par  le  premier 
des  deux  procédés  que  nous  allons  exposer  si^  dans  cette 
équation»  q  est  positif  et  que  Ids  racines  soient  réelles  ;  et, 
par  le  second  si  q  est  négatif. 


{*]  Nouvelle  Correspondaftce  mathénuUique,  septembre  1880,  p.  417. 
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//.  —  Résolution  de  n  -[-  1^=  P»     ^^^'  =  q>    n'  é/an/,  au 

plus,  égal  à  n. 

La  réalité  des  racines  exige  que  (-^)    soit,    au   moins, 

égal  à  9.  Mais  il  n'est  pas  indispensable  de  s'en  assurer. 

Nous  supposons  que  p  est  un  nombre  positif  ainsi  que  q; 
mais,  s'il  était  négatif,  les  racines  seraient  toutes  deux  né- 
gatives; et  Ton  déterminerait,  de  la  même  manière,  leurs 
valeurs  numériques,  après  avoir  fait  n  = —  ni,  n  =  —  n\. 

Voici  la  méthode  : 

On  pose  n  =  a  •■}-  n\,  a  étant  la  partie  de  n'  exprimée 
par  son  premier  chiffre,  celui  de  ses  plus  hautes  unités. 
Il  en  résulte 

n  =  p  —  a  —  n\,    nn  =  (p  —  a  —  n\){a  +  n\)  ; 
puis         (p  —  20  —  n\)n\  =  g  —  (p  —  a)a  =  q. 

Si  on  fait  alors 

p  —  2a  =  p','    p  —  2a  —  n'i  =  n^, 

il  vient  n^  +  *i'i  =  p\    ^i'^  1  =  </  > 

c'est-à-dire  que  Ton  obtient,  pour  déterminer  n^,  n\,  deux 
équations  semblables  à  celles  qui  sont  données  pour  déter- 
miner n  et  n'.  Notons,  de  plus,  cette  concordance 

fil  =  n  —  a,    n'i  =  n  —  a. 
On  pourra  donc  découvrir  le  second  chiffre  de  n',  comme 
on  aura  découvert  le  premier,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  a,  on  divise  q  par  p  ;  mais,  comme  pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  n  il  faudrait  diviser  q  par  p  —  n 
et  non  par  p,  le  premier  chiffre  donné  par  la  division 
peut  être  trop  petit,  puisqu'on  emploie  un  diviseur  trop 
grand.  On  devra  donc  essayer,  successivement,  les  nom- 
bres entiers  immédiatement  supérieurs  à  ce  chiffre,  jusqu'à 
•ce  qu'on  en  trouve  un  qui  serait  trop  grand. 

Dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  on  se  trouve  immé- 
diatement averti  par  l'impossibilité  de  déterminera. 

Les  quelques  essais  auxquels  le  travail  peut  donner  lieu, 
sont  en  très  petit  nombre,  puisque,  le  diviseur  employé  p 

étant  au  moins  le  double  de  n ,  le  rapport  ^ — 7-,   que 

p  —  n 


—  »  — 

Ton  peut  mettre  sous  la  forme r->  est  compris  entre 


2  et  I . 
Dans  la  division  partielle  qui  suit,  on  a 
P  V    __  ^1  +  n\    _  ,    ,     w'4  n—a 

; = -^    I    -H I    -f-    . 

P  —  n  1         Wj  %  ^1  n  —  a 

Or  c'est   un   principe  démontré  que,  si  les   deux  termes 

d'une   fraction  (n   <  n)  varient  en  moins  d'une  même 

quantité,  la  valeur  de  cette  fraction  diminue.  Le  rapport 
des  deux  diviseurs  p\  p  —  n\,  sera  donc  plus  près  de 
l'unité  que  celui  des  deux  diviseurs  p,  p  —  n';  et  ainsi 
de  suite  pour  les  divisions  partielles  qui  suivent.  Ainsi, 
dans  l'application  du  procédé,  les  diviseurs  successifs  t:, 
t:  —  v'  tendent  vers  l'égalité. 

On   peut  voir,  dans  l'exemple  qui  suit,  la  marche  et  la 
simplicité  du  calcul. 


71-^-71'=   3842 

3 

nn'  =   1 330345 
1062b 

3542 

3 

26834 
25296 

'^r 

i5385 
i5385 

3162 

8 

0 

3082 
5 

3077 
5 
n  =  385,  n  =  3467, 

Si  les  racines  n'étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait 
poursuivre  Topera tion.  Ce  sera  l'objet  du  paragraphe  IV. 

///.  —  Résolution  den  —  n'  =  p,  nn  =  q. 

Les  lettres  p  et  9  représentent  toujours  des  nombres  en- 
tiers positifs;  mais  si  p  était  négatifs  on  aurait,  en  changeant 
les  signes,  n  —  n  =  —  p;  et  l'applicatiop  du  procédé 
restereiit  la  même, 
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On  pose,  comme  précédemment,  n'  =  a  -j-  n\j  et  il  vient 

(o  +  n\){p  +  a  +  n\)  ==  g, 
(p  +  2a  +  n',)n\  =  g  —  a(p  +  a)  =  g  ; 
de  sorte  que,  si  Ton  fait  p  +  ^^  =  P  »  p  +  ^a  -f-  n\  =5  rij, 
on  trouve  n^  —  n'^  =  p',  nifi'i  =  g'. 

La  seule  difficulté  qui  se  présent^  alors  est  de  trpuver 
a,  p'est-à-dire  le  premier  chiffre  de  la  valeur  de  n.  La  rui- 
ion  pn  e»i  que,  p  pouvant  différer  bei^uPQHp  4e  p  +  **f  1* 
division  de  g  par  p  ne  peut  pas  toujours  donner  a  avçp 
une  approximation  suffisante,  comme  dans  le  paragraphe 
qui  précède, 

Vpioi,  dès  lor»,  Je  rooyeu  auquel  on  aura  reoourg. 

On  fera,  successivement,  dans  (p  +  n)  n  s=  g,  n  aa  jo, 
100,  lODO  ...  eto.,  jusqu'à  oe  que  Ton  trouve  que  n  ôflt  oom- 
pris  antre  10*  et    10* 

On  cherchera,  eiisuite,  entre  quels  tarmes  de  la  lérie 
i.io*,       2.10*,       3.10^  ,..  eto. 
se  trouve  comprise  la  valeur  de  n'. 

Si  elle  est  comprise  entre  &10*  et  (6  -j-  1)10'',  éio*  sera 
la  valeur  de  a.  Le  calcul  se  poursuivra  alors  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Ainsi,  pour  avoir  le  second  chiffre  de  n,  on  divisera  q  par  p'. 
Seulement  le  chiffre  obtenu  peut  être  trop  grand,  puisqu'on 
emploie  un  diviseur  trop  petit  p  au  lieu  de  p  4-  n\,  tandis 
que,  dans  le  paragraphe  II,  c'est  le  contraire  qui  avait  lieu. 

Les  essais  à  faire,  s'il  y  en  a,  se  réduisent  à  fort  peu  de 
chose,    puisque    le  rapport    des    deux   diviseurs,  qui    est 

p'                             I  I 

— r-j- — r- ou   ; ,  est   Qompris   entre — eti, 

^  + — r — 

p  -}-  2a 
n\  étanl  moiadra  que  a. 

Pour  les  divisions  partielles  qui  doivent  donner  les  autres 

chiffres,  le  rapport  des  deux  divjseui^  que  l'on  a  s^pcessive- 

it  I 

js^^ni  k  e»»8idérar,  g?  at  9f  +  y\  esl^  rr-^-^ — r  pu  i ■   ,.  - 


I    rfr 


Or  ce  rapport  se  rapproche  constamment  de  ^unité^  et  même 
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ti^s  rapidement,  puisque,  d'une  opération  à  l'autre,  v'  dimi- 
nue, tandis  que  ?v  augmente.  Il  en  résulte  que  ces  deux  divi* 
seurs  tendent  constamment  vers  l'égalité. 

Soit  pris  pour  exemple  n  r=^n  =z  1002,  nn  =  9874123. 
On  a  (1002  +  n')  n  =  9874123;  et  l'on  trouve  d'abord  que 
n'est  compris  entre  1000  et  loooo.  On  trouve,  ensuite,  qœ 
sa  valeur  est  comprise  eptre  2000  et  3ooo,  Ainsi  a  =  2.  lo'. 
Voici,  dès  lors,  le  calcul  : 

1002  9S74  1^3 

2  0004 


3oo2  38701 

2  336i2 


5oo2  5 080 2 

6  5p256 


56o2  6363 

6  6363 


6202 
8 

6282 
8 

63($2 
I 

636F 
I 


IV,  —  Du  cas  ùiif  n  n'étant  pctë  un  nombre  etUfer^  on  veut 
poursuivre  C opération  pour  déterminer  les  premiers  chiffres  de 
la  partie  décimale. 

Le  calcul  se  poursuit,  dans  les  deux  cas,  de  la  manière 
indiquée  pour  chacun  d'eux.  Mais  Tobservalfon  faite  aux 
paragraphe?  JI  ef  III  sur  les  diviseurs  w,  ir  sp  v,  trouve, 
ici,  une  application  heureuse. 

En  effet*  puisque  ces  diviseurs  tendent  v^rs  ^'égalité,  il 
doit  venif  un  moment  oh,  suivant  le  degré  4'&pproximation 
que  Ton  jejni  o})^nir,  on  peut  terminer  le  pajpul  par  une 
dernière  division,  en  divisant  par  77,  ce  qui  est  une  grande 

simplificiiti^p. 

Seulement  il  devient  nécessaire  de  se  rendre  compte  de 
la  différence  qui  peut  exister  entre  le  qaptiMt  que  l'on 
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obtient  en  divisant  un  nombre  donné  N  par  ic,  et  celui  que 
l'on  obtiendrait  si  on  le  divisait  par  ir  —  v'  ou  par  w  -f~  '^'« 

La  différence  serait 

N                N                 Nv'    . 
'  ^1  — ' =  "TT T 

N  N  NV 

ou  Aj  = 


Soit  pris,  au  lieu  de  v',  le  nombre  exprimé  par  son  pre- 
mier chiffre  augmenté  de  i,  et  soil  v/  ce  nombre.  Comme 
^\   est  plus  grand  que  v'  et,  par  conséquent  aussi,  plus 

grand  que  — ,  la  différence  des  deux  quotients  sera  moin- 

'2 


dre  que — r-.  fit,  si  l'on  prend,  au  lieu  de  tt  zr:  v',  le 

nombre  tt,  exprimé  par  le  premier  chiffre  de   w,  on    aura 
définitivement,    pour     apprécier    l'erreur    commise,    l'ex- 

pression  très  simple  E  <  — — . 

L'exemple  suivant  fera  voir  l'avantage  considérable  qui 
résulte  de  cette  modification  au  procédé,  avantage  d'autant 
plus  marqué,  on  le  comprend,  que  tc  sera  plus  grand. 

Appliquons  k  n  -\-  n  =  287,  nn  =  1 1453,  la  méthode 
du  paragraphe  II.  Nous  trouvons; 

237  101,78 

6  5 


177 

0 

117 

7 

1 10 

7 

io3 

6 

102 

1 

ICI, 

,8 

I 

ICI, 

.79 
I 

ICI 

.775 

ICI 

,770„ 
3 

ICI 

.7697 

lOI 

.7694 

2 

ICI 

,76938 

2 

ICI 

,76936 

6 

ICI 

• 

,769354 
6 

101.78 
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11453 

I002 


833 
770 


63 

6 1,44 
1,56 

ï,oi79 
0,5421 
508875 

o, 033225 
3o53o9i 

0,00269400 
20353876 

0,0006587024 
610616124 

0,000048086276 

On  aurait  donc  n'=  67,615326.. .  n  =  169,384673... 

On  voit  que  le  calcul  se  complique  parce  que  le  diviseur 
augmente  d'un  chiffre;  d'une  division  à  l'autre. 

Mais,  si  l'on  s'arrête,  dans  le  Iravail,  au  chiffre  i  des 
centièmes,  que  donne  la  division  de  i,56  par  101,79,  et 
que  Ton  continue  la  division  du  reste  0,5421  par  ce  divi- 

2'  4 

seur,    Terreur    sera  moindre   que r-  ou 


100.10*  I 000000 

C'est-à-dire  que  l'erreur  trës  faible  ne  pourra  porter  que 

sur  le  sixième  chiffre  décimal  après  la  virgule.  Voici  cette 

division  finale  de  0,5421  par  101,79. 

54,21  10179 

54,210  o,oo5325 

3,3i5o 

o,26i3o 

0,057720 
6825 

Ces  chiffres  décimaux  complémentaires  auraient  donc 
donné  n  =  67,615325,  au  lieu  den'=  67,615326... 

Avec  une  valeur  un  peu  plus  grande  pour  77,  il  suffirait 
généralement  de  s'arrêter,  dans  le  premier  travail,  au 
chiffre  ^es  dixièmes. 


«*B.»*»»»^ 
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NOTE  DE  COSMOGRAPHIE 

Par  M.  i(.  B. 


/ 


\a, 


Etant  données  la  déclinaison  d'une  étoile  et  la  latitude  d*un 
lieuy  calculer  la  durée  de  lu  présence  de  Vétoile  au^essous  de 
rhorizon  du  lieu,  en  temps  sidéral. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  l'horizon  du  lieu, 

pour  plan  vertical  celui 
P  du  méridien.  La  ligne 

de  terre  SN  est  la  mé- 
ridienne. Soit  T  la 
Terre,  TP  la  droite 
allant  au  pôle  nord,  et 
située  sur  le  plan  ver- 
tical; l'angle  PTN  est 
}a  latitude  dp  lieu.  Soit 
T^  la  droitQ  iull^^t  de 
la  Terre  &  l'étoile  (^u 
moment  de  son  lever. 
ET?  est  le  plan  horaire 
de  l'étoile;  s^es  tpçce^ 
sQui  Tfi  I8t  TPf  Vapgle  d§  q§  plan  ayac  le  méridien  (plan 
vertical),  converti  en  te^ips  ià  raison  (|e  i^  pour  |5^,  présure 
la  demi-durée  de  )a  présence  de  l'étoile  ^u-dessous  de 
l'horizon.  Soit  0  pet  angle,  dont  la  ligure  indique  la  cons- 
truction ordinaire  ;  rabattons  le  plan  dans  le  plan  horizontal 
autour  de  TE.  Le  triangle  bb'a\  donne 


b' 

7 

« 
1 

A;r — — 

\J 

i{ 

1 

t 
1 
1 
1 

cos  ô  = 


ff(^\ 


Or,  àe^^§  \e  triangle  T(^7>',  pp  ^ 

^V  ==  b'a;  =  Ta'  tg  X; 

puis,  p§r  Je  ivmel^  TbK  m  » 

bk\  =  ba\  =  TA',  tg  ETP,  =  Ta  tgf  E;TPj. 
Or,  l'angle  ETP,  est  la  di^ta»ce  polaire   de  l'étoile,  c'est- 


—  n  — 

à-rdiFfi  Ifi  eoiaplémeat  de  la  âéelinaisân;  done 

subsiituiftt  4ftns  T^quaMQP  Ci)f  QU  trouve 

cos  0  =?  tg  X  ig  S. 

La  discussion   se  ferait  comme  on  Ta  déjà  vu    dans   un 
UflioU  précédemment  publié  (4'^  Année,  p.  443). 

La  môme  figure  permet  de  ealoular  raeimath  de  Tétoile 

à  son  lever,   azimuth  représenté  par  Tangle  NTB.  Car   le 

T6' 
triangle  bb'T  donne     cos  Az  =  -7=77-  • 

10 

Ta' 


cos  X 
Ta 


sin  3 


sin  0 


On  a  d'autre  part  T6  = 

T6'  == 

En  substituant,  on  trouve 

cos  A.»  3= 

cos  X 

Pour  une  déclinaison  nulle,  on  trouve 

cos  Aj»  =  o,        Ajs  =  90®. 

Pour  une  latitude  complémentaire  de  la  déclinaison,  on 
trouve  cos  X  =  sin  8, 

d'oîi  cos  Aj5  =  I,         A«  =  o. 

En  effet,  l'étoile  affleure  alor^  Thorizon,  sans  se  coucher. 

LoP8(jue  X  <  90  —  D,  cos  Az  est  plus  grand  ai^e  i  ; 
donc  kz  est  imaginaire;  en  effet,  dans  ce  cas  Tétoile  reste 
toujours  au-dessus  de  l'horizon. 

S|  on  s^bffUMl^  ai)  (eiiipg  sidéral  le  Uimw  ffolftire,  on 
tFo^¥e  la  de^i-dtf F^  do  la  nuH,  c'est-i-dif§  i'bnurd  du  Iwor 
du  soleil  (heure  Yrf|ie)p  Qu  ^4I¥l^t  ^Iprs  quQ  Ift  déclm^Uon 
e(  la  vitesse  du  mouyeme^t  en  ascension  droite  re^tpnt 
consentes  pendai^l  toute  la  durée  du  jour. 

Etant  données  deux  des  (quatre  qiianti(é3:  latit]ide,  dé- 
clinaison in  soleil,  azimuth  au  lever  et  heur§  du  lever,  0^ 
peut,  avec  les  deux  formules  précédentes,  ou  directement, 
calculer  les  deux  quantités  inconnues. 
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NOTE  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.  P.  A.  €}.  Colombier»  professear  à  Sainte-Barbe. 


DÉTERMINATION  d'uNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DU  NOMBRE  DES  DIVISIONS 
A  EFFECTUER  DANS  LA  REGHERGHlS  DU  P.  6.  G.  D.  DE  DEUX 
NOMBRES. 

1.  Théorème.  —  Si  deux  nombi-es  entiers^  A  et  B,  ont 
pour  diviseurs  communs  les  nombres  a,  p,  y,...  quekonqueSy 
deux  à  deux^  le  plus  petit  multiple  commun^  M,  de  ces  diviseurs 
est  un  diviseur  du  p.  g.  c,  d,  D  de  A.  et  B. 

Démonstration,  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on 
ait  a  =  2»  .  7*, 

(5  =  2^  .  3S 

Y  =  2*  .    ï  l'. 

On  en  déduit  immédiatement  que 

M=  2»  .  3*  .  7«  .   II». 

Par  hypothèse,  les  quatre  nombres  2',  3*,  7*,  11»,  sont 
des  diviseurs  de  a,  ^,  y,  lesquels  sont  des  diviseurs  communs 
de  Â  et  B;  donc  ces  quatre  nombres  sont  des  diviseurs 
communs  de  A  et  B;  par  suite  ces  quatre  nombres  sont  des 
diviseurs  du  p.  g.  c.  d.  D  de  A  et  B.  Mais  ces  quatre 
nombres  sont  premiers  deux  à  deux,  donc  D  est  divisible 
par  le  produit  M  de  ces  quatre  nombres  ;  c.  q.  f.  d. 

2.  Corollaire.  —  A  et  b'  étant  des  multiples  de  D,  et 
D  étant  un  muHiple  de  M,  d'après  le  paragraphe  1,  il  s'en- 
suit que  A  et  B  sont  des  multiples  de  M. 

3.  Théorème.  —  Si,  dans  la  recherche  du  p.  g,  c.  d.  D, 

de  deux  nombres   entiers  A  et  B  {A  >  B),  on  prend  chaque 

reste,  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur  qui  Va  fourni^  et  si  on 

désigne  par  n  le  nombre  des  divisions  effectuées  y  on  aura 

B 

D 

Démonstration.  —  Désignons  par 

R^»     ^%y     «i»      Rn  r»  8»     Pn  —  1?     Rn 


—  la- 
ies n  restes    successifs   de   ces  n  divisions.  Il   est  évident 
que  Ton  a  R„  =  o,  R»  _  <  =  D, 

que  chacun  des  autres  restes  est  moindre  que  la  moitié  du 
diviseur  qui  Ta  fourni,  et  que  Tavant- dernier  reste,  Rn  -  i 
seul,  est  égal  ou  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur  Rn  -  j 
qui  lui  correspond.  Cela  posé,  on  a 


K,  < 


2 


Rn  -  1  ou  D  < 


Rn  —  } 

2 
Hn  —  J 


2 

Multipliant  ces  relations  membre  à  membre  et  réduisant 
il  vient  D  < , 

2n  —  < 

d  oii  2»  -  ^   <  -^,  c.  q.  f.  d.       (1) 

4.  Discussion.  —  l""  L'inégalité  (1)  contient  deux  in- 
connues, n  et  D.  On  peut  toujours  déterminer  D  en  décom- 
posant A  et  B  en  facteurs  premiers;  alors,  si  on  désigne 
par  B'  le  quotient  de  la  division  de  B  par  D,  l'inégalité  (i) 
pourra  être  mise  sous  la  forpcie 

2»  -  1  <  B'.  (2) 

2"  Il  peut  se  faire  qu'on  ne  veuille  pas  déterminer  D  par 
le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer.  Alors  on  examinera 
si  A  et  B  ont  ou  n'ont  pas  des  diviseurs  communs  appa- 
rents. —  Si  A  et  B  ont  des  diviseurs  communs  apparents 
IX,  p,  Y,...  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs 
premiers  donnera  le  plus  petit  multiple  commun  M  de  ces 
diviseurs  apparents  ;  et  les  propositions  exprimées  dans  les 
paragraphes  I  et  II  permettront  d'écrire 

B  =  MB^ 
D  =  MD'; 
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dès  lors  l'inégalité  (1)  pourra  être  remplacée  par 

comme  D^  est  uue  inoonnue  ei  que 

D'  >   I, 

il  s'ensuit  qu'on  aura   2»  -  <  <  B',  (3) 

inégalité  oîi  il  n*y  a  que  la  seule  inconnue  n.  —  Si  A  et 
B  n'ont  pas  de  facteurs  communs  apparents,  comme  on  a 

D  >   I, 

on  pourra  remplacer  l'inégalité  (1)  par  la  suivante 

2«  -  ^  <  B,  (4) 

inégalité  où  il  n'y  a  que  la  seule  inconnue  n. 

5.  Observations.  —  Quelle  que  soit  celle  des  inéga- 
lités (2),  (3),  (4)  que  l'on  considère,  on  voit  que  pour 
trouver  une  limite  su|>éri6ure  de  n^  il  faut  chercher  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  est  contenue 
danâ  tlli  nombre  entier  donné.  —  Il  est  avantageux  que 
ce  nombre  donné,  qui  est  une  limite  supérieure  de  a»*  -  *, 
soit  le  plus  petit  possible,  afin  que  la  limite  supérieure  de 
n  —  I  soit  aussi  la  plus  petite  possible.  Comme  on  a  gé* 
néralement  B'  <  B'  <  B, 

on  voit  que  l'inégalité  (3)  est  préférable  à  l'inégalité  (3), 
et  que  cette  dernière  est  préférable  à  l'inégalité  (4)^ 

6i  Thédl^émëi  —  Si  2^  est  la  plus  petite  puissance  de 
2,  qui  fi  est  pas  inférieure  à  B,  le  nombre  entier  ai  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  divisions  à  effectuer, 

Ùémonstration,  —  Par  hypothèse,  on  a  ; 

2«  —  1  <  B  <  2«  ; 
si  on  a  égard  à  l'inégalité  (4),  il  vient  : 

2^1  -  ^  <  2*, 
d'où  n  —  I  <  a 

ou  bien  n  <  i  -j-a;  (S) 

par  suite  n  <7. 

ce  qui  montre  que  a  est  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  divisions  à  effectuer. 

7.  Historique.  —  La  formule  (H)  est  due  à  J.  Binet.  Elle 
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suppose  que  tous  les  restes  sont  moindres  que  les  moitiés 
des  diviseurs  correspondants.  On  obtient  toujours  ce  résul- 
tat en  prenant  certaine  quotients  par  excès. 

8.  Théorème.  —  Si  K  désigne  le  nombre  des  chiffres  de  B, 
c*est"àrdire  du  plus  petit  des  deux  nombres  d&nnés  A  e/  B,  of*  <M*ra 

n  <  I  +-3--K.  (6) 

Démonstration.  —  On  a     B  <  lo"^  ; 
par  suite  l'inégalité  (4)  donne 

2»»  -  1  <  10''  ; 
on  peut  vérifier  que  lo*  <  2*^; 

ces  deux  dei'nières  inégalités  donnent  respectlvdmdnt 

,08k  <;  2«<>ïf  ; 
d'où  2»("  -  ^)  <  2^^^  ; 

par  suite  3(n  —  1)  <  loA  ; 

résolvant  cette  inégalité  par  rapport  à  n,  on  trouve  la  rela- 
tion à  démontrer  (6). 

9.  Corollaire.  —  La  formule  (6)  montre,  spontanément, 
que  le  nombre  des  divisions  à  effectuer  ne  peut  surpasser  la 
partie  entière  du  nombre 

par  conséquent  la  partie  entière  de  ce  noinbre  est  Une 
limité  supérieure  des  divisions  à  effectuer. 

10.  Théorème.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  comm  u 
diviseur  de  deux  nombres  A  e/  B  (A  <  B),  le  nombre  des  divi- 
sions à  effectuer  ne  peut  sm^passer  cinq  fois  le  nombre  des 
chiffres  K  du  plus  petit  nombre  B  des  deux  nombres  donnés. 

Première  démonstration.  —  On  a,  identiquement^ 

or  ï  £  K 

et  ^<K; 

K 
d'où  i  +  -5-  <  2K  : 
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donc  I  +  -1^  K  <  5K 

et  si  on  a  égard  à  la  formule  (6),  on  pourra  écrire 

n  <  5K;  c.  q.  f.  d.  (7) 

Deuxième  démonstration.  —  La  formule  (6)  peut  être  mise 

3 
sous  la  forme  —  (n  —  i)  <  5K, 

2 

ce  qui  revient  h 

n  +  JLHI.  <  5K,  (8) 

2 

K  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  l'unité,  donc  5K 

est  au  moins  é|Gçal  à  5.  Cela   posé,  si  n  est  égal  à  un  des 

trois  nombres  i,     2,     3, 

on  a  évidemment  71  <  5K, 

et  si  n  >  3, 

n  —  3 
on  a  >  o 

2 

et  la  formule  (8)  donne,  a  fortiori, 

n  <  5K. 

11.  Historique.  —  La  formule  (7)  est  due  à  G.  Lamé. 
Elle  a  été  établie  par  ce  savant  dans  Thypothëse  où  tous 
les  quotients  sont  pris  par  défaut. 

12.  Théorème.  —  Si  on  dé^signe  par  u  le  nombre  des  divi 
sions  à  effectuer,  pour  trouver  le  p,  g,  c.  d.  de  deux  nombres 
A  c/  B  (A  >  B),  e/  par  K  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 
de  ces  deux  nombi^esy  on  aura  la  relation 

n  <  I  +  4K, 
c'est-à-dire  que  quatre  fois  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 
des  deux  nombres  considérés  est  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  divisions  à  effectuer. 

Démonstration,  —  Si  on  se  reporte  à  la  formule  (4),  et  à 
l'hypothèse,  on  pourra  écrire: 

2^- V<  B       <   10*   <  2**; 
d'où  2*»  -  <  <  2**  ; 

par  suite  n  —  i   <  4K 

ou  n  <  I  -j-  4K;  c.  q.  f.  d. 
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13.  Pi^emiére  application.  —  Supposons  que 

A  =  2904, 

B  =  1 122. 

Je  remarque  que  ces  deux  nombres  sont  divisibles  par  2, 

3  et  II,  et  comme  ces  trois  nombres  sont  premiers  deux  à 

deux,  il  s'ensuit  que  les  nombres  A  et  B  sont  divisibles  par 

66.  De  plus,  si  on  décompose  A  et  Ben  facteurs  premiers, 

on  reconnaît  que  66  est  le  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B  ;  et  que 

B'  =  17. 
Cela  posé  : 

1<*  Si  on  considère  la  formule  (2),  et  la  méthode  exposée 

dans  le  paragraphe  6,  on  trouve 

2»  -  1  <  17  <  2^  ; 

d'oïl  n  —  I  <  5 

ou  n  <  6; 

donc  5  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 

effectuer. 

Le  calcul  direct,  appliqué   aux  quotients  44  et  17,  des 

nombres  A  et  B  par  66,  ce  qui  ne  change  pas  le  nombre  des 

divisions  à  effectuer,  donne  : 

n  =  4. 

2**  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (8),  on  trouve 

n  =3  7,  6  ... 

doné  7  est  une  liihite  supérieure  du  nombre  des   divisions 

à  effectuer. 

3°  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (7)  on  trouve  ; 

n  <  10  : 

donc  9  est  une  limite  supérieure. 

4®  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (9)  on  trouve  que 

n  <  9  : 

donc  8  est  Une  limite  Supérieure. 

Deuxième  application.  —  Supposons  que, 

A  =  1729 
B  =  682. 
Les  nombres  A  et  B  n'ont  pas  de  diviseurs  communs  appa- 
lents. 

i^  Si  j'applique  la  formule  (4),  et  la  méthode  exposée  dans 
le  paragraphe  6,  on  trouve    n  <   11  ; 

JOimNAL  DB  HATH.  1881.  3 
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donc  lo  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 
effecluer. 

Le  calcul  direct  montre  que  le  nombre  des  divisions   est 
égal  à  6. 
2<*  Les  formules  (4)  et  (6)  donnent, 

n  <  1 1  : 
donc  10  est  une  limite  supérieure. 
3^  Les  formules  (4)  et  (7)  donnent, 

n  <  i5: 
donc  14  est  une  limite  supérieure. 
4®  Les  formules  (4)  et  (9),  donnent, 

n  <  1 3  : 
donc  12  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions 
à  effectuer. 


QUESTION  224. 

fiolation  par  M.  Paul  Boulogne,  élève  da  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Conslruire  un  triangle  connaissant  les  côtés  des  deux  carrés 
inscrits. 

Soient  :  a  Thypoténuse  ;  b,  c  les  côtés  de  l'angle  droit;  h  la 

B 


hauteur  correspondante  à  Thypoténuse,  a  et  (^  les  côtés  des 
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carrés  donnés.  Nous  avons    a*  =  6»  -j-  c*  ({) 

ah  =  6c.  (2> 

Les  triangles  semblables  BAC,  lAH  donnent 

a  A        ,,  .  ,  aoL 

—  =  -7 ,  a  ou  h  = ; 

a  h  —  a  a  —  a 

par  suite  (2)  devient 

De  même,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  BAC  et 

BDE,  on  a  A=  _£_=  A+1. 

P         c  —  p  c       ' 

d'oîi  (4)  bc  =  g(6  +  c). 
Mutipliant  par  2  les  deux  membres  de  (3)  et  ajoutant  à  (1), 

ona  a«(i+-^^)  +  (6  +  c)«. 

Élevons  (4)  au  carré  et  remplaçons  6c  et  6  +  c  par  leur 

valeur,  on  a     L-^^\  =  a»p«(i  -) iï—'j 

ou  a*(p«  —  a*)  =  a«î5« 

et  a  *^ 


>J  p^  — 


a» 
condition  de  possibilité  p  >  a. 
Dès  lors  6  et  c  sont  racines  de  l'équation 

X«  V'  S«  —  a«  (^6  —  yJ^^  —  a«)  —  a«pX  +  a«p«  =  o. 
Le  problème  a  toujours  une  solution  et  une  seule,  pourvu 
que  a  <  p. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Monterou,  à  Pau;  Marin,  à  Agen. 


^       QUESTION  231. 

Rolntion  par  M.  Giroud,  élère  au  Lycée  de  Marseille. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  construit  les  carrés 
ABED,  ACGF,  BCHI. 

Connaissant  les  points  de  rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI 
construire  le  triangle. 
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Les  deux  droites  GG',  BB'  sont  déterminées  par  la  relation 

GO  C'A' 


et 


BI 


G'B' 


BE    ~    B'A'  • 

Pour  les  construire  il  suffit  d'élever  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  du  triangle  Â'B'G'  et  dans  le  rapport  déterminé 


par  le  rapport  précédent.  En  menant  par  les  sommets  des 
perpendiculaires  des  parallèles  aux  côléd,  celles^-ci  vont  se 
couper  en  des  points  de  GG'  et  BB',  et  pour  avoir  BG  il  suffit 
alors  d'inscrire  un  carré  dans  le  triangle  B'H'C'.  Le  problème 
proposé  est  dès  lors  ramené  à  un  problème  connu.  On 
achève  la  construction  en  menant  par  les  points  B  et  G  des 
parallèles  à  BX  et  G'A'. 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Mangeot,  à  Nancy;  Roubault, 
à  Melun;  DagulUon,  lycée  Henri  IV;  Huet.  à  Orléans;  fiénard,  à  Châteauroux; 
Arnat,  à  Saint-Omer;  Tricon,  à  Marseille;  Van  Aubel,  àlathénée  de  Liège; 
de  Prat,  à  Lille. 


QUESTION   238. 

ItOlaildn  par  M<  Maton,  élè?e  du  Lycée  Henri  IV,  classe  de  M.  Colas. 


Construire  un  triangle  œnnaissant  un  angle^  le  cercle  circon- 
scrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  soient  :  ABG  le  triangle 
cherché,  fi  le  point  de  concours  des  hauteurd,  0  le  centre 
du  cercle  circonscrit. 
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L'angle  B  étant  oonnu»  la  corde  AU  est  déterminée  an 
moins  de  longueur,  sinon  de  position. 

Abaissons  du  point  0  les  perpendiculaires  OR,  OL  et 
menons  les  hauteurs  CI,  BE,  puis  joignons  RL  ;  les  deux 
triangles  ROL,  BHG  étant  semblables  comme  ayant  leurs 
côtés  parallèles  ot  dirigés  en  sens  contraire;  donc 

RL    _  ^L^ ^ 

BC    ""    BH    ""    2  ' 
d'où  BH  =  aoL. 

Dès  lors  BH  sera  connue  si  OL  est  connue. 

De  là  la  constraction  suivante  : 

Sur  la  circonférence  circonscrite  donnée,  prenons  un 
segment  capable  de  Fangle  donné;  avec  un  rayon  égal  au 
double  de  la  dislance  du  centre  0  à  cette  corde  et  de  H 
comme  centre,  décrivons  une  circonférence  qui  coupera 
généralement  la  circonférence  donnée  en  deux  points  B  et  B'. 
L'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points  est  le  sommet  du 
triangle  cherché.  Puisque  BH  est  une  hauteur,  pour  avoir 
la  base  du  triangle  décrivons  de  0  ;  avec  la  distance  OL, 


Pig.  4. 


une  circonférence  concentrique    à   la   circonférence   0,  et 
menons  perpendiculairement    à  BH  une  tangente    à   cette 
petite  circonférence.  En  joignant  ses  extrémités  A  et  G  à 
B,  on  a  le  triangle  cherché. 
On  aurait  un  second  triangle  en  joignant  le  point  B'  aui^ 
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extrémités  de  la  tangente  parallèle  à  celle  que  nous  avons 
déjà  considérée. 

Remarquons  que  si  l'angle  B  donné  était  obtus,  il  faudrait 
joindre  B  aux  extrémités  A\  G  de  la  tangente  la  plus 
rapprochée  du  point  B  ;  le  triangle  serait  alors  A'BC. 

Discussion.  —  Nous  avons  considéré  le  point  H  à  Tinlérieur 
de  la  circonférence  ;  il  aurait  pu  être  donné  à  l'extérieur. 
Si  A'  est  l'extrémité  du    diamètre  AHA'  la  plus  rapprochée 
de  H,  et  r  le  rayon  de  la  petite  circonférence,  on  a 
2r  >  HA,  pas  de  solution  ; 
2r  =  HA,  une  solution  ; 
HA  >  2r  >  HA',  deux  solutions  (symétriques  par  rapport 

à  AA); 
2r  =  HA',  une  solution  ; 
2r  d  HA,  pas  de  solution. 

Cas  'particulier.  —  Si  le  point  donné  H  est  sur  la  circon- 
férence, il  devra  être  à  la  fois  un  sommet  du  triangle  et  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  ;  le  triangle  sera  alors 
rectangle,  c'est-à-dire  que  l'angle  donné  doit  être  droit,  ce 
qui  rentre  dans  la  construction  générale,  puisque,  r  étant 
nul,  le  rayon  de  la  circonférence  HB  l'est  aussi. 

Si  le  point  H  se  confond  avec  le  point  0,  la  distance  du 
point  de  rencontre  des  hauteurs  au  sommet  du  triangle  est 
évidemment  R;  la  base  du  triangle  sera  donc  perpendicu- 
laire au  milieu  du  rayon  B'O  et  le  triangle  est  équilatéral. 
L'angle  donné  est  donc  de  60». 

Dans  ce  cas  il  y  a  une  infinité  de  solutions. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Montereau,  à  Pau  ;  Mangeot,  à 
Nancy  ;  Popineau,  à  Niort;  Bonneville,  à  Toulouse;  Daguillon,  lycée  Henri  IV; 
Marlt,  Callas,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Malcor,  à  la  Seyne, 
près  Toulon. 
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QUESTION  239. 

llol«tloB  par  M.  Blbssel,  piqueur  des  Ponls  et  Chaussées. 


Résoudre  un  quadiilalèreinscjnptible,  co7inaissantles  diagonales 
et  deux  côtés  opposés. 

Soii  le  quadrilatère  ABGD.  Posons  AG  =  d,   BD  =  d\ 
AD  =  a,    BC  =  6,    AB  =  a;, 
CD=y. 

On   a   d'après  les  théorèmes 
de  Ptolémée  : 

dd  =  xy  -}-  abj 

d    0£n  +  6y 

d  ay  -\-  bx  ' 

De  ces  deux  équations  on  tire 
xy  =  dd'  —  ab 

X    ad  —  bd 

y  ad  —  bd  ' 

Le  problème  est  ramené  à  déterminer  deux  quantités,  con* 
naissant  leur  produit  et  leur  rapport. 

Conuaissant  les  quatre  côlés  du  quadrilatère  on  pourra 
déterminer  les  angles  que  chaque  diagonale  fait  avec  les 
côtés,  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  segments  et  Tangle 

des  diagonales,  ainsi  que  la  surface  du  quadrilatère. 
Nota.  —  M.  Joly,  de  Tarbes,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  240. 

ilkilatlon  \HXT  M.  Louis  Sicard,  élève  au  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  les  côtés  égaux  et  Vune  des  bases  A  dun  trapèze 
isoscèle;  que  doit  être  ta  seconde  base  pour  que  le  volume  engen- 
dré par  la  révolution  de  la  figure  autour  de  la  premièi^e  base 
son  maximum? 
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Les  perpendiculaires  CE,  DF  étaot  menées  des  sommets 

C  et  Dy  il  est  facile  de  voir  que  le  volume  demandé    se 

composera    de    deux    cônes 

égaux  et  d'un  cylindre  ayant 

même  base   que  ces   cônes. 

Si  l'on  pose  £B  =  a?,  la  base 

cherchée  aura  pour  expression 

a  —  2X;  dès  lors 

__       27cCE*.a?  ,     _,„,,  . 

V  = 5 ^- 7rCE*(a— 20?) 


F 


K 


I) 


OU  3V  =  itCE*  (3a  —  4») 

ou  en  remplaçant  CE  par  sa  valeur  c*  —  x*,  on  a 

3V 

=  (c*  —  4r*)(3a  —  4x)  =  (c  -)-  û5)(c—  x){3a  —  4  x). 


TT 


Pour  trouver  le  maximum  de  (c  -}-  ^)(c  —  x){3a  —  4a:)  on 
a  à  résoudre  réquati on 

I  f  4 


c  —  X         3a  —  40? 


=  G 


c  +  ce 
ou  après  réductions 

1 205*  —  6ax  —  4C*  =  o; 

d'oli  enfin  x  = ^-^ ^—i 

12 

Les  deux  valeurs  d'à?  donnent  deux  solutions.  En  effet, 
en  prenant  la  valeur  positive  la  base  donnée  sera  la  plus 
grande  des  deux.  Si,  au  contraire,  on  prend  la  solution  né- 
gative, c'est  la  base  cherchée  qui  sera  la  plus  grande  des 
deux. 

*  Nota.  — Ont  résolu  la  même  question  :  MM.ButtinjàLons-le-Saulnier;  Bou- 
logne, Broyon,  Legrain,  à  Saint-Quentin  ;  Bois,  à  Montauban  ;  Joly,  à  Tarbes  ; 
Simon,  à  Lyon;  Bonneville,  à  Toulouse;  Gallon,  au  lycée Louis-l&>Grand  ;  La- 
can, à  Toulon;  Payeux,  ^  Verdun;  Lesoille,  à  l'école  de  Cluny  ;  Mayon,  au  lycée 
Henri  IV  ;  de  Prat,  à  Lille. 


—  iS  — 
QUESTION  258. 

Solution  par  M.  Tinbl,  Lycée  Corneille,  à  Rouen. 


Dans  un  triangle  ABC  on  mène  les  deux  bissectrices  AA',  BB' 
qui  coupent  les  côtés  opposés  respeclivement  en  A!  et  B'  et  se 
rencontrent  en  0.  Démontrei*  la  relation 

Ak' .  OB'  ___  AG 

bFTôF  "  BC"-  ^^^'^^'^ 

Par  le  point  0  et  le  point  A  menons  OF  et  AP  perpendi- 
culaires sur  BC  et  soient  également  OQ'  et  BQ  perpendicu- 


laires sur  AG.  Les  triangles  A'OF  et  Â'AP  étant  semblables 

AA'         AP 
donnent  ^ ,   ■  =  ^^,   ; 

OA  OP    * 

de  même  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  B'OQ'  et  B'BQ 
donnent  __  =  _.. 

Divisons  terme  à  terme  ces  deux  égalités  en  remarquant 

que  OQ'  =  OF,  il  vient 

AA'  .  OB'  _   AP 

BB'.OA'   ""   BQ   ' 
mais  les  triangles  rectangles  BCQ  et  GAP  qui  sont  semblables 

AP         AC 
donnent  BQ  "  ^C"  ' 

AA'.OB'  _  AC 
^^^^  BF .  OA'  ~  BC"* 
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Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Maria, 
à  Agen  ;  Da  gui  lion,  au  lycée  Henri  IV  ;  Bompard,  collège  Stanislas  ;  Huet,  à 
Orléans;  H.  Bourget,  à  Aixj  Galion,  au  lycée  Louis-le-Grand;  Boulogne, 
Broyon,  à  Saint-Quentin  ;  Chaulet,  à  Montauban  ;  Brachat,  à  Vilry  ;  Joly,  à 
Tarbes;  Houssette,  à  Amiens;  Cardot,  à  Nancy;  Jourdan,  à  Rouen. 


QUESTION  259. 

ttolation  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  fixe  A  dans  son 
plan  ;  on  joint  le  point  A.  à  un  point  quelconque  B  de  la  ctrcon* 
férence;  la  bissectrice  intérieure  de  Vangle  AOB  rencontre  la 
droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  quand  le  point 
B  décrit  la  circonférence.  Ce  lieu  rencontre  le  diamètre  en  P  ; 
démontrer  que  G  étant  le  point  de  la  circonférence  le  plus  voisin 
de  A,  sur  la  droite  OA,  les  quatre  points  0,  B,  P,  A  forment 
ui\e  division  harmonique. 

D'après  la  propriété  fondamentale  de  la  bissectrice,  on  a 

AM   _   MB   _         AB 

AO"""    OB    ""  OA  +  OB' 


et  si  d  désigne  la  distance  AO  et  R  le  rayon  de  la  circonférence 

AB    ■"    d  +  R  ' 
ce  qui  montre  que  le  lieu  est  une  circonférence  homothétique 
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d 
à  la  première,  A  étant  le  centre  et  le  rapport  d'ho- 

raolhétie. 

Cela  posé,  remarquons  que  si  par  le  point  M  on  mène  MD 
parallèle  à  OB,  le  point  D  est  le  centre  du  lieu.  Or,  le  triangle 
ODM  est  évidemment  isoscèle;  donc  la  circonférence  du  Heu 
passa  par  le  centre  du  cercle  donné. 

D'ailleurs  DP  =  DM  =      ^^ 


DC  =  R— OD  =  R  — 
DA=d— 0D=- 


d  +  R' 
Rrf  R« 


d  +  R         d  +  R  ' 


rf  +  R 

Par  suite  DG  X  D  A  =_^!î5L^  =  DP. 

(d  +  R)* 

ce  qui  montre  que  les  points  0,  G,  P,  A  forment  une  division 

harmonique. 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Joly,  à  Tarbes;  Montcrau, 
Callon,  au  lycée  Louis-le-Orand  ;  Marin,  à  Agen  ;  Bompard^  au  collège  Sta- 
nislas; Boulogne,  à  Saint-Quentin:  Prost,Perrier,  à  Loas-le-Saulnier;r.brétien, 
au  Havre;  Houssette,  école  primaire  supérieure,  à  Amiens  ;  Gardot,  &  Nancy; 
Gino-Loria,  à  Mantoue. 


QUESTION  260. 

ftolntioB  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  joint  un  point  fixe  A,  intérieur  à  une  circonférence,  à  un 
point  B  de  la  courbe;  on  prend  sur  AB  un  point  M   tel  que 

AM 

■.^    =  K.  On  joint  chacune  des  extrémités  du  diamètre  qui 

passe  par  le  point  A  atujc  points  M  et  B,  ces  droites  se  rencontrent 
en  deux  points  N  et  N'  autres  que  A  et  B. 

Démontrer  :  1^  qiAe  la  ligne  NN'  partage  MB  en  deux  parties 
dont  le  rapport  est  constant  ;  2^  que  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'  passe  par  le  centre  de  la  circonférence  donnée; 
enfin  trouver  le  lieu  des  points  N  e/  N'. 

1®  La  figure  CNBNDM  est  un  quadrilatère  complet,  donc 


—  i8  — 
la  diagonale  BM  est  divisée  barmoniquement  par  les  deux 

autres  NN'  et  CD  ;  on  a  donc  :    -^    =  -r-^  =  K. 

2^  Dans  une  telle  figure, 
les  milieux  des  trois  dia- 
gonales sont  en  ligne 
droite.  Or  0,  centre  du 
cercle,  est  le  milieu  de  la 
diagonale  CD;  il  est  donc 
sur  le  prolongement  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'. 

3^  Par  le  point  A  menons 
AF  parallèle  à  CN',  les 
triangles  semblables  BMN*, 
BÀF  donnent: 

ï-^  fA^ 

-;  (i) 


BN' 


BM 


K 


NT         MA 
d'ailleura  GN'D  et  AFD  donnent  : 

NT   _  CA  _  r  +  d 


(2) 


N'D         CD 

En  posant  OA  =  d;  multipliant  membre  à  membre  les 
relations  (1)  et  (2), 

BN'    _    (i— K)(r-f  d) 
N'D   ~  2Kr 


il  vient 


ou 


DN' 


2Kr 


2Kr 


DB         (i  — K)(r  +  d)  +  2Kr        (i  +  K)r  +  (i  — K)d 
Ce  qui  montre  que  le  point  N'  décrit  une  circonférence 

bomptbétique  à  la  cijrconférence  donnée,  D  étapt  le  centre 

2Kr 
**  (i-t-K)r  +  (i-g)(i'  '*  "'PP"'*  d'bomotUélie. 

Par  une  raison  semblable  on  verrait  que  le  lieu  du  point 
N  est  une  circonférence  bomotbétique  à  la  circonférence 
donnée,  C  étant  le  centre  et 

2Kr  2Kr 

(i_K)(r  — d^  +  2Kr    ^  (i  +  K)r  —  (i  -  K)  rf 
le  rapport  d'homothétie. 
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Ces  deux  circonférences  sont  tangentes  à  la  circonférence 
0  aux  points  D  et  G. 

!YoTA.  —  Ont  réâolu  la  même  question  :  MM.  Bompard,  collège  Stanislas; 
Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Riyard,  au  Mans;  Marin,  à  Agen;  Hoassette,  éooie 
primaire  supérieure  à  Amiens  ;  Chrétien,  au  Havre;  Prost,  Perrier,  à  Lons-le- 
Saulnier  ;  Cardot,  à  Nancy. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  M«BMlg0>  élève  dé  l'École  normale  supérieure. 


Soit  la  surface  du  second  ordre  rapportée  à  ses  axes  : 
La  normale  aii  point  {x,  y,  z)  de  là  surface  a  pour  équa- 

u».(4_,)..=(j__,)».=(4_,y. 

Si  on  cherche  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point 
P  (S»  y\j  C)  à  la  surface,  on  exprimera  que  la  normale  passe 
par  ce  point,  ce  qui  donnera 

i-i-  -  ■>• = (f,-  ■>' ={■¥-  ■>••  (') 

Ces  équations  jointes  à  Téquation  (1)  définissent  les  pieds 
des  normales  issues  du  point  P  à  la  surface. 
Ces  dernières  relations  se  mettent  sous  la  forme  suivante  : 
X  =  (6«  —  c*)yz  +  cKy  —  6Sj«  =  o.         \ 
Y  =  (c*  —  a*)zx  +  a^lz  —  c^x  =  o.     [    (3) 
Z  =  (a«  —  b*)xy  -f  à\x  —  a*Çi/  =  o.     ) 
Une  quelconque  des  équations  (3)  rentre  dans  les  deux 
autres.  Les  cylindres  X  =  o,  Y=o,  Z=o  projettent  sur 
les  plans  de  coordonnées  une  même  courbe  gauche  dont 
les  traces  sur  la  surface  sont  précisément  les  pieds  des 
normales  cherchées. 

L'équation  XX  +  |xY  4-  vZ  =  o 

représente   une  surface  du  second  ordre  passant  par  la 
courbe  proposée.  Faisons  en  particulier 

X  =  a%    iL=  b%    V  =  c% 


—  m  — 

il  vient 

a"(6«  —  c^)\yz  +  6*(c«  —  a})y^zx  +  c*(a*  —  b%xy  =  o,  (4) 

Ce  cône  du  second  ordre  a  son  sommet  à  Torigine.  Il  con- 
tient la  courbe  considérée  et  passe  aussi  par  le  point  P, 
de  sorte  que,  si  0  est  le  centre  de  la  surface,  OP  est  une 
génératrice  du  cône  (4). 

En  vertu  des  équations  (3),  x,  y,  s  sont  proportionnels  à 
a\x  —  5),  b\y  —  7i),  c\%  —  Ç);  en  substituant  dans  l'équa- 
tion homogène  (4)  et  supprimant  le  facteur  a^b^c^,  on  trouve 
(6.  _  c«)Ç(j,  -  •^)(^  _  Q  +  (c«  ^  a^Uz  -  X){x  -  \) 

+  (a«  -  b%{x  -  \){y  -  7i)  =  o.  (5) 

L'équation  (5)  représente  un  cône  qui  passe  également 
par  la  courbe  considérée,  qui  a  son  sommet  au  point  P  et 
contient  Torigine  et  par  suite  la  droite  OP.  Les  cônes  (4) 
et  (S)  sont  du  second  degré,  ils  ont  la  génératrice  OP  com- 
mune, ils  se  coupent  donc  suivant  une  courbe  gauche  du 
troisième  ordre.  Cette  courbe  est  précisément  celle  dont  les 
traces  sur  la  surface  sont  les  pieds  des  normales  issues  du 
point  P  à  cette  surface. 

Il  y  a  donc  2X3  =  6  pieds.  Et  par  suite  : 

On  peut  d'un  point  de  V espace  abaisser  six  normales  sur  une 
surface  du  second  ordre. 

Le  cône  (S)  contient  évidemment  les  six  normales,  puisqu'il 
contient  leurs  pieds  ainsi  (Jue  le  point  P,  qui  est  son  sommet. 
Donc  : 

Ces  six  normales  sont  sur  un  même  cône  du  second  degeé. 

Les  cônes  (4)  et  (S)  ont  comme  génératrices  :  le  premier, 
les  axes  de  la  surface;  le  second,  des  parallèles  à  ces  mômes 
axes.  De  plus,  puisque  0  et  P  sont  leurs  sommets,  la  courbe 
gauche  doit  y  passer.  Ceci  montre  donc  que  : 

La  courbe  gauche  du  troisième  degrés  ou  cubique  gauche,  qui 
passe  par  les  six  pieds  des  normales  issues  d'un  point  à  une 
surface  du  second  ordre,  contient  ce  point,  le  centre  de  la  sur- 
face, et  admet  pour  ses  directions  asymptotiques  les  trois  axes 
de  la  surface. 

2^  Ayant  rapidement  établi  ces  résultats  déjà  bien  connus, 
j'aborde  la  question  que  je  me  suis  proposé  de  traiter  et  qui 
est  la  suivante  : 
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Etant  donnée  une  surface  du  second  ordrey  tracer  sur  cette  sw' 
face  une  courbe  du  quatrième  degré  (provenant  de  Vintei^section 
(f  une  seconde  surface  du  second  degré) j  de  telle  sorte  qu'il  existe 
sur  cette  courbe  un  groupe  de  six  points^  dont  les  normales  con- 
courent en  un  même  point. 

L'équation  XX  +  î^Y  +  vZ  =  o  représente  une  série  de  sur- 
faces passant  par  la  cubique  gauche,  c'est  môme  leur  équa- 
tion générale. 

L'équation  H  +  XX  4*  [*Y  +  ''Z  =  o  sera  donc  Téquation 
générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  menées  par  les  six 
pieds  des  normales  issues  du  point  P  à  la  surface  H  =  o. 

Or,  si  on  considère  dans  cette  équation  I9  fi,^  comme  des 
indéterminées,  on  voit  sans  peine  que  XX  -f-  î^Y  -)-  vZ  peut 
toujours  être  identifié  avec  l'expression 

2ByZ  +  2B'Zaj  +  2B''xy  +  2Ca;  +  2Cy  -}-  2G'z. 

Ainsi  on  voit  que  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  ordre  qui  coupe  la  proposée  suivant  une  courbe  du 
quatrième  ordre,  satisfaisant  à  l'énoncé,  peut  s'écrire  : 

— ^  +  -^-(-  -^^ I  +  2Byz  -h  2B'^aj+  2B"xy 

-|-  2CX  +  2c'y  -|-  2c"z  +  o*  (6) 

Appelons  tétraèdre  principal  de  la  surface  le  tétraèdre 
formé  par  les  trois  plans  principaux  et  par  le  plan  de  l'infini. 
Nous  voyons  que  l'équalion 

2Byjj  4-  2B'zx  +  2B"xy  -|-  2cx  +  2c'y  +  2c"z  =  o 
est  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  circon- 
sentes  à  ce  tétraèdre.  Mais  cette  surface  passe  par  la  courbe 
gauche  d'intersection  de  la   surface  générale  (6)  et  de  la 
proposée.  Donc 

Pour  que  sur  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  tracée 
sur  une  surface  du  second  ordre,  on  puisse  trouver  un  groupe 
de  six  points  dont  les  normales  concourent  en  un  même  point, 
il  faut  et  il  suffit  que  par  cette  courbe  on  puisse  faire  passer  une 
surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre  principal  de  la 

première. 
Dans  un  prochain  article  nous  ferons  quelques  applications 

de  ce  théorème  important. 
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SUR  LES  PERMUTATIONS  DE  n  LETTRES 

Par  M.  KoeUer. 


Soient  n  lettres  ai,  a,,  a«9  .,.,  On  affectées  d'indices  crois- 
sants; je  me  propose  de  déterminer  le  nombre  des  permu- 
tations dans  lesquelles  aucune  lettre  n'occupe  le  rang  que 
lui  attribuerait  son  indice. 

Ce  problème  est  connu  ;  M.  André  l'a  résolu  dans  un  mé- 
moire sur  la  détermination  du  terme  général  d'une  série 
(Annales  de  VEcok  Normale}.  On  arrive  beaucoup  plus  sim- 
plement à  la  solution  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  Ton  désigne  par  S  la  somme  «i  +  a,  -^-  . . .  +  an,  le 
coefficient  de  a^ a,... On  dans  le  produit 

(S  —  OiKS  —  a.)  ...  (S  — On) 
est  précisément  le  nombre  do  permutations  de  l'espèce  in- 
diquée plus  haut. 

Faisons  1b  produit  (S  -^  a^{S  —  a^  en  ayant  soin  de 
donner  dans  chaque  terme  la  première  place  à  la  lettre  prise 
dans  le  facteur  S  —  a^;  t)n  formera  ainsi  tous  les  produits 
des  n  lettres  deux  à  deux  où  c^  n'occupe  pas  la  première 
place  et  ou  a,  n'occupe  pas  la  seconde.  Gela  est  évident» 
puisque  a^  ne  figure  pas  dans  S  —  a^  et  que  a,  ne  figure 
pas  dans  S  —  a,.  Multipliant  ensuite  par  S  —  a^  on  for- 
mera tous  les  produits  trois  à  trois  dans  lesquels  o^  n'occupe 
pas  la  troisième  place,  ni  a,  la  seconde»  ni  a^  la  première  ; 
et  ainsi  de  suite.  Lorsqu'on  aura  employé  n  facteurs,  toutes 
les  permutations  considérées  se  trouveront  écrites,  et  pour 
avoir  leur  nombre  il  suffit  de  calculer  directement  le  coeffi- 
cient du  terme  aia,. .  .a>n  dans  (S  —  q^){S  —  at)  ...(S  —  an)* 

Or  ce  produit  peut  s'écrire 
.     S«  —  S»*  -  ^Jk^i  4-  S«  -  sSa<  a*  —  S*»  -  »Sa<  a*  ai 

+  ...  +  (—  i)"  a^a^...an  . 
I>ans  S»  le  coefficient  de  a^a^, .  .an  est  ni;  de  môme  dans 
S«  -  <Sai  qui  n'est  autre  chose  que  S«  . 
Dans  S«  -  «  le  coefficient  du  produit  de  n —  2  lettres  diffé- 


n! 

ou  -7 

1.2  2! 
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rentes  quelconques  est  (n  —  2;!;   en  faisant  la  multiplica- 
tion par  Sa»  a*  ,  il  est  évident  que  le  terme  a^a^, .  .a»  aura 

pour  coefficient  in  —  2)! — ^^ 

1.2 

De  même  dans  S»  -  «Sa»  Oit  ai  on  trouvera 

^«  -  ^)'     . .  3 . 3     '^^  ^'^"  ir  • 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  formule 

L  I     ^    2Î  3!    ^  ^       ni     J 

qui  exprime  le  nombre  des  permutations  cherché. 

NOTE  SUR  LES  RACINES  MULTIPLES 

DE  l'Équation   en  s 


Par  M.  E.  Amli^nefl» 

Pi*ofesseur  de  mathématiques  spéciales  aa  Lycée  de  Marseille. 


1.  —  Nous  nous  proposons  d'éti^dier  les  racines  multiples 
de  réquation  du  troisième  ordre  à  laquelle  conduit  la  théo- 
rie des  plans  principaux.  A  la  vérité,  M.  Laurent  a  déjà 
traite  le  cas  de  ^équation  plus  générale  que  l'on  rencontre 
à  l'occasion  d'autres  théories,  et  notamment  dans  la  méca- 
nique céleste  à  propos  des  excentricités  des  orbites.  Mais 
le  cas  simple  que  nous  allons  examiner  et  la  méthode  élé- 
mentaire qui  s'y  adapte  seront  peut-être  plus  directement 
utiles  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales. 

L'équation  est  la  suivante  : 

A  — S*  B'  B' 

B'  A— S    B 

B'  B  A"  —  S 

2.  —  On  remarque  tout  de  suite  que  f(S)  est  une  fonc- 
tion composée  de  S  et  que  sa  dérivée  est  la  somme  de  trois 
parties  :        ~  /"(S)  =  (A'  —  S)(A"  _  S)  —  B« 

+  (A'  —  S)(A  —  S)  —  B'« 
+  (A—  S)(A'—S)—  B'\ 

JOURNAL  DE  HATU.  1881. 


/(S)  = 


=  G. 


P^r  où  on  voit  que  si  une  valeur  de  S  annula  tous  les 
(uineurs  du  déterminant,  elle  annule  en  particulier  les  mi- 
neurs principaux  et  par  suite  /"(S),  et  aussi  le  déterminant 
c'estrà-dire  f{S). 

Donc  toute  valeur  S  qui  annule  tous  les  mineurs  est  racine 
double  de  V équation  en  S. 

Réciproquement,  toute  racine  double  de  V équation  en  S  annule 
tous  les  mineurs . 

En  effet,  désignant  par  P,  F,  P"  les  mineurs  principaux, 
on  a  .      —  f{S)  =  p  +  P'  +  F'. 

Par  conséquent,  toute  racine  double  de  Téquation  en  S 
satisfait  à  Féquation 

p  +  F  -+-  P'  =  G  (1) 

et  par  suite,  en  multipliant  par  P,  à  Téquation 

pi  -|.  PF  +  PF  =  G.  (% 

Or,  on  a  identiquement 
PF  =  (A"  —  S)  [(A  —  S)  (A'  —  S)  (A'  —  S)  —  (A  —  S)B« 

—  (A'  —  S)B'«1  +  3»  B' 
ou  bien  encore 
PF  =  (A''  —S)f  (S)  +  (A"  —  S)«B'«  —  2BB'B'  ^A'  —  S) 

:f  B«  B  «  ; 
d'où  on  tire  pour  toute  racine  simple  ou  double 

PP^KA"  — S)B"  — BB']*, 
Par  analogie      PP'  =  [(A'  —  S)B'  —  BB'P . 

Portant  ces  valeurs  et  celle  de  P  dans  Téquation  (S),  ou  a 
pour  toute  racine  double  : 

l(A'  —  S)  (A"  —  S)  —  B'^]*  +  [(A"  —  S)B'  —  BB']« 
+  [(A'  —  S)B'  —  BB^«  =  o, 
c'est-à-dire,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle^  que  chaque 
carré  est  nul.  Gela  fait  trois  mineurs  nuls. 

Mais,  au  lieu  de  multiplier  Téquation  (1)  par  P,  on  pour- 
rait la  multiplier  par  P'  ou  par  P"  et  on  verrait  que  les  six 
autres  mineurs  sont  nuls. 

3.  —  Sur  les  neuf  mineurs,  six  seulement  sont  différents. 
Qu  a  donc  six  conditions,  encore  même  ne  sont-elles  pas 
distmctes.  Voici  ces  conditions  : 

(A  —  S)(A'  —  S)  —  B'*  =  o, 
(A'  —  S)(A'  —  S)  —  B«  =  o, 
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(A'  —  S)(A  —  S)  —  B'«  =  o, 
(A  —  S)B  --  B'B'  ==  0, 
(A'  —  S)B'  —  BB'  =  o, 
(A'  —  S)B'  —  BB'  =  o. 

1®  Si  aucuu  des  rectangles  n'est  nul,  on  peut  tirer  des 
trois  dernières  (A  —  S),  (A'  —  S),  (A"  —  S);  et,  portant  ce» 
valeurs  dans  les  trois  premières,  on  obtient  des  identités 
Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  donc  : 

BB' 


A  —  S  = 


A'  — S  = 


B 
BB" 

B' 
BB' 


A"  — S_      g,    . 

2®  Si  un  rectangle  est  nul,  les  trois  dernières  équations 
exigent  qu'un  second  rectangle  soit  nul.  Soit  B'  =  B'' 
=  o.  Les  conditions  ci-dessus  deviennent  : 

(A  —  S)(A'  -  S)  =  o, 

(A'  —  S)(A'  —  S)  —  B»  =  o, 

(A'  —  S)(A  —  S)  =  o, 

(A  —  S)B  =  o. 

Supposons  B  ^  o.  Alors  S  =  A  et  la  seule  condition  qui 

ne  soit  pas  une  identité  est,  avec  B'  =  o  et  B'  =  o, 

(A'  —  A)(A"  —  A)  —  B*  =  o. 
3^  Reste  à  examiner  le   cas  où  les  trois  rectangles  sont 
nuls.  Les  trois  dernières  conditions  sont  alors  des  identités 
et  les  trois  autres  s'écrivent 

(A  —  S)(A'  —  S)  =  o, 
(A'  —  S)fA'  —  S)  =  o, 
(A'  —  S)(A  —  S)  =  o, 
c'est-à-dire  A  =  A'  ou  une  des  conditions  analogues. 

4°  Pour  étudier  les  racines  triples,  prenons  la  dérivée  se- 
conde. On  a 

^•(S)  =  /(A  -  S)  -f  (A-  -  S)  +  (A-  -  S). 

Par  oîi  on  voit  que  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
sont  nuls  pour  une  valeur  de  S,  cette  valeur  annule  f*  (S)  ; 


—  36  — 

et  aussi  les  mineurs  de  premier  ordre,  et  par  suite  /"(S);  et 
aussi  le  déterminant,  c'est-à  -dire  /(S). 

Donc  loute  valeur  de  S  qui  annule  tous  les  mineurs  du  second 
ordre  est  racine  triple. 

Réciproquement^  toute  racine  triple  annule  tous  les  mineurs 
du  second  ordre. 

Car  une  pareille  racine  annule  /"(S)  et,  étant  double,  elle 
annule  aussi  les  mineurs  du  premier  ordre.  Elle  est  donc 
racine  commune  des  équations  suivantes  : 

(  A  —  S)  +  (A'  —  S)  +  (A'  —  S)  =  0, 
.      (A  —  S)  (A'  —  S)  =  B'% 
(A'  —  S)  (A'  —  S)  =  B% 
(A'  _  S)  (A  —  S)  =  B\ 
Élevant  la  première  au  carré,  et  remplaçant  les  doubles 
produits  par  les  valeurs  tirées  des  trois  autres,  on  a 
(A  —  S)*  +  (A'  —  S)»  +  (A"  —  S)«  +  2B«  +  2B'«  +  2B'«  =  o. 
Ce  qui  exige,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle,  que  tous 
les  mineurs  du  second  ordre  soient  nuls.  On  a  alors  une 
sphère. 

On  remarquera  que  la  racine  triple  ne  peut  être  nulle, 
sans  quoi  on  aurait 

A==o    A'  =  o    A'  =  o    B  =  o    B'  =  o   B''=o 
et  la  surface  se  réduirait  è  un  plan. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  O.  de  Efonycliaiiip*. 


Lorsqu'une  équation    du  quatrième  degré   f(x,  y)  =  o, 
représente  deux  cercles,  on  peut  se  proposer  de  décomposer 
cette  équation  en  deux  facteurs  du  second  degré.  Voici  une 
solution  simple  de  ce  problème  très  élémentaire. 
1.  Soient  (axes  rectangulaires) 

CD»  +  j/«  +  P  =  o 

aï*  +  y  +  Q  =  o 

les  deux  cercles  cherchés,  P  et  Q  désignant  bien  entendu, 
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des  fonctions  du  premier  degré. 

P  =  oa:  +  py  +  y 
Q  =  'XX  +  j3  y  +  y'. 
Ou  aura  donc, 

f(œ,  y)  =  (ûc«  +  t/«  +  P)(x^  +  y«  -f.  Q). 

Ce  qui  prouve  d'abord  que  l'ensemble  des  termes  du  qua- 
trième degré  de  l'équation  /*  =  o  doit,  à  une  constante 
^rhsy  former  le  carré  parfait  de  (x*  +  y')  ;  celte  môme  égalité, 
donne  encore  pour  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré,  (œ«  +  y«)[(«  +  a>  +  (?  +  p')y], 

ce  qui  démontre  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré  de  l'équation  f  =  o  doit  être  divisible  par  (ac*  -j-  y'), 
Nous  pouvons  donc  énoncer  déjà  la  proposition  suivante, 
d'une  évidence  immédiate: 

Pour  qiiMne  équation  du  quatrième  degré  puisse  représenter 
deux  cercles,  il  est  nécessaire  :  4^  que  Vensemble  des  termes 
du  quatrième  degré  forme  le  carré  parfait  du  binôme 
(x*  +  y*)  l  ^  î^  Vensemble  des  termes  du  troisième  degré  soit 
divisible  par  (x*  +  y*)* 

La  première  cbose  à  faire,  quand  on  se  trouve  en  présence 
d'une  équation  du  quatrième  degré  qu'on  soupçonne  repré- 
senter Vensemble  de  deux  cercles,  est  de  vérifier  que  les  con- 
ditions précédentes  sont  remplies.  Il  nous  reste  à  expliquer 
comment,  /  remplissant  ces  conditions,  on  peut  toujours 
la  décomposer,  si  vraiment  elle  représente  deux  cercles. 

i.  L'équation  proposée  pourra  s'écrire,  dans  cette  hypo- 
thèse,       f  =  {x*  +  y«)«  +  R(aî*  +  y«)  +  (p  =  o 
R  étant  de  la  forme  kx  -^  By;  <^  désignant  un  polynôme 
du  second  degré  ;  ou  encore 

f  =  {x'  +  yr  +  (R  +  X)(a?*  +  y«)  +  ^  =  o     (1) 
en  posant  l'  =  ?  —  ^(^*  +  y*)- 

D'autre  part  on  a,  si  /*  est  l'ensemble  de  deux  cercles, 

ou  /•=  (x^  +  y«)*  +  (X»  +  y«)(P  +  Q)  +  PQ  =  o  (2) 
ou  en  posant  a;"  -f-  y*  =  U 

U«  +U(P  +Q)+PQ  =  o. 
La  quantité  soumise  au  radical,   dans   cette  équation  du 
second  degré  en  U,  est  un  ca)*ré  parfait  ;  mais  (4)  et  (2)  sont 
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des  équations  identiques  et  si  Ton  suppose  que  l'on  a  pris 
l'arbitraire  X  égale  à  (y  +  y  )>  alors 

et  PQ  =  ^, 

donc  V  =  (R  4"  X)*  —  4.'\f  sera  un  carré  parfail.  Rècipro- 
quementy  si  Y  est  carré  parfait,  la  décomposition  a  lieu.  De 
ceci  on  déduit  la  règle  suivante: 

Étant  donnée  une  équation  du  quatrième  degré  à  deux  variables 
f(x,y)  =  o  qu*on  soupçonne  représenter  V ensemble  de  deux 
cercles ,  pour  lé  vérifier  et  trouver  ces  calculs  on  doit  d'abord 
constater  que  Véquation  f  =  o  remplit  les  deux  conditions 
ci-dessus  énoncées. 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  écrira  cette  équation  sou^  la 
forme  (x«  +yy  +  (x*  +  y»)(R  +  X)  +^  =  o 
\  étant  un  paramètre  arbitraire;  R(x*  -|-  y*),  l'ensemble  des 
termes  du  troisième  degré;  ^^  une  fonction  du  second  degré  seu- 
lement. On  résout  alors  Véquation  par  rapport  à  (x*  -[■  y*)  >'  <^'^ 
obtient  sou^  te  radical  une  fonction  du  secand  degré  seulement ^  et 
on  déterminera  X  de  façon  que  [celle-ci  devienne  un  carré  par- 
fait. 

S*U  existe  une  valeur  de  X  remplissant  cette  condition,  f  =  o 
représente  deux  cercles  et  la  décomposition  est  effectuée;  sinon 
î  r^  o  ne  représente  pas  deux  cercles. 

3.  Appliquons  ce  Ihéorème  à  un  exemple  numérique,  soit 

-f-  5a5*  4"  ^y^  —  7^  -^  5x  —  5y  -f"  ^  =  o  '> 
ou  peut  récrire,  conformément  à  la  méthode  précédente, 

(a;t  +  y.)«  +  (X*  +  y*){3x  _  45,  +  X)  +  (5  -  l)x* 

+  (6  —  ^y*  —  7icy  4-  5a3  —    5y  +  2  =  o. 
laquelle,  résolue  par  rapport  à  (x*  +  «/'),  donne  : 

Uy*  {X—  2)  +  4xy 

2(x*  +  y)  =  4.V-  3x  -  X  ±  4  /  +   (4>  -    '  Of  +4 

1/     (5  —  2X)y  -f  2(3X — I  o)« 

V      +  x«  —  8. 

Il  faut  maintenant  déterminer  X,  de  façon  que  la  quantité 
soumise  au  radical  soit  un  carré  parfail.  Il  est  donc  nécessaire 
(mais  non  suffisant)  que  les  termes  en  y*,  xg,  a?»  forment 
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eux-mêmes  un  carré  parfait.  On  â  donc  pour   déterminer  X 
réquation  4  —  4  (A  —  a)  (4X  —  1 1  )  =  o 

4X'  —  ig\  -\-  2i  =0 

qui  donne  deux  valeurs  :     X'  =  3,  X'  =  ~ . 

4 
On  doit  alors,  se  rappelant  que  la  condition  exprimée  est 

nécessaires  mais  non  suffisante^  essayer  successivement  X'    et 

X'.  On  trouve  ici  que  X'  =±  3  rend  la  (Jùantité  Bdtikniid  tu 

radical  carré  parfait;  mais  uon  la  quantité  X'.  Il  est  d'ailleurs 

évident  que  si  l'une  des  racines  effectue  la  transforittation 

de  la  quantité  aous  le  radical  en  carré  parfait»  Tautre   ne 

peut  pas  faire  cette  transformation* 

On  a  ici,  finalemetit, 

2(ac*  +  2/*)  ==  (4!/  —  '^^  —  3)  di  (2t/  4-  a;  —  i), 
ce  qui  donne  les  deux  cercles  : 

^*  +  !/"  —  3y  +  ;r  -f*  2  =  o, 
^*  -j"  J/*  —  !/  +  2X'  -|-  î  =0. 

4.  Nous  proposerons  aux  jeunes  lecteurs  de  Ce  jourbftl, 
et  comme  application  du  théo« 
rfeme  précédent,  Texercice  sui- 
vaut  (*). 

Soient  ox,  oy  deux  axes  rec- 
tangulaires ;  c  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  oy;  on  prend  un  point 
M  «ter  le  cercle  et  Vun  mène  MP 
parallèle  à  OG  ;  P  étant  le  point 
de  rencontre  de  cette  parallèle 
avec  oy,  on  mène  par  P  une  droite 
PQ,  parallèle  à  ox,  laquelle  ren- 
contre le  cercle  décrit  du  point  0, 
comme  centre,  avec  OM  pour  rayon 
en  un  point  I.  Le  lieu  du  point 
lest  l'ensemble  de  deux  cercles. 

On  propose  de  le  reconnaître 
aussi  par  la  géométrie  élémentaire. 


(')  Question  pioposée  dans  le  Manuel  des  candidats  à  l'KcoU  polytechnique, 
de  M.  Catalan. 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  E.  «i.  Boquel. 


Définitions.  —  L'équation  de  la  ligne  droite  en  coordon- 
nées rectilignes  (ou  cartésiennes)  étant  Aœ  -|-  By  +  G  =  o, 
on  voit  que,  si  o  et  6  représentent  en  grandeur  et  en  signe 
les  segments  déterminés  par  cette  droite  à  partir  de  l'origine 
sur  les  axes  de  coordonnées,  son  équation  prendra  la  forme 

ce  y  II 

connue 1 ?—  =  i.  Si  l'on  pose =  w  et  — r-  =  v, 

au  a  0 

cette  équation  devient      lix  -{-  vy  =  i;  (*) 

u  et  t;  étant  des  constantes  données,  l'équation  (1)  établit 
enlre  les  coordonnées  cartésiennes  x  et  y  d'un  point  du 
plan  une  relation  exprimant  que  ce  point  appartient  à  la 
droite  particulière  définie  par  les  constantes  u  gI  v. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  x  Qi  y  comme  des  quantités 
données,  eiuv,  comme  des  variables,  l'équation  (1)  établira 
entre  u  et  u  une  relation  exprimant  que  les  droites  (1)  pas- 
sent toutes  par  le  point  donné  (x,  y). 

u  et  V  définissant  une  droite  particulière  du  plan,  comme 
X  et  y  définissent  un  point  particulier  du  plan,  nous  appel- 
lerons ces  quantités  les  coordonnées  de  la  droite,  de  même 
que  0?  et  2/  sont  les  coordonnées  du  point. 

Si,  entre  les  coordonnées  w  et  i;  de  la  droite,  on  établit 
une  relation  f{Uj  v)  =  o  de  forme  quelconque  (pourvu  que 
f  soit  une  fonction  continue)  et  que  l'on  choisisse  Tune 
d'elles  pour  variable  indépendante,  l'autre  coordonnée  sera 
une  fonction  continue  de  la  première  et  variera  avec  elle 
d'une  manière  continue,  suivant  les  lois  de  l'analyse,  c'est- 
à-dire  suivant  la  nature  de  f.  Au  système  de  valeurs  corres- 
pondantes de  w  et  de  v  correspondra  une  certaine  droite  du 
plan,  et  un  accroissement  infiniment  petit,  donné  à  celle  des 
deux  coordonnées  qui  a  été  prise  pour  variable  indépen- 
dante, déterminera  un  accroissement  infiniment  petit  corres- 
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pondant  pour  Tautre,  de  sorte  qu'il  eu  résultera  un  dépla- 
cement induimeut  petit  correspondant  pour  la  droite 
considérée,  et  qu'en  définitive  la  droite  se  mouvra  d'une 
manière  continue  dans  le  plan.  Les  positions  successives 
qu'elle  occupe  ainsi  peuvent  être  envisagées  comme  les 
tangentes  successives  d'une  courbe,  et  l'on  comprend  dès 
lors  que  l'équalion  /*(u,  v)  =  o  puisse,  dans  le  nouveau  sys- 
tème de  coordonnées  que  nous  adoptons,  représenter  une 
courbe  considérée  comme  la  succession  de  ses  contacts  avec 
toutes  ses  tangentes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
la  succession  des  points  d'intersection  des  tangentes  infini- 
ment voisines. 

Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  f(x,  y)  =  o  en 
coordonnées  cartésiennes,  une  tangente  est  formée  par  la 
droite  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins  sur  la  courbe. 
Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  /"(w,  v)  =  o,  un  point 
est  formé  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines  qui  se  coupent  alors  sur  la  courbe.  Dans  les  deux 
cas,  ce  langage  revient  à  dire  qu'un  arc  infiniment  petit  de 
la  courbe  se  confond  avec  un  élément  infiniment  petit  de 
la  tangente  autour  du  point  de  contact. 

Cette  considération  des  courbes  comme  enveloppées  par 
des  droites  se  déplaçant  d'une  manière  continue  dans  le 
plan  suivant  une  certaine  loi,  a  fait  donner  aux  coordon- 
nées li  et  &  de  la  droite  le  nom  de  coordonnées  tangentielles  (*). 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  dans  l'analyse 
géométrique  remonte  à  Plucker;  elles  ont  fourni  un  précieux 
moyen  d'investigation  et  mis  algébriquement  en  évidence  le 
principe  de  dualité,  en  vertu  duquel  les  propriétés  résultant 
de  la  jonction  des  points  se  transportent  à  l'intersection  des 
droites  par  une  simple  réciprocité  dans  les  énoncés. 

Le  travail  que  nous  commençons  actuellement  a  préci- 
sément pour  but  de  faire  connaître  et  apprécier  les 
nombreuses  application^  du  nouvel  instrument  dont  Plilcker 
a  enrichi  l'analyse. 


(*)  Clebsch  les  appelle  aussi  coordonnées-lignes ^  par  op[)Dsition  aux  quanti- 
tés X  et  y,  qu'il  appolb  coordonnées-points. 
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Équation  du  point  d'internectionde  deuxdrodBs.  — L'équation 
MX  -\'  vy  =:^  i  étant)  comme  nous  Tavons  dit,  la  relation 
existant  entre  les  coordonnées  u  et  v  de  toutes  les  droites 
qui  passent  par  un  même  point  (x,  y),  nous  rappellerons 
Yéquation  du  point,  de  même  qu'en  coordonnées  cartésiennes 
elle  est  Téquation  de  la  droite,  parce  qu'elle  établit  une 
relation  entre  les  coordonnées  cartésiennes  x  ei  y  à.e  tous 
les  points  situés  sur  une  même  droite.  Soient  (Uq  t>o)  ^^  (^i  ^i) 
deux  droites  données.  Pour  que  ces  droites  passent  par  le 
point  {x,  y),  il  faut  qu'on  ait 

UqX  +  %y  —  I  =  o 

et  u^x  +  l'ij/  —  I  =  o. 

Une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  aura  pour 
équation  uœ  -\-  vy  —  i  =  o. 

Si  l'on  tire  des  deux  premières  conditions  les  valeurs  de 
X  et  de  t/,  et  qu'on  les  reporte  dans  la  troisième  équation, 
on  aura  entre  u  ei  v  une  relation  exprimant  que  la  droite 
ux  -{-  vy  —  î  =  o  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux 
droites  (Uq  Vo)  et  (t*,  Vi),  c'est-à-dire  l'équation  de  ce  point. 
Or,  le  calcul  dont  il  s'agit  est  l'élimination  de  a?,  y,  t  entre 
les  trois  équations  linéaires  et  homogènes 

UqX  -I-  t?o!/  —  /  =  o 

u^x  +  Viy  —  t  =  o 

t/x  -f-  vy  —  t  =  o 
et  son  résultat  est  le  déterminant 


=  o 


dont  l'analogie  est  complète  aVec  l'équation  de  la  droite 
qui  joint  les  doux  points  (Xoj/o)  et  (xiî/i). 

X     y      i 

.Coordonnées   tanyenlielles   homogènes,    —  De   môme   qu'eu 
coordonnées  cartésiennes  il   y  a  le  plus  souvent  intérêt  à 

employer  des  coordonnées  homogènes,  en  remplaçant  dans 

X         y 
les  calculs  x  ei  y  par-^  et  -^,  en  coordonnées  tangentielles 


«0 

t^o 

I    . 

t*l 

Vl 

I 

n. 

V. 

! 
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nous  ferons  aussi  trfes  souyent  usage  de  coordonnées  homo- 


gènes,  en  remplaçant  ueiv  paf  — —  et 


Les    résultats, 


en  fonction  de  ti  et  t;  seulement,  se  déduiront  des  résultats 
en  M,  r,  w,  par  Thypothèse  w  =  i. 
L'équation  du  point  devient,  dans  ce  cas,  ux-^-  vy  =  Wj 


w 


w 


et  alors  ce  sont  les  quantités  —  et  —  qui  représentent  en 

grandeur  et  en  signe  les  segments  déterminés  par  chaque 

droite,  h  partir  de  l'origine,  sur  les  axes  des  coordonnées. 

Quand  on  considère  une  droite  donnée  sous  la  forme  géné- 

C  w 

raie  ordinaire  Ax  A-  By  4-  G  ==  o,  on  a  donc 7-  =  — » 

A  w 


G 
B 


V 


Définilion  d'un  faisceau  de  droites.  —  Coordonnées  d^un  rayon 
quelconque  d'un  faisceau.  —  On  appelle  faisceau  de  droites 
l'easemble  des  droites  qui  tournent  autour  d'un  point  fixe; 
l'une  quelconque  de  ces  droites  porte  le  nom  de  rayon  du 
faisceau,  et  le  point  fixe  en  est  le  centre. 

L*équation  du  point  d'^intersection  de  deux  droites  (u^Vq)  et 

u      V      i 

Ui      Vi       I 

il  est  évident  que  cette  équation  devient  identique  quand 


(UiVi)  étant 


=  o, 


on  y  fait  u  = 
identiquement  : 


Uq  +  lu^ 


et  t;  = 


t\  +  \Vi 


I 
I 


I  +  X 
Uq  '-{-  ^Wi    Vo  +  Xi;i     I  +  ^ 


.  On  a,  en  eftel, 


«1 


I 
I 


Uq  +  tJQ         t?o  +   ^t^i 

i+X  I  +X 


(I  +X)=o. 


On  peut,  d'ailleurs,  observer  aussi  que  l'équation  générale 
des  droites   passant  par   le  point  d'intersection   des  deux 
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droites  u^^x  +  Vo2/  —   i  ^  o  et  u^x  -\-  v^y  —  i  =  o  est 
^oX  +  Vol/  —  I  +  X{u^x  +  Vi^  —  i)  =  o,  c'est-à-dire 

,  +  x   ^+   i+x   y-^=^- 

Les  coordonnées  de  Tune"  quelconque  de  ces  droites  sont 
donc        u  =  — iî— î î-  v  — 


I   +  X  ï  +  X 

Cette  remarque  est  utile  en  ce  qu'elle  va  nous  permettre 

d'interpréter  le  paramètre  X  au  point  de  vue  géométrique. 

Interprétation  géométriqtie  de  X.  —  Soient  OA^  et  OA^  les 
deux  droites  («o  Vi)  et  (u^  v^),  et  soit  OA  Tune  quelconque 
des  droites  du  faisceau  dont  le  centre  est  en  0,  correspon- 
dant à  une  valeur  particulière  de  X. 

M{x,  y)  étant  un  point  quelconque   de  OA,  menons  les 

perpendiculaires  MPo  et  MP^  sur  les  deux  rayons  fixes  OA, 

et  OA^  ;  on  a  : 

_   UqX  +  v^y  —  I  u,x  +  t^iy  —  I 

^^^'  ~  /  et  MP^  =  /  a    .      . 

\/ul  +  vl  s/u^+^v^     . 

Donc  -^  =    ---"  +  ^-^  ^  -     X      ^"'^  +  '^^      . 
MP,  .„x  +  t.,i/-r  yrr:^^ 

Mais  l'équation  de  OA  étant 

UçfC  +  VoJ/  —  I    +  M^i  i»  +  V|  î/  —  0  =  o^ 


MP 
il  en  résulte     ^,J       =  —  X 

MPi 


\/^i  + 


V, 


d'oil  X  =  — 


MP, 


v/««  + 

MP,        V^«o  +  »o 


v^ 


MPi 


/    2      1         ** 

y  w.|  +  vî 


Le  rapport    _     °     est  le  môme  pour  tous  les  points  du 

MPi 

rayon  OA  ;  et  l'on  voit  que  le  paramètre  X  ne  diffère  de  ce 
rapport  que  par  le  facteur  constant 
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Rapport  anharmonique  de  quatre  rayons  d*xm  faisceau.  — 
Si  Ton  considère  un  autre  rayon  du  faisceau,  V  étant  la 
valeur  du  paramètre  qui  lui  correspond,  on  aura,  comme 
précédemment  : 


D'où 


MF, 
X  MP.  MT', 


X  MPi      •      MT\ 

Ce  rapport,  qui  ne  dépend  que  de  la  position  relative  des 
quatre  rayons  considérés,  porte  le  nom  de  rapport  anharmo- 
nique de  ces  quatre  rayons. 

C'est  un  élément  tfès  important,  dont  M.  Chasles  a  fait  un 
merveilleux  usage  en  géométrie  pure,  et  que  nous  aurons 
souvent  roccasion  de  considérer  dans  la  suite  de  ce  travail. 

On  peut  en  donner  une  expression  simple,  en  fonction  des 
angles  que  font  enlre  eux  les  rayons  considérés.  On  a,  en 
effet, 

MF,  =  OM  sin  (OAo,  OA),  MP,  =  OM  sin  (OA,  OA,) 

M'P'o  =  OM'  sin  (OAo,  OA'),  MF,  =  OM'  sin  (OA',  OAJ 

Donc 

MF,     _    sin    (OAq,    OA)         M'P'q    ^    sin  (OAp,  OA) 

MF,     ~"     sin   (OA,    OA,)    ®    MF,    ""    sm   (OA ,  OAj 
et  par  conséquent  : 

j^  _    sin   (OAq,  OA)      ,      sin  (OAp,  OA) 
A     ""    sin    (OA,  OA,)      '      sin  (OA ,  OA,)  " 
Dans  récriture  des  angles,  nous  plaçons  toujours  le  pre- 
mier le  rayon  que  nous   considérons  comme  le   rayon   du 
départ,  et  nous  supposons  toujours,  comme  pour  les  seg- 
ments, que  l'on  fait  la  convention  (OAp,  OA)  =  —  (OA,  OA^) . 

Le  rapport  anharmonique  est  projectif.  —  L'observation 
précédente  établit  immédiatement  que  le  rapport  anharmo- 
nique est  projectif;  car  une  transversale  quelconque  ren- 
contrant les  quatre  rayons  d'un  faisceau  est  divisée  par  eax 
en  quatre  segments  de  mêmes  signes  que  les  angles  corres* 
pondants  du  faisceau,  et  si  l'on  considère  les  quatre  points 
déterminés   sur  la  transversale  par  les  quatre  rayons   du 


faisceau,  on  voit  que  le  quotient  du  rapport  deâ  distances  de 

deux  de  ces  points  à  l'un  des  deux  autres  par  le  rapport  des 

distances  des  deux  mêmes  points  à  l'autre  point  du  second 

couple,  est  égal  au  quotient  des  rapports  des  sinus  des  angles 

formés  par  les  rayons  qui  joignent  ces  points  au  centre  du 

faisceau  (*).  Dès  lors,  pour  que  le  théorème  soit  évident,  il 

suffît  d'avoir  préalablement  défini  le  rapport  anharmonique 

de  quatre  points  en  ligne  droite,  comme  Ta  fait  M.  Ghasles  ; 

mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point  qui  est  du  domaine 

de  la  géométrie  pure. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Matbéxnatiquea   élémentaires. 

284k  —  Résoudre  Je  système  : 

CD*  -|-  !/*    121  

285.  —  Si  a,  p,  Y  sont  trois  angles  différents  satisfaisant 
à  1  équation 

X  séc  0?  +  fx  coséc  jc  -f"  ^  =  o, 
prouver  que  Ton  a 

siu  (^  -f  y)  -|-  sin  (y  +  *)  +  ^^^  (*  +  f^)  =  o- 

286.  —   Établir  une   relation    entre   les   cootticionts  de 
réquation      ace*  +  6cc*  +cr*-f"^~l"/=o 

pour  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 

(occ*  -|-  px  +  y)»  -f-  p  (ctx^  +  P-^  +  y)  +  î  =  ^• 

287.  —  Ou  donne 

X  —  y  =  a;  xy  =i  b. 
Exprimer   x"*   —   y»  en   fonction  de  6  et  de  a  pour   une 
valeur  entière,  positive  et  quelconque  de  n. 

[*)  J'ai  donné  la  démonstralion  générale  do  ce  fait  dans  mes  Leçons  tU  gco- 
nwlrie  analytiquCt  au  ^  2  du  chapitre  qui  traite  de  la  théorie  des  projections. 
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—  Soit  un  triangle  ÀBG,  et-  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit.  On  joint  OA,  OB,  OG  qui  rencontrent  la  circon- 
férence en  M,  M'  et  H^;  on  mène  MD  perpendiculaire  sur 
BC,  M'D'  perpendiculaire  sur  GA,  et  M^'D*  perpendiculaire 
sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD,  B'D',  CD'  concou- 
rent en  un  même  point. 

289.  —  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent;  par  l'un 
des  points  d'intersection,  ou  fait  passer  une  corde  commune 
aux  deux  cercles  ;   trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 

290.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  droite 
infinie,  on  sait  qu'il  y  a  deux  points  G  et  D  qui  divisent  AB 

dans  un  rapport  donné  — .   Dans  quel  rapport  le  point  G, 

milieu  de  CD,  divise-t-il  la  ligne  AB?  Le  point  0  est-il  entre 
A  et  B,  ou  en  dehors  de  ce  segment  ? 

291.  —  On  donne  nne  parabole  ;  soit  M  un  point  de  cette 
courbe:  on  projette  ce  point  sur  la  directrice,  et  du  point  G, 
projection  de  M  sur  la  directrice,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  vecteur  FM.  Trouver  le  lieu  du  pied  I 
de  cette  perpendiculaire.  (De  Longchamps,) 

293-  —  On  donne  une  parabole;  par  le  pied  0  de  la  direc- 
trice, on  mène  une  sécante  à  la  parabole;  soient  A  et  B  les 
points  d'intersection  et  G  le  milieu  de  AB.  On  projette  le 
point  0  sur  la  directrice  et  de  cette  projection  on  abaisse  une 
perpendiculaire  DI  sur  la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du 
point  I.  (De  Longchamps.) 

Mathématiques  spéciales. 

293.  —  T^uver  Téquation  du  système  de  perpendiculaires 
abaissées  du  point  {x\  y')  sur  les  droites, 

ax*  4"  ^hxy  -\-  by*  =  o 
les  axes  étant  rectangulaires.  (Université  de  Dublin,) 

294.  *—  Les  lignes 

x  =  o,  t/  =  o,  iK  +  mt/  +  n  =  G,  mx  -^y  +  n  =  o 
forment  un  quadrilatère   iuscriptiblc;  trouver  le  rayon  du 
cercle  circonscrit.  (Ibid.) 
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295.  —  Le  pôle  étsent  placé  au  centre  de  similitude  du 
cercle  p*  —  2pa  cos  (Ô  —  a)  -f-  a*  ==  r* 

et  du  cercle  de  rayon  wr,  trouver  Téquation  de  Taxe  radical, 
et  celle  du  cercle  coupant  orthogonalement  les  deux  cercles 
donnés,  et  dont  le  centre  a  pour  angle  polaire  p. 

(Université  de  Dublin,) 

298.  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  p,  g,  r  de  l'équation  du  troisième  degré 

œ*  —  px*  -]-  qx  —  r  =  o 
pour   que  les   racines   soient    les    sinus   des   angles    d'un 
triangle.  (Ibid,) 

297.  —  Si  a,  p,  y,  S  sont  les  racines  de  Tcquation  du 
quatrième  degré  f  (x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme  f  (a) 
+  r  if^)  +  r  (y)  +  f  (^)  sous  la  forme  d'un  produit  de 
trois  facteurs. 

298.  —  Si  l'on  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième 
degré  telles  que  les  carres  de  leurs  racines  soient  en 
môme  temps  racines  de  la  même  équation,  on  obtient  seize 
équations  satisfaisant  à  cette  condition,  l^  Former  ces 
équatioas.  2**  Il  y  en  a  dix  dont  les  coefficients  sont  réels; 
démontrer  qu'aucune  n'est  irréductible,  c'est-à-dire  qu'on 
peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degrés  moin- 
dres; trouver  leurs  racines.  3^  Des  siiv  équations  dont  les 
coefficients  sont  imagÎDaires  cl  qui  satisfont  à  la  question, 
il  y  en  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres; 
démontrer  a  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


lUPRIIIh'KIK  CKNTnAl.K   1»ES  CIIIIUINS     DE   FLIl.    —   A.     CHAIX   ET 
RLb;    ilERGÈRb',  20,   A   PARI:».   ->   6lS4-l. 
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NOUVELLE   METHODE 

POUR  LB  CALCUL 

DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  li.  CieolTroy^ 

Répétiteur  à  i'Ëeole  Centrale,  Professeur  au  Collège  Chaptal. 


Les  procédés  exposés  en  géométrie  élémentaire  pour  cal-- 
cnler  le  nombre  tc  reyiennent,  en  principe,  à  considérer  la 
circonférence  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmètre 
d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  circonscrit  dont  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment. 

On  ne  parait  pas  s'être  préoccupé  jusqu'ici,  de  considérer 
la  limite  d'une  ligne  polygonale  irréguliëre,  bien  qu'on 
démontre  généralement,  que  la  limite  ne  dépend  pas  de  la 
loid'inscription. 

Nous  nous  proposons  d'ex- 
poser,  dans  cette  note,  une 
métbode  où  la  loi  d'inscrip- 
tion est  dilîérente  de  celle 
employée  dans  les  méthodes 
dites  des  périmètres  et  des 
isopérimètres. 

Lemme.  —  Considérons 
une  circonférence  de  rayon 
R=  I,  menons  la  tangente 
en  E,  prenons  sur  la  circon- 
férence, un  arc  quelconque 
AB,  et  traçons  les  rayons  OA, 
OB  qui  déterminent  sur  la 
tangente  considérée,  un  seg- 
ment CD.  Comparons  la  corde 
AB,  à  ce  segment. 

Pour  cela,  abaissons  01  perpendiculaire  sur  AB.  Les 
triangles  OAB,  OCD  qui    ont  un  angle  commun,    satis- 

JOUftNAL  DE  MATH.  1881.  4 
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fout    à    la    relation: 

Tr  .  OAB  __  OA  .  QB 
Tr  .  OCD  "^   OC  .  OD 
Mais,  si  on  évalue  les  aires  de  ces  deux  triangles,  on  aura  : 

AB  .  01 


Tr  .  OAB  = 


Tr  .  OCD  = 


2 

CD  .  OE 


2 

on  a,  par  conséquent  : 

OA  .  OB         AB  .  01 


OC  .  OD         CD  .  OE 
d*ou,  en  remarquant  que  le  rayon  est  égala  i, 

AB  I 

"gît ""  oc  .  OD  .  01 

Si  nous   remplaçons    01  par  i ,  et  OD  par  OC,  nous  dimi- 
nuons le  second  membre  de  la  précédente  égalité,  et  par 

AB  I 

suite  :  __  >  ^_  (1) 

d'autre  part,  nous  avons 

AB  1 

CD     ^    OD»  ^^ 

ce  qui  revient  à  démontrer  que  -pr^ — rrjr — ^r=r-  est  plus 
petit  que  -^ 

ou  qu'on  a  qg  '.  01     <  '^ 

ou  enfin 


OC  OD 

Cette  derniëre  inégalité    se   vérifie   immédiatement,   en 
menant  AM  parallèle  à  CD.  On  a  en  effet 

OA    _    OM 

OC    *"■  "ÔD' 

or  OA  =  I ,        et  OM  <  OV  <  01 

Donc  ^-.     < 


OC      ^    OD 
L'égalité  {i)  est  p^r  conséquent  démontrée.  Nous  avons, 
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en  résumé,  la  suite  d'inégalités  : 

I  AB 


< 


< 


(3) 


OC»      ^     AG      ^    0D« 
Si  l'on  suppose  que  AB  tende  vers  zéro,  il  en  sera  de  même 

de  CD  et  on  aura      lim     ,,,      = 

CD  0D« 

car  OC  et  CD  se  confondent  à  la  limite. 


Cakul  d^une  valew  approchée  de 


Tt 


Prenons  sur  la  tangente  EP  =  i  ;  joignons  OP,  l'arc  EH 

est  égal  à  —,  puisque  le  rayon  du  cercle  est  i . 

_^  4 

Pour  obtenir  une  va- 
leur approchée  de  cet 
arc,  partageons  EP  en 
n  divisions  égales,  et 
unissons  les  points  de 
division  au  point  0.  Ces 
droites  déterminent , 
sur  la  circonférence,  les 
sommets  d'une  ligne 
brisée  irrégulière 
EFABH.  Le  périmètre 
de  cette  ligne  se  rappro- 
chera d'autant  plus  de 

l'arc  -^  que  n  sera  plus 

grand. 

Soit  AB  un  élément  de  ce  polygone,  l'élément  correspon- 

EP           I 
dant  CD  de  la  tangente  a  pour  valeur =  > :      nous 

avons  d'après  le  lemme  précédent 

AB  I 

< 


n 


n 


CD    ^   0D« 
or  0D>  =  I  +  ED« 

Soit  p  le  nombre  de  divisions  égales  comptées  de  E  en  D, 

on  aura  ED  =  p. ,  CD  = ;  donc  en  remplaçant,  il 


—  o4  — 

f 
viendra  AB 


I 

I 

n 

— 

n 

ou  AB    ^      ,   ,      , 

par  suilc  le  périmëlrc  P  de  la  ligue  iuscrile  csl  plus  pclil 

que  la  somme  des  fractions  de  la  forme ; — — ,  lorsque  p 

n*  -\-  p 

varie  de  o  a  n  —  i 

donc  P  <  n  ( — 1 — 1 — | — —  H ,   !       ' 

P  se  confond  à  la  limite  avec  Tare  £H,  lorsque  n  croit  au 
delà  de  .toute  limite,  on  peut  donc  écrire 

7C  /        I  I  I 

—  =  limn  (- ; ' 

+  n«  +  3«   +•••+  n»  +  (n-  1)0  ^^^ 
D'autre  part,  nous  avons  établi  Tinégalité 

AB  I 

> 


CD     ^     OC' 

on  a  0C«    =  I  +    EC»  =  I  +   ^^"j"/^' 

donc,  il  viendra 

AB  >  CD  


n' 


.  I  p)  +  ')• 


AB  > 


n 


n«  +  (p  +  i)« 

en  faisant  la  somme  des  inégalités  analogues  à  la  précé- 
dente de  p  =  o,  à  7)  =  n  —  i.  On  aura 

On  voit  qu'en  rapprochant  les  inégalités  (4)  cl  (6),  on  peut 
calculer  deux  valeurs  approchées  Tune  par  excès  l'autre  par 
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défaut  du  périmètre  P.  Ces  deux  valeurs  ne  diffèrent  que  de 

n  \-^ î-1  =  -L- 

L   w*  2/1*  J  2n 

elles  tendent  toutes  deux  vers  — : 

4 
On  pourra  donc,  en  prenant  n  suffisamment  grand,  avoir 

deux  valeurs  approchées  de  — »,  différant  aussi  peu  qu'on  le 

voudra. 
Nous  indiquons  ici  le  résultat  du  calcul  effeclué.pour  »=:  lo. 
La  formule  (4)  donne  : 

P  <  ,o('-î-  + -i-  +  -î- + -Î-+ -U+ -î- 

\  lOO  lOI       '       104  109  Mb  125 

~    i36    ^    149  ^    164   ^    181  J 
en  eifecluant  on  trouve: 

P  <  0,8097  . . .  environ, 

la  formule  (6)  donne  : 

P>  io(-i-+— Î-  +  ...+-i-.) 
\  loi  104  '     200  / 

p  >  0,7597  ...  environ. 

Ces    deux    résultats    comprennent  enlre    eux  la   valeur 

—  =  0,785   .  • . 
4 

Développement  de  la  valeur  de  —  en  série. 

Reprenons  la  formule  (â). 
Nous  avons  trouvé  : 

Considérons  dans  la  parenthèse  la  fraction  de  rang  quel- 
conque——r — r-, 
^   +  P 

Si  on  effectue  la  division,  on  aura  : 

I      _j p'    .    P*       p°   I    ;>' 

n«  +  p«   ~"  n*         n*   "^  n«         n»  "^  w'» 
Si  on  développe  de  celte  manière  chacune  des  fractions 
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de  la  parenthèse,  on  aura  : 
I    I 

I  I  I 


n*  + 


I  n*  n*     '     n'  n*     ' 


2*  2*  2* 


n«  + 


2*  n«         n*    '     n«  n«     •" 


I     ___j 3^    i2! ^  4- 


n«  -j-  3*  n*  n*  n*  n* 


___J___^J (n-i)'        (n-ir        (n-^i)> 

n«+(n— 1)«       n*  n*       ""         n«  n«      "^ '*' 

en  ajoutant  par  colonnes  verticales,  et  en  multipliant  par 
n,  on  aura,  en  désignant  par  S,,  Sj,  S^,  etc.,  la  somme  des 
puissances  deuxième,  troisième,  etc.,  des  {n  —  i)  premiers 
nombres  entiers. 

—  =  iira(i--^  +  ^  +  ^  +  — -  ..."in) 

S.       S 
Pour  calculer  ce  que  deviennent  -~-,  -^-^,  etc.,  à  la  limite 

nous  établirons  le  théorème  suivant  : 


mes 


Théorème.  —  Sachant  que  la  somme  Sp  des  puissances  p 
des  n  —  I  premiers  nombres  entiers  est  une  fonction  entière 
du  degré  (p  +  i),  de  n  considéré  comme  variable j  démontrer 
que,  lorsque  n  augmente  au  delà  de  toute  limite^  on  a 

,.  bp  I 

Itm TT  = ; —  • 

nP+i  p  +  I 

En  effet,  développons  le  binôme  (a  +  i)p  +  <  et  rempla- 
çons successivement  a  par  i,  2,  3,  etc.,  ...  (n —  i),  noua 
aurons 

^'^  '  '        1.2  1.2.3 

1.2  12.^ 
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nP  +  i  =  {n  —  ')''  +  ^  +  (P  +  ')(«  —  0  '' 

@n  ajoutant  et  simplifîanl  oq  aura 

nP  +  <  =  I  +(p  +  i)Sp 

+  — m — ^p-*+ — r~r~3 — ^p -«  +  ••• 

Divisons  les  deux  membres  par  nv  +  ^  ;  les  polynômes 
Sp  _  4,  Sp  _  2,  Sp  _  3,  elc,  sonl  des  fonctions  de  n,  du 
degré  p^  p  —  i,  etc.,  par  suite  les  quotients 

Sp  —  i  Sp  —  2  Sp  —  3 

nP  +  1  '      nP  +  1  '      nP  4- 1  :    ®^^  ' 
s'annuleront  pour  n  =  oo  ,  puisque  le  degré  du  numérateur 
par  rapport  à  n,  est  inférieur  au  degré  du  dénominateur. 
On  aara  donc  à  la  limite 

d'oli    lim  -h—  =         ' 


nP  +  ^  P  +  I 

Si  nous  reprenons  maintenant  la  formule  (7)  et  si  nous 
remarquons  qu'on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 

lim  -^  =  4-, 
n»  3 

il  Tiendra  —  =  i  —  -r — 1 — 1 ,  etc. 

4  3     '     5  7  9 

Nous  obtenons  ainsi  le  développement  indiqué  dans  tous 

les  traités  de  calcul  intégral. 

(A  suivre,) 
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NOTE  D'ARITHMETIQUE 

Par  M.  EuiT*  Marin,  élève  au  Lycée  d'Agen. 


On  est  quelquefois  amené  à  chercher  le  plus  petit  commun 
multiple  d'une  suite  assez  considérable  de  nombres.  L'ope- 
ration  qui  consisterait  à  les  décomposer  en  facteurs  premiers 
est  toujours  très  longue;  la  méthode  suivante,  que  nous 
croyons  peu  connue,  nous  semble  plus  avantageuse  au  point 
de  vue  de  l'écriture,  cl  elle  est  aussi  prompte  que  la  méthode 
ordinaire. 

Règle.  —  On  écrit  les  nombres  donnés  sur  une  même  ligne 
horizontale  en  barrant  ceux  qui  sont  diviseurs  des  autres  (t). 
On  prend  un  diviseur  71  de  l'un  des  nombres  non  barrés,  et 
on  cherche  parmi  les  nombres  restants,  ceux  qui  sont  divi- 
sibles par  n;  au-dessous  de  chacun  d  eux,  on  écrit  le  quotient 
correspondant. 

Parmi  les  nombres  non  multiples  de  n,  on  prend  ceux  qui 
ont  un  facteur  commun  avec  n,  et  on  les  divise  par  ce  facteur, 
en  écrivant  le- quotient  correspondant  sous  le  nombre  qui  l'a 
formé. 

On  écrit  une  seconde  fois,  sur  une  même  ligne  horizontale 
les  divers  quotients,  et  les  nombres,  non  employés,  premiers 
avec  n;  on  obtient  ainsi  une  seconde  ligne  de  nombres  sur 
lesquels  on  opère  comme  précédemment,  jusqu'à  ce  que  Ton 
n'arrive  qu'à  des  nombres  premiers  entre  eux.  Le  produit  des 
nombres  contenus  dans  la  dernière  ligne,  et  des  différents 
diviseurs  n,  n ,  n'  . . .  est  le  plus  petit  commun  multiple 
cherché. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  plus  petit 
commun  multiple  des  nombres 

24,  16,  6,  20,  4,  8,  10,  3o,  12,  25. 

(1)  Par  suite  de  difficultés  d'impression,  ici,  âu  lieu  de  barrer  ces  nombres, 
nous  les  soulignons,  ce  qui  revient  au  même  (AM). 
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En  appliquant  la  règle,  on  dispose  les  calculs  comme  il 
suit:        12  I     24     i6    6     20    4    8     10     3o    j_2     25 

245  5  25 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

4  X  25  X  12  =  1200. 

En  effet»  tout  nombre  divisible  par  24  Test  aussi  par  4,  6, 
8,  13,  sous-multiples  de  24;  on  peut  donc  négliger  ces 
nombres;  pour  la  mémo  raison,  ou  négligera  10,  qui 
divise  20;  la  question  est  donc  ramenée  à  trouver  fe  plus 
petit  commun  multiple  entre  les  nombres 

24,  16,  20,  3o  et  25. 

Prenons  un  diviseur  d'un  de  ces  nombres,  12  par  exem- 
ple, qui  est  un  diviseur  de  24.  Le  plus  petit  commun 
multiple  devant  contenir  le  facteur  24,  contiendra  12  avec 
le  facteur  2,  quotient  de  la  division  de  24  par  12;  de  plus 
12  fournit  le  facteur  4,  qui  divise  2a  et  16;  le  facteur  6, 
qui  divise  3o.  Il  ne  reste  plus  à  prendre  pour  compléter  ces 
nombres  que  les  quotients  de  16  par  4,  de  20  par  4,  de 
3opar  6,  25  étant  premier  avec  12,  on  l'écrit  de  nouveau 
tel  quel. 

On  obtient  ainsi  la  seconde  ligne  de  nombres 

2    4    5     5    25 

Nous  supprimons  2  comme  diviseur  de  4,  et  5  comme 
diviseur  de  25.  Il  reste  4  et  25,  qui  sont  des  nombres 
premiers  entre  eux  ;  le  produit  de  ces  deux  nombres,  mul- 
tiplié par    12,  est  le  plus  petit  commun  multiple  cherché. 

Application.  —  1.  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple 
des  nombres 

14     16    40    5o    55     25    8    9    64 

On  dispose  Topération  comme  il  suit  : 

10 1  14    16    40    5o    55    25    8^    9    64 

7  £     A    ^'       5  9    32 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

7X5XIIX9X32X  10=  1 108800 

2.  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

27    24    6     i5     5     9     126 


La  règle  donne 

9  I  27     24    6     i5     5     Q     126 

2  I  3       8    ""      5  ""14 

34  5  7 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

3x4X5x7X2X9  =  7560. 

Cetle  méthode  est  surtout  avantageuse  et  préférable  à  la 
méthode  ordinaire  lorsque  les  nombres  ne  sont  pas  très- 
considerables.  Elle  peut  servir  souvent  pour  la  réduction 
des  fractions  au  môme  dénominateur. 


SUR   LA  SOMME  DES  NOMBRES  PREMIERS 

A  UN  NOMBRE  DONNÉ  H  ET  COMPRIS  ENTRE  ZÉRO  ET  p. 

Par  A.  lliiiine 

(Société  mathématique  de  Moscou,  séance  du  21  octobre  1880). 


Nous  désignerons  la  somme  des  nombre»  premiers  à  n  et 

compris  ealre  o  et  p  par  le  symbole  (  "S^    (p)\ 

Prenons  dans  tout  ce  qui  va  suivre  n  >  i,  supposons 
d'abord  p  >  n  et  divisons  p  par  n.  Si  nous  admettons  que 
le  quotient  de  cette  division  est  m  et  le  reste  k,  alors  p 
sera  égal  à  mn  4-  A  et 

(2«):=(2<4-"*' 

Avant  de  commencer  la  recherche  de  cetle  somme,  faisons 
les  remarques  suivantes  : 

4**  Si  le  nombre  p  est  premier  à  n,  le  nombre  mn  +  p  est 
aussi  premier  à  n. 

/  \fnn 

20  (^cp(n)j^  =m.cp(n)(*) 

3®  wcp  (n)  représente  un  nombre  pair  excepté  lorsque  n  =  2 
et  que  en  même  temps  m  est  impair. 

(*)  Voir  mon  article  a  Du  nombre  qui  eocprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  n  et  compris  entre  aéro  et  p  ».  (Joume^l  de 
fnathématiques,  juin  1880 >) 


ÏUSUUl-UBB 
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-t**  n .  9  (n)  =  cp  (n^) 

En  considérant  la  suite  des  nombres  : 
I,  2,  3,  4.   .   .  n  .  .  .  mn,  mn  -}-  i,  mn  -\-  2,  .  .  .  ,  mn  +  A;, 
Nous  voyons  que  le  problème  de  la  détermination  do  la 

/  I  \mn  -\-  k 

somme  (  V^  (p))  peut  être  partagé  en  deux  : 

i®  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  enlrc  o  et  mn, 

2°  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  conapris  entre  mn  et  mn  -|-  k. 

'En  commençant  la  résolution  du  premier  problème,  excep- 
tons de  ce  problème  pour  un  instant  le  cas  dans  lequel  71  =  2 
en  même  temps  que  m  est  un  nombre  impair.  Écrivons  tous 
les  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  mn. 

(û)  I,  p,  p\  p" 

(6)        mn  —  I ,      mn  —  p,      mn  —  p',      inn  —  p' 

D'après   la  troisième   remarque,  nous  concluons   que    le 

nombre    des  termes  de   la  suite  (a)  est  égal  à  celui    des 

termes  de  la  suite  (b);  c'est  pourquoi,  en  faisant  l'addition 

de  ces  deux  suites  des  nombres,  nous  trouvons  que 

N    (p)  \    =  mn  -f-  w/i  +  mn  + , 

où  mn  est  répété  \^      /o   fois,  et  pour  cela,  en  vertu  de  la 

2 
seconde  remarque,  nous  aurons 

II  est  facile  de  démontrer  que  cette  formule  renferme  aussi 
le  cas  que  nous  avons  exclu.  En  effet,  la  somme  des  nombres 
de  la  suite 

I,  p,  p,  p^  .  .  m  .  .  ,  2m —  p',  2m  — p,  2m  —  p,  2m  —  I 
qui  contient  tous  les  nombres  premiers  à  2  et  compris  entre 
o  et  2m  (m  est  un  nombre  impair)  est  déterminée,  comme  on 
peut  le  conclure  facilement,  par  la  formule 


/Xn/A^"*  (^^9(2)—   l)       .  ,       {p(2*) 
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qui  est  identique  au  cas  particulier  de  la  formule  (i)  pour 

M  =  2. 

En  passant  à  la  résolution  du  second  problème,  c'est-à- 
dire  à  la  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  71  et  compris  entre  mn  et  mn  -|-  ^%  remarquons  que  dans 

la  suite  7nn-{-  i,  mn  -f-  2,  lun  +  3, mn  +  t»  les   seuls 

nombres  premiers  à  n  sont  ceux  qui  se  composent  de  mn 
et  d'un  nombre  premier  à  n.  Il  y  a  autant  de  ces  nombres 
qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  n  dans  la  suite  des  nombres 
entre  o  et  k;  par  celte  raison  leur  somme  est  égale  à 

-(9(n));+(2:./P)); 

On  a  donc  la^formulc  générale 

/«-^  \mn-f*      «wi  /  \K        /  — —  \* 

(ZiP)  )„   =     —  ^  ("*)  +  "«"  (  ^  ('^Oo+  [I^JP^  )o^-> 

Cette  formule  nous  montre  que  la  question  de  la  déter- 
mination de  la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris 
entre  o  et  mn  -{-  k  est  ramenée  à  la  détermination  de  la 
somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  k. 
Si  k  n'est  pas  grand,  la  dernière  somme  peut  être  détermi- 
née sans  peine  à  l'aide  de  l'addition  ordinaire .  Si  k  diffère 
peu  de  n,  alors  pour  cette  somme,  on  peut  de  la  somme  des 

nombres  premiers  et  non  supérieurs  an,  égale  à ^,  sous- 

traire  la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre 
k  et  n.  Le  calcul  peut  être  difficile  seulement  lorsque  k, 
étant  un  grand  nombre,  diffère  trop  de  n.  Appliquons  la 
formule  (2)  à  quelques  cas  particuliers. 

1®  Si  n  est  un  nombre  premier,  alors  tous  4es  nombres 
entre  o  et  k  sont  les  nombres  premiers  à  n;  leur  nombre  est 
égale  à  A*,  et  la  formule  (2)  se  reduil  à 

y  (p))""" ^ *=  -î^  î  (««)  +  mnfc  +  k    ^^  +  '^  (3) 

2®  Si  fe  est  plus  petit  que  le  moindre  des  nombres  qui 
composent  n,  on  a  aussi 

2        \m«+  k        ^1                                              (fc  +  ,) 
(P)  )  =  "T"  ?  ^^*  )  +  ^^*^*  +  '^ . ^  • 

fl        /o  2  2 


( 


( 


—  01  — 


^-  Si  ,  ^_  ^^ 


o,  ou  a 

(2.(4"  =  f ,  (,.., 


(S) 


' ,  on  0 


(2  w)"= ,  w 


*  -1 


(') 


^."Pposons  main.    ^'^"'''^"'      '  ~^  ^^^ 

i^  V^  ^^^•;''«'-.  celle  formule  se  réduit  à 

"     A ; n(A--,)-!.^A--,)-i. 

,    ^-^^^tmoi   H  =C+«~*)-^      '     (8) 

**»  même  formule''%'î'!f  ''  P'"'  P""^  ™">"P»«  d"  "ombrc  n, 

(  "^e  (/;  donne 

appliquons  -  ^  —-(*-.)«  +  (*  +  .)4  (9) 

^«ewp/e  "^^^  formules  à  quelques  exemples . 

j;ormme  ^2)^cio^^^«*«"t  n  =  ,o.  p  =  54  =  5..o  +  4.  La 

.    /\/"       .  ^    ~~  V2n  =— 90o.)  +  5..o(,(:o)Y 

=    25.20+    100  +  4  =  604 

Soient«=,5,p  =  47  =  3.,5  +  a.Lafor> 


,         "      ^»  -Wa  =T^(3«.5')  +  3..5. 


r  ^y  -  3)  (25  -  5) + 90  +  3 


633. 


—  &2  — 

Exemple  S,  —  Soient  n  +  12,  p  =  24  =  2. 12.  La  formule 
(5)  donne 

=  2.6.8  =  96. 
Exemple  4.  —  Soient  n  =  2  r,  p  =  12.  La  formule  (7)  donne 

(2<f)):=»'-^-('<'-o>(s<p)): 

^iîZlIlimiZT)- 2^.5  +  20  =  ^1 

2 

Exemple ^.  —  Soient  7i  =  i5,p  =  i3  =  i5  —  2.La  formule 
(9)  donne     ( 2  (p))    =  ?  -^-y-^  —  i5  +  i  =  46. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  Ciino-Iioria 


Cette  étude  a  pour  but  la  recherche  de  relations  entre  les 
éléments  de  figures  liées  à  un  triangle,  ou  bien  entre  les 
éléments  d'un  quadrilatère  ou  d'un  polygone.  De  plus,  nous 
nous  proposons  la  résolution  par  la  trigonométrie  de  quelques 
questions  de  maximum  ou  de  minimum.  On  voit  donc  que 
cette  note  peut  servir  de  complément  à  un  article  publié 
dans  le  Journal  de  m^thématiq^iies  sous  le  titre  de  Formules 
de  trigonométrie  (Voir  4^  année,  p.  Wiy  246 y  297,  493). 

Ces  questions  ne  nous  appartiennent  pas;  pour  la  plupart 
nous  en  avons  trouvé  les  énoncés  dans  le  traité  de  trigono- 
métrie rectilignc  de  M.  Todhiuiter,  ou  dans  les  excellents 
recueils  d'exemples  de  MM.  Reidt  et  Wrigley.  Les  lettres  T, 
R,  W,  mises  à  côté  de  ces  questions,  en  indiquent  la  source; 
celles  qui  ne  portent  pas  d'indications  proviennent  de  nos 
propres  recherches;  pour  les  autres,  nous  avons  donné 
seulement  la  démonstration  de  questions  signalées  dans 
des  ou'vrages  justement  appréciés  en  Allemagne  et  en 
Angleterre. 


—  m  — 

Nous  emploierons  des  notations  usitées  dans  tous  les 
traités  modernes  de  trigonométrie,  et  en  particulier  dans 
Fouvrage  dû  à  M.  DesbaveSy  et  intitulé  :  Questions  de  trigono- 
métrie. 

I 

RELATIONS   ENTRE    LES   ÉLÉMENTS  DE   FIGURES   DÉDUITES 

d'un   TRIANGLE 

1.  —  (/?.)  Trouver  le  rapport  de  Vaire  d*uti  triangle  à  Vaire 
du  cercle  circonscrit  en  fonction  des  angles  et  du  nombre  tt. 

En  appelant  C  l'aire  du  cercle  circonscrit  on  aura  : 

"s"""     S     ""    i6  S--^    ""  i6>  S         S        S 

a^b'^d^  ab    '   ac   '   bc 

Mais  on  a 

2S  =  ab  sin  G  =  ac  sin  B  =  bc  sin  A 
On  en  tire  immédiatement 

G Tc 

S  2  sin  A  sin  B  sin  G 

2.  —  (T)  Même  question  pour  le  cercle  inscrit. 

Appelons  V  Taire  du  cercle  inscrit,  nous  aurons 

(p  — a)(p— 6)(p  — c) 

r p 

^  >/p(p  —  a)(p  —  b){p—  c) 

=  Y  p^p  -  ^)  ~  ]f  p^p  -  ^)    ][  p(p  -^)~ 

'    {p  —  b)(p  —  c)    ^    (p  —  c)  ip  —  a)    r    {p  —  a)  {p  —  b) 
d'où  Ton  tire 

r  7t 


S              ,      A           ,      B           ^      G 
cotg .  cotg .  cotg 

2  2  2 

3.  —  On  trouverait  de  même,  en  appelant  Ta,  Vb,  Te,  les 
aires  des  cercles  ex-inscrits. 

Ta ^ç 

S    ~        ,      A     '     B   ^      G 
cotg  —  tg—  tg  -^ 
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s 

=  • 

7t 

f 

«g 

A 

2 

-colg 

^^ 

0  • 

2 

Vc 

s 

^^^B 

'K 

■ 

tg- 

A 

2 

^^ 

colg  - 

2     • 

On 

eu 

lire  facilement 

r„ 

Vb 

Yc 

A       —  "R     —  P 

tg*  Ig*  — -  tg» 


2  2  2 

4.  —  (R)  Les  médianes  d'un  triangle  forment  chctcune  avec  Us 

'  côtés  du  triangkdeux  autres  triangles;  appelons  7\,  r, r, 

les  rayons  des  cercles  inscrits,    Bi,  R^ R^  les  rayons  des 

cercles  circonscrits  à  ces  irianglei  ;  on  a  les  relations  : 

Ri  Rj  Rj  =  Rj  R*  Rb 

-  +  -  +  -  =  -  +  -+-. 
n         r,         r,  r,         r,         r, 

Soient  9Ra,  tll^,  me  les  médianes;  en  remarquant  que  Taire 

de  chacun  des  triangles  formés  est  la  moitié  de  Taire  du 

triangle  donné,  on  a 

-j  cama  T>  ^'^^a 

^'  =  "is"  '  ^«  =  "Is" 

^'  =  ^s~  '  ^'  =  -^ 

T,  banc  _        coiBc 

n,  =  — -^ —  ;  n,  =■ 


4S     '  •  4S 

Donc        R,  B,  R.  =  R.  R»  R.  =   «•<'*^;^°  ^*  ^ 

On  a  aussi 

2S  2S 

'1  —  „  »  's  — 


c  + 

2S 

0  + 

\-  m* 

2 

2S 

r.  = : ;  r.  = 


ft  +  —  +  «Jo 
2S 

c  +  —  +  «»6 

2S 


r,  =  ;  r,  = 

C  c 

&  H h  ^'^c  a  H 1-  me 

2  .                   2 
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D  où  on  tire 

r.      r,       r,      ^ _ ^ 

S.  —  (R)  On  construit  un  triangle  Afi^(\  avec  les  trois 
segments  tnégauœ  déterminés ,  par  la  circonférence  inscrite^  sur 
les  côtés  d'un  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  donné  est  moyen  proportionnel  entre  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  nouveau  triangle. 

Soient  aj,  6^,  Ci,  les  côtés,  R|  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit, r^  celui  du  cercle  inscrit,  S<  Taire,  2p^  le  périmètre 
du  nouveau  triangle. 

On  aura 

a^  =  p—a;       b,=p  —  b]        c,  =  p—c\       ip,=p\ 
et  par  conséquent 

R,  =    (P  -  Q)(P  -  h){p  —  c)    ^      S» 

4S1  4pSi  ' 


et  2Rj  =  .    ^ 

2p%,  ' 

Ou  a  aussi  r.  —    ^^^ 


''1 


P 
doûc  2R,  .  r,  =   -^  =  r*  c.  q.  f.  p. 

p  1  r 

6.  —  On  construit  un  triangle  Aa  B»  Ca  avec  les  (rois  segments 
inégaux  détei^inès  par  l'une  Oa  des  circonférences  ex-inscriles 
sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  ex- 
inscrit  Oa  du  triangle  donné  est  moyen  proportionnel  entre  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  et  le  rayon  du  cej'cle  inscrit  dans 
le  nouveau  tfiangle. 

Soient  aa,ba,Ca  les  côtés,  Ra  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
ra  celui  du  cercle  inscrit,  Sa  Taire,  2pa  le  périmètre  du  nou- 
veau triangle.  On  aura 

aa  =  p;      6a  =  p— 6;      6a  =  p— c;       2pa  =  p — tt; 
et  par  conséquent 

Ra  =     P^^  —  ^^<P  —    ^^)      =  ^' 


et  2Ra  :!=:  -  ^' 


4Sa  4(P  —  a)Sa 


3(p  —  a)Sa 
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On  a  aussi  ra  = 


-  ee  — 

2S0 


p  —  a 


donc  2Ra  .  Va  =  -7 rr-  =  r*      c.  q.  f.  d. 

fil  «livre,  j 


I^Éiki 


QUESTION  132 

Solution  par  M.  H.  Bourgbt,  au  Collège  d'Aix. 


Démontrer  que  le  produit  de  cinq  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  pus  être  te  carré  d'un  nombre  entier. 

Lemme.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qui  diffèrent  de 
3,  a(a+  3)  n'est  jamais  un  carré,  excepté  pour  a  =  i. 

En  effet,  on  a  successivement 

a(a  -f-  3)  =  a*  +  ^a  -|-  a 
ajoutons  et  retranchons  i,  on  a 

a(a  +  3)  =  (a  +  /)«  +  a  —  i. 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faudrait  ajouter 
à  (û  +  0'  û^  moins  2a  +  3,  on  n'y  ajoute  que  a  —  i,  donc 
a{a  +  3)  n'est  pas  un  carré  et  le  lemme  est  démontré. 

Gela  posé,  le  produit  des  cinq  membres  consécutifs  est 

(n  —  2)(n  —  i)/i(n  +  i)(n  +  2)  (1) 

ou,  en  effectuant        n{n'^  —  i  )(n*  —  4)  (2) 

D'après  le  lemme  établi,  (n*  —  i)(n*  —  4)  n'est  pas  un 
carré.  Il  reste  à  voir  si  le  produit  de  cette  expression  par  n 
est  un  carré,  quel  que  soit  n. 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  ou  n  est  impair,  ou  il  est 
pair. 

■ 

Premier  cas*  —  Soit     n  =  2i  +  i. 

Dans  ce  cas,  le  produit  n(n*  —  i)(n*  —  4)  n'a  pas  de  fac- 
teurs premiers  communs  entre  n  et  (n*  —  i)(n*  —  4),  car 
s'il  en  avait  un>  il  devrait  diviser  i  ou  4,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Donc,  pour  qu'il  fût  un  carré,  il  faudrait  qu'il  eût  tous 
ses  facteurs  carrés.  Or,  (n*  —  i)(n*  —  4)  n'est  pas  un  carré, 


—  m- 

donc,   n(n^  —  i)(n'  — 4)  n'est  pas  un  carré  quand  n  est 
impair. 

Deuccième  c<is,  -^  Ce  Cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 
1®  ou  n  contient  2  à  une  puissance  paire  x  w  ==  2**n'  ;  ou  n 
contient  2  à  une  puissance  impaire,  n  =  2^*  +  ^n',  dans  ces 
deux  cas  n  est  impair. 

10/1=:  2*^'.  Remplaçons  dans  (2)  n  par  sa  valeur, 
il  vient  2a'^n'(2**n'*  —  i)(2*%'«  —  4). 

Cette  expression  n'est  pas  un  carré,  car,  d'aprës  le  cas 
précédent,  un  nombre   qui  n*est  pas  un  carré  (2»*»"  —  i) 
X  (2^n'*  —  4),  multiplié  par  un  cafté  2>*,  n'est  pas  «û  carré, 
donc,  dans  ce  cas      n(ri*  —  i)(n*  —  4) 
n'est  pas  non  plus  un  carré. 

2»  n  =  2**  +  ^n.  Remplaçons  donc  (2)  n  par  sfl  valeîit 
on  a  2«*  +  ^n  (2**  +  'n'«  —  i)(2**  +  *n'«  —  4). 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faut  qu'elle 
contienne  ses  facteurs  premiers  à  des  puissances  paires. 
Réunissons  les  facteurs  premiers.  Nous  avon»  dans  2**  +  Ht* 
—  4  le  facteur  premier  2,  faisons-le  passer  dans  le  premier 
facteur 
il  vient         25**  4-  3^(2**  +  «n*  —  i){2-^hï'*  —  i). 

Nous  voyons  que  le  facteur  premier  2  est  à  une  puissance 

impaire  2k  -{•  3,  donc»  dans  aucun  cas 

n{n^  —  I  )(n»  —  4) 
n'est  un  carré. 
Nota.  —  M.  Qaiquet,  de  Lille,  a  résola  la  même  question. 

QUESTION  190 

MolatioB  par  H.  GiNO  LoaiA,  à  Mantoae  (Italie). 


Trouver  la  hauteur  d'un  segment  sphénquequi  soit  la  m"^® 
partie  de  la  sphère. 

Soient  y  la  haiïteur,  r  le  rayon  de  base  du  segment  cher- 
ché appartenant  à  la  sphère  du  rayon  R. 

L'équation  du  problème  est 


1 
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ou  y*  +  3x*y  =  —  D» 

mais  a?*  =  t/(D  —  y) 

donc  on  a  21/'  —  3Dy*  -| =  o. 

Cette  équation  se  transforme  en 

4  \    4m    / 

Si  Ton  pose  y  =  js  -| . 

ou  si  Ton  remplace  D  par  2R 

3*  —  3R^z  —  2(^  ~  ^\  R»  =:  o.  (A) 

équation  que  Ton  sait  résoudre 


QUESTION  192 

MolntloM  par  M.  Gino  Loria,  à  Mantoue  (Italie). 


Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  du 
triafigle  formé  en  joignant  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 

16  T» 

à  un  triangle  ABC  a  pour  surface     ^        ^     _l  k  j_    \t  ^'^  ^^^'^^ 

a  D  c  (a  "T—  X)  "^  c^ 

la  surface  du  triangle  ABC  et  a,  b,  c  fc^  longueurs  des  côtés. 

Soient  A^,  B^,  Ci,  les  points  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA,  AB.  On  voit  facilement  que  : 

A,  =  ^  (B  +  C),   B,  =  -i-  (C  +  A),    C,  =  -4-  (A  +  B) 
ou  que 

2  2  2  2  *  2  2 

Le  problème  est  dès  lors  ramené  à  trouver  la  surface  du 
triangle  orlhocentrique  du  triangle  A^  B^  Cj.  Or  en  appelant 
Al  et  A'i  les  surfaces  des  triangles  A^  B^  C^  et  de  son  ortho- 
cenlrique  A'i  B\  C\,  on  a  (voir  t.  III  p.  !235) 

— - —  =  2  cos  A|  cos  Bi  cos  Cj 
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ou  %  cause  des  égalités  (i) 

A'  ^      .     A     .      B     .      G 

Al  :=  2  A.  sin  —  sin  —  sin  — . 

2  2  2 

•    Si  r  désigne  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC, 

on  a  ^1  =  (sin  A  -j-  sin  B  +  sin  C) 

T 
mais  r  =  — ,  donc 

T* 

A.  = —  (sin  A  +  sin  B  4"  sin  C)  ; 

par  suite, 

2T«   /  .       A             A     ,     .      B             B 
A  ,  =  — ' — I  sin  cos f-  sin  —  cos  

p*       \  2  2  2  2 

,      .      G  G\    .      A     .      B      .      G 

+  sin  —  cos  — I  sin  —  sin  —  sm  — 

2  2/2  2  2 

A'    ^    aT«  r  T  T           T  1  (p  -  g)  (p  -  ft)  (p  -  r) 

^           p*     l.  bc  en          ab  j                   abc 

^,    _  2T*  .  T(fl  +  6  +  c)  (p  —  g)  (p  —  b)  (p  —  C) 

*  p*  g«  6«  c« 

^,    _   4T^p(p  —  g)  fp  —  b)  (p  —c)_         i6T» 

*  '^  p«  g«  6*  r*  "~  (2p)«g«  6*  c» 
enfin 

,    ^ i6T^ 

'  (g  +  6  +  c)«  g«  6»  c* 


QUESTION  199 

^olation  pnr  M.  Dupuy,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Trouver  la  loi  de  formation  dea  nombres  dont  les  carrés  sont 
terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

Soit  N  un  des  nombres  cherchés.  Posons 

N  =  looc  +  io6  -f-  a 

g,  6,  c,  étant  les  chiffres  des  unités,  des  dizaines  et  des 
centaines.  En  élevant  un  carré,  il  vient 
N*  =i  iooooc*+  iooo(26c)  -}-  ioo(6*  +  2gc)  -j-  \o(2ab)  +a*. 
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Les  derniers  chiffres  de  N*  seront  les  mêmes  qae  eaux  de 
l'expression  lo  (2ab)  +  a' 

Il  suffit  donc  de  chercher  pour  quelles  valeurs  de  a  et  & 
cette  expression  finit  par  deux  chiffres  égaux. 

Pour  cela  donnons  à  a  les  valeurs  o,  1,2, 
obtiendra  le  tableau  suivant 
Si  o  =  0,    a*  -f"  10(206)  peut  s'écrire 


8,  g,  on 


2, 

3, 

4» 
5. 

6, 
8, 


—     9^ 


0  + 

1  + 

4  + 
9  + 
<^  + 

5  + 

9  + 

4  + 

•  + 


0(0.6) 
0(26) 
0(46) 
0(66) 
0(86    +     l) 

q(  6  +  2) 
0(26  +  3) 
o  (46  +  4) 
0(66  -j-  6) 
o (86  4-  8) 


A  l'inspection  de  ce  tableau,  on  voit  que  si  a  =  Oy  h  peut 
être  cfuelconque. 
Que  si  a  =  2,  6  doit  être  i  ou  6. 

—  a  =  8,         —         3  ou  8. 

—  a  =  I,  3,  4,  5,  6,  7,  9,  6  Q'admet  pas  de  valeur 
correspondante. 

Ainsi  les  nombres  cherchés  sont  de  la  forme 

...       o     et  leurs  carrés  finissent  par    00 

—  —  44 

—  •  —  44 

—  —  44 

—  —  44 


12 
62 
38 
88 


Nota.  —  M.  Letellier,  du  lycée  de  Tarbes,  a  résolu  la  même  question. 

Note  de  la  Rédaction.  —  On  peut  donner  la  formule  géné- 
rale des  nombres  répondante  la  question,  ils  sontde  la  forme 

5o  n  4-  12 
en  effel,  le  carré  d'un  nombrp  de  cettp  forft]P  pst 

25ooo  n*  ±  12000  -\-  144 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  nombres  de  cptte  fprme 
sont  terminés  par  les  nombres  12,  62,  38  ou  88,  con^iï^q  l'in- 
dique M.  Dupuy.  4,  ^. 
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QUESTION  221 

0olailoB  par  M.  Tricon,  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


Si  X,  y,  z  sont  les  côtés  d'un  carré  inscrit  dans  un  triangle 
dont  les  côtés  sont  a,  h,  c,  on  a  la  relation  suivante 

\œ      '      y  z  I  \ccy     '     xz     '     y%  J 

A.UX  deux  termes  de  Texpression 
a*  4-  A*  +  c*  —  2a«6*  —  2a*c«  —  26»c*  =  —  i6SS 
ajoutons  4  .    i6S*,  il  vient 

a*  +  fe*  +  r*  -f-  4  .  i6S»  =  3  .  i6S»  +  20*6*  +  2aV  +  25«c«, 
d'oîi 
a»  4-  fe*  +  r*  +  2a«6«  4-  2a*c«  +  26«c*  +  4  .  i6S«  =  3  .  16S* 

+  4a«6*  +  4a*c«  -}-  46«c« 

ou  en  ajoutaiit  jôa'S  +  i66*S  -f-  i6c*S  aux  deux  membres, 

a*  -f-  6*  +  c*  +  2a*6«  +  2a*c«  -f-  26V»  +  4  .  i6S«  +  i6c«S 

-V  i66»S  +  i6c*S  =  3. 16S*  +  4a«6«  -f-  4a«c*  -f-  46«c« 

+  i6a*S+  ?6ft«S  +  i6n«S, 
le  premier  membre  est  le  carré  de 

a»  -f-  6«  +  c»  +  2  .  4S. 
Le  second  membre  peut  s'écrire 
^^a«fe«  4.  86»S  +  8a«8  +   1 6R«  +  4a»c«  +  8c«R  +  8a*S 
+  i6S«  -j-  46«c*  -j-  8A«S  +  8c*S  -f  î6S« 
ou         4(a«  +  2S)(6»  -f-  2S)  -j-  4(a*  +  2S)(c«  +  2S) 

+  4(6*  +  2S)(C*  +  2S), 

par  suite  (a»  -f  ^'  +  c"  +  2  .  48)» 

=4[(a«+ 2S)(6'  +  oS)  -f-  (a«  +  2S)(c'+ 2S)+(6«+2S)(c«+2S)] 

en  divisant  par  48',  le  premier  mpipbre  devient 

V  2S    ^    2S    ^    aS    ^  V 
r  0»  +  2S     ,     6»  +  2S     ,     c*  4-  2S     ,      12 

=  \—^k—  + is-  +    Ts     +  'J  • 
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Par  suite 

r  a»  +  2S     ,      6»  +  2S      ,      c»  +  2S      ,     -12 

L — ^ —  "^  — is —  +  — ;s —  +  'J 

r(a«+2S)(6'+2S)  ,  (a'+2S)(c«+2S)  ,  (6«+2S)(c'+2S)l 

ah  ,         2S 

Ov  x  = ; — 7-9  et  comme  h  = ,  on  a 

a-^  h  a 

a    a        o+fc    a* +28^ 

X  ah  h  2S      ' 


de  même 


a  ^h 

b^  _  6«+  2S 

y    ~  2S 

c    c  +  2S 

z  2S 


Donc  on  a 


\x     ^      y  z     ^     J         ^\  xy  xz     '      yz  / 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BORDEAUX 

Les  rayons  des  deux  oerdes  dont  les  centres  sont  A  et  B  ont  pour  longueur 
r  =  12",  r'  =  3o",  la  distance  des  centres  AB  est  de  24*.  Calculer  la  portion 
rl'aire  commune  aux  deux  cercles. 

—  Calculer  la  valeur  de  x  qui  satis&it  à  l'équation 

séca;  =  8inâ?-f-  200sa; 

—  On  joint  le  sommet  A  d'un  losange  au  milieu  E  du  côté  DG;  la  droite  AE 

DP 

coupe  la  diagonale  DB  en  F.  Calculer  le  rapport  'rr^y  sachant  que  A  =  60*. 

—  Deux  mobiles  m  et  n  partent  de  deux  points  A  et  B,  et  vont  à  la  rencontre 
l'un  de  l'autre;  m  se  met  en  mouvement  cinq  secondes  après  n  et  parcourt  4** 
(le  plus  que  lui  par  seconde.  Ils  se  rencontrent  au  milieu  de  AB,  dont  la  lon- 
gueur est  de  1 ,  25o  mètres  ;  on  demande  combien  chacun  de  ces  mobiles  parcourt 
de  mètres  par  seconde. 

—  Connaissant  les  côtés  a,  6,  c  et  la  hauteur  h  d'un  trapèze,  calculer  se.< 
angles  et  sa  surface,  (b  est  la  petite  base,  a  et  c  les  côtés  obliques).  Application 

a  =  42'";  6  ==  68;  c  =  75;  A  =  i5. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

log  (35  -  ,r^)    _  ^ 

log  (5  —  ;r) 
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^  On  coupe  une  sphère  par  un  plan  qui  détache  une  calotte  dont  la  surface 
est  le  quart  de  la  surface  de  la  sphère;  trouver  Texpression  du  rapport  da 
Tolame  du  segoient  qui  a  pour  baie  la  calotte,  au  volume  de  la  sphère. 

—  L'angle  d'an  losange  vaut  54*;  la  plusgran  de  diagonale  vaut  i,25o  mètres 
ealculer  le  côté  et  la  sur&ce  du  losange. 

—  Etant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  trapèze,  calculer  le  volume  engendré 
par  la  rotation  du  trapèze  autour  de  la  grande  base  a.  Application  :  a  =  100"  ; 
b  =40";  c  =  35*;  d  =  48".  (o  et  c  sont  les  deux  bases), 

—  Vérifier  que  si  x.  |/,  s,  sont  en  progression  arithmétique,  il  en  est  de 
même  de 


x^ 

+ 

xy 

+ 

y' 

x^ 

+ 

XX 

4- 

z^ 

y 

+ 

y% 

+ 

a» 

Trouver  le  rapport  des  raisons. 

—  Deux  circonférences  dont  les  centres  sont  en  A  et  en  B  et  dont  les  rayons 
sont  a  et  &,  se  touchent.  On  leur  mène  une  tangente  commune  CD,  qui  coupe 
bi  ligne  des  centres  en  D,  et  touche  en  G  la  grande  circonférence.  Trouver 
l'expression  des  surfeces  des  deux  triangles  AGD,  ECD,  CE  étant  perpendiculaire 
snr  AB.  Application  :  a  =  62;  6  =  27. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

log  yjbx  +  84-—  log  (ix  +  3)  =  log  i5. 

— >  Trouver,  par  une  construction  géométrique,  le  rayon  d'un  cercle  dont  la 

5 

mr&ee  soit  les  — 7-  de  celle  d'un  cercle  de  rayon  donné  R. 

16 

—  Déternoiner  le  maximum  de  — r 

.X^  -h    II 

—  Sur  un  triangle  équllatéral  de  côté  a  pris  comme  base  commune,  on  cons- 
truit un  prisme  droit  et  une  pyramide  régulière  de  même  hauteur  que  le  prisme; 
déterminer  cette  hauteur  de  telle  sorte  qne  la  surface  latérale  du  prisme  8oit 
(>gale  à  trois  fois  celle  de  la  pyramide. 

«,        .      ..,         .  X  -{-  2  3j™  -f  4 

—  Résoudre  1  équation    ; =  — i- 

i  -{-  -ix  3+42; 

—  La  somme  des  côtés  de  deux  cubes  est  a,  la  somme  de  leurs  volumes  eal 
b^.  Calculer  les  longueurs  des  côtés  de  ces  cubes,  a  étant  supposé  constant, 
trouver  le  minimum  de  b  pour  que  le  problème  soit  possible.  Application  : 

o  =  10;  6  =  7. 

—  Résoudre  [a  -\-  b)x  -{-  (a  —  6)  y  =  206 

(a  +  c)  y  +  [a  ^  c)x  =z  lae, 

—  On  donne  un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles;  les  rayons  de  bases  sont 
a  et  b  ;  i'aréte  c  est  la  somme  des  deux  rayons.  Quelles  sont  les  propriétés  de  ce 
tronc  de  cône  ?  Trouver  le  rapport  du  volume  à  la  snrfiice  totale. 

~  Quel  est  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'expression  (x  —  2)^  +  (20;—  i)^ 
Tronver  la  valeur  correspondante  de  x.  —  Vériflcation. 
-^  Calculer  l'angle  d'un  secteur  tel  que  l'aire  du  triangle  formé  par  les  deux 

rayons  et  la  corde  soit  —  de  l'aire  du  cercle. 

7 
*  —  Dans  un  trapèze  ABCD,  on  donne  AB  =  a  ;  BC  =  6  ;  CD  =  r  ;  DA  =  d. 

Calculer  les  angles  A,  B,  C,  D.  Application  :  o  =  100  ;  6  ==  1 6  ;  r  =  70  ;  rf  =  28. 

(a  et  c  sont  les  bases). 

—  La  diifêrenee  des  rayons  de  deux  sphères  est  a^  celle  de  leurs  volumes  est 
b^,  Calculer  les  rayons.  Application  :  a  =  8  ;  6  =  12. 
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-i*  Résoudre 

(a  +  bx)(b  —  ob)  -f-  (6  —  cx)(c  +  bx)  +  (c  —  aœ){a  -f  ex]  =  o. 

—  Trouver  l'expression  du  poids  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  carrées,  la 
longueur  des  côtés  de  base  étant  a,  6;  la  hauteur  h.  On  donne  la  densité  d  delà 
substance  dont  est  formée  la  pyramide.  Application  : 

a=  II  ;  6  =  5;  ft=  i2;d=  2,57. 

—  Résoudre  le  système  {2cr  -\-  b)  cos  l  =  a  sin  2/  +  Vî 

(2t/  Hh  fl)  sin  I  =  6  sin  2/  -\-  x. 
Simplifier  les  valeurs  de  x  et  de  v>  ^^  vérifier  qu'elles  satisfont  aux  équations. 


PARIS 

Novembre  188Q. 

Pads  le  triaagje  ABC,  on  donne  les  dewi  côtés  AC  =  6,  et  AB  =  c,  pt  l'c^n 
propûS0  de  calculer  le  troisième  oùté  BC,  scellant  qae  h  rapport  des  sagipen^ 
BD  et  DC,  déterminés  sur  ce  côté  par  la  liauteur  AI^»  ^1  égal  QU  rapport  de 
deux  lignes  connues  m  et  n. 

—  Etant  donné  un  cercle  de  rayon  R  et  un  diamètre  AB,  mener  à  ce  dia- 
mètre AB  une  parallèle  CD  telle  que  la  surface  du  trai^èze  ABCD  soit  dan«  un 
rapport  déterminé  K  avec  le  carré  de  la  hauteur  du  trapèze.  __ 

—  Dans  un  triangle  ABC,  le  côté  AB  est  égal  à  \JT,  le  côté  AC  est  égal  à  y  2. 
et  l'angle  C  est  égal  à  6o«.  Calculer  sans  tal7l^s  :  1*  le  côté  BC  ;  f"]»  sinqs  et 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  A  et  B. 

—  On  donne  le  rayon  r  du  demi-cercle  AOP;  déterminer  la  distapce  AD  an 
point  A  de  la  perpendiculaire  CD  au  diamètre  AOB,  de  telle  façon  que  le  rapport 
<le  la  somme  des  volumes  décrits  par  les  segments  AmC,  GnB  au  volume  décrit 
par  le  triangle  ACB  dans  sa  rotation  autour  de  AB  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

—  Partager  un  aro  donné  A  en  deux  parties  x  ei  y  telles  que  tgx  -\-  tgy 
soit  un  minimum. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  satisfaisant  à  l'équation  sin  2  r 
=  a  cos  a;.  On  fera  en  partienUer  a=i,  a»  2,  0  =  \j%  a  =  ^ST  et  dans 
chacun  de  ces  quatre  cas,  on  donnera  en  degrés  la  plus  petite  valeur  de  l'aide  r 
répondant  à  la  question. 

—r  Ëtaqt  donné  un  cône  circulaire  droit  dont  le  rayon  de  base  est  a,  et  U^ 
côté  6,  calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  de  même  hauteur 
que  le  cône  donné,  sachant  que  la  somme  des  surfaces  des  deux  bases  du  tronr* 
<le  cône  est  égale  à  la  surface  totale  du  cône,  et  que  la  diiférence  entre  le  volume 
du  tronc  de  eône  e^  celui  du  cône  est  égale  au  volume  d'un  cylindre  de  mémo 
hauteur,  ayant  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  par  un  plan 
parallèle  aux  bases  mené  par  le  milieu  de  la  hauteur. 

—  Étant  (|onné  un  triangle  isoseèle  ABC,  dont  la  base  BG  est  égale  à  a,  et  la 
hauteur  AD  est  égale  à  b,  on  mène  une  parallèle  à  la  base  BC,  on  joint  le 
milieu  D  de  la  base  aux  points  E,  F  où  cette  parallèle  rencontre  les  deux  côtés 
égaux  du  triangle,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  la  base  BC;  on  demande 
de  calculer  la  longueur  de  cette  parallèle  EF  de  faopn  que  le  volume  engendiv 
[m-  le  triangle  AEF  tournant  autour  de  BC,  soit  égal  à  deux  fois  le  volnme 
engendré  par  le  triangle  EDF  tournant  autour  4e  la  même  droite  BG. 

—  Résoudre  les  équations    tg  a?  -f  cotg  y  ^=  a 

cotg  0?  4-  tg  1/  =  6 
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I.  'Il 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


POSEES  EN  1877  POUR  LES  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES  INSTITUTS  TECHNIQUES^ 

LES  I^.COLBS  DE  MARINE  MARCHANDE 
ET  LES  FXOLES  SPÉCIALES   DU  ROYAUME  D'ITAIJjS 


Li  longitude  de  Rome  à  l'ouest  de  Herl[a  est  o,oq3,  fit,  ce|Ie  de  yj§rii)0  4  l^^l 
delà  même  Tille  est  o,oo8;  on  suppose  les  longitudes  exprimées  en  parties 
déeimales  du  jour  (36o  degrés).  Les  lat^ncl^  ^^  Rome  et  de  Vienne  exprimées 
eo  degrés  et  parties  décimales  de  degré  sont  respectivenaent  41,902  et  ^,210. 
Cajcnlier  la  plus  courte  [^Ist^jice  de  Rome  à  Vienne  ep  s^ppos^qt  Ja  surface 
lie  la  terre  spbéricjue. 

—  Quelle  est  ]a  con4JMon  nécessaire  et  spQisanta  pour  ^n'Q\}  puisse  Inscrire 
un  cercle  dans  un  parallélogramme?  En  supposant  cette  conqi^Qj)  ^^u)pli^. 
construire  le  centre  du  cercle,  et  en  trouver  le  rayon  en  fonction  du  périmètre 
pt  de  la  surface  du  parallélogramme. 

II 

Un  ebservateiir  placé  sur  la  cipie  4'uqe  collinp  voU  (Jpvaat  lui,  ^nr\s  iipp 
]i)ième  direction,  deux  pierres  miliaires.  L'angle  de  Répression  pour  )iine  est 
de  5*.  pour  l'outre  il  est  de  ib".  On  demande  la  hauteur  de  la  colline  au-dessus 
«la  plan  horizoatal  de  la  route.  On  suppose  que  le  mille,  dis^ancp  en^r^  les  ({eux 
[ûerres,  vaut  i,5oo  mètres. 

—  Démontrer  que  les  points  de  concours  des  faces  d'un  tétraèdre  sont  lessoni- 
meiâ  d*an  autre  tétraèdre  semblable  au  tétraèdre  donné.  Trouver  le  rapport 
de  leurs  volumes. 

in 

On  donne  un  demi-ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical,  et  une  droite  donnée 
l>ar  ses  deux  projections.  Trouver  en  projection  et  en  vraie  grandeur  l'intersec- 
lion  de  ce  solide  avec  un  plan  qui  passe  par  un  point  de  la  surface  ellipsoïdale 
donné  en  projection  horizontale,  et  qui  soit  perpendiculaire  k  la  drojte. 

—  On  a  deux  plans  dont  les  traces  horizontales  ne  se  rencontrent  pas  dans 
les  limites  de  la  figure.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  soit  perpen- 
dieubire  aux  deux  plans  donnés. 

IV 

Par  deux  points  donnés,  mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  résolution. 

--On  donne  un  cône  droit,  et  un  plan  donné  par  ses  traces.  Déterminer  un  plan 
pnssant  par  un  point  donné  de  la  supfjace  conique,  et  parallèle  au  plan  dqnné  : 
puis  trouver  les  projections  ef  la  vraie  grandeur  de  l'intersection  du  plan  et  dt^ 
1^  surface  conique,  ainsi  que  la  transformée  de  la  ligne  d'intersection  dnn  > 
le  df^eloppement  de  la  surface. 

V 

—  Calculer  les  angles  et  la  suriape  d'un  trapèze  dont  00  donne  les  côtés  : 

ab  -=  6q  ;    cd  =  102,1  ;    bc  =  45,3  ;    da  =  4^,9. 
I^es  cdtés  parallèles  sont  a^  et  de  ;  l'qnité  de  longueur  est  le  mMr^. 
--  Un  observateup  est  situé  à  une  hauteur  donnée  au-dessus  de  la  surfase  de 
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la  terre  supposée  sphérîqae.  Quelle  est  la  partie  de  cette  surface  qu'il  Toit,  et 
quel  est  le  volume  du  segment  compris  sous  la  surface  me? 

—  Un  tronc  de  pyramide  triangulaire  a  2*. 56  de  hauteur,  les  côtés  de  la  base 
inférieure  sont  0,76  ;  0,48  ;  0.34  ;  ceux  de  la  base  supérieure  sont  o,38  ;  0^24  ; 
0,17.  Calculer  le  volume  du  tronc. 

VI 

—  On  donne  deux  plans  qui  ne  .se  rencontrent  pas  dans  les  limites  de  l'épure, 
et  un  point  hors  de  ces  deux  plans.  Déterminer:  l'intersection  des  deux  plans; 
la  perpendiculaire  menée  du  point  sur  cette  intersection,  et  les  angles  de  eette 
perpendiculaire  avec  chacun  des  deux  plans. 

•^Construire  un  trièdre  connaissant  les  deux  angles  plans  a  =  65";  p  =  83*; 
et  l'angle  dièdre  A  =  75*  opposé  à  la  face  a. 

VII 

—  On  connaît  les  côtés  AB  =  8-,95  ;  BC  =  i2-,io;  CD  =  7-,2o;ct 
AD  =s  i8"',5o  d'un  trapèze  quelconque,  dont  les  bases  sont  BC  et  DA.  Oo 
demande:  1*  la  surface  de  ce  trapèze;  2*  le  rayon  du  cercle  équivalent. 

—  Quel  doit  être  le  rayon  d'un  cercle  pour  que  la  surface  du  carré  inscrit 
soit  de  86'"q,5o9. 

VIIl 

<—  On  donne  un  plan  quelconque  déterminé  par  ses  deux  traces,  et  la  projeta- 
tion  horizontale  d'un  point  du  plan.  On  demande  de  mener  par  ce  point  une 
horizontale  du  plan,  et  de  faire  passer  par  cette  horizontale  un  plan  qui  h^se 
avec  le  premier  un  angle  de  56  degrés. 


SUR  LA  SERIE  DE  TÂYLOR 

Par  M.  C}.  de  lionn^champe,  professeur  de  mathématiques  spéciales  an 

Lycée  Charlemagne  (*). 


1.  —  Considérons  ridenlité; 


et  posons    ^(x)  = 


X  —  a 


X  —  a 

On  aura  par  des  dérivations  successives  : 
f{x)  =  {x-a)  ^(x)  +  fia) 
f(x)  =z{x  —  a)  <p'(.t)  +  ®(-'ï*) 


<  *)  Cette  démonstration  de  la  série  de  Taylor,  trouvée  par  nous  récemment, 
n'est  peut-être  pas  nouvelle;  au  moins  dans  quelques-unes  de  ses  parties. 
M.  Catalan, à  qui  nous  l'avons  communiquée,  croit  qu'elle  était  donnée  en  1833 
par  M.  Lefébure,  dans  son  cours;  il  l'attribuait  à  Ampère. 
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r(x)  =  (x—a)  <f{x)  +  2(p'(<B) 

f\p){x)  =(x  —  a)  (p(P)(x)  +  p<i.tP  -  ^)(a?) 
Multiplions  ces  égalités  respectivement,  par 

g  —  X  {a  —  a?)*  (a  —  x)p 

I  9  •  "  ■■     "  j        •       .       •  -— ^— ^— — 

I  1.2  I ,2  ..  .p 

On  aura  l'identité,  qui  est  une  forme  de  la  série  de  Taylor  : 
fia)  =  aco)  +  -^^  /'(x)  +  -^^^=^  /"(œ)  +  .   •   .   . 

I  1  •  ^ 

,    (o  —  x)P  ,    ,       ,    (a  —  cCP -^      /  X    /ix 

I.2...p'  1.2. ..p 

Pour  retrouver  la  notation  habituelle,  on  voit  qu'il  suffit 
de  remplacer  (a  —  ce)  par  A. 

2.  —  Examinons  le  cas  particulier  de  la  fonction  entière, 

et  posons  f(x)  =  A^  ac"*  4*  •   •   •     +  -^w» 

on  aura  f^x)  =  Ao  iC»  -  ^  +  .   .   . 

et  »"»  -  *(x)  =1.2...  ( w  —  1  )  Ao 

ou  ^'«  -  ^{x)  =  -^  /"»  (aj). 

La  formule  (1)  devient,  après  avoir  remplacé  a  —  x,  par  A, 

...  H /""^fiT). 

1 2 ...  m 

3.  —  Dans  Thypothèse  oîi 

f(x)  =  x»"  , 
on  a  f'{x)  =  mac'»  -  < . 

/"(a?)  =  m(m  —  i)x"^  -  *, 


/^*{x)  =  1  .2  ...  m, 
et  la  formule  devient 

(x  +  A)'»  =  x"»  H X»"  -  <  H — ^^ —-x"'  -*+...+  A  w». 

'  I  1.2 

C'est  la  formule  du  binôme,  qui;  dans  celte  manière  de 
faire  et  à  l'inverse  de  ce  qui  se  fait  ordinairement,  est  con- 
sidérée comme  une  conséquence  de  la  formule  de  Taylor. 
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4.  —  Pour  établir  la  série  de  Tajlor,  dans  le  cas  général, 
nous  nous  appuyerons  uniquement  sur  cette  remarque  qui  est, 
on  le  sait,  fondamentale  dans  Itf  théorie  des  équations  et 
constamment  usitée  :  qu'entre  deux  racines  consécutives  de  fé- 
quation  f(x)  =  o 

existe  au  moins  une  racine  de  Véquation  f'(x)  =  o. 

L'interprétation  géométrique  de  cette  proposition  est  encore 
bien  connue  et  peut  se  formuler  en  disant  que  si  la  courbe 
y  =z  f{x)  coupe  l'axe  Ox  aux  deux  points  consécutifs  A,  B; 
il  existe,  entre  A  et  B,  un  point  M  de  la  courbe,  point  dont 
Tabcisse  est  comprise  entre  OA  et  OB  et  pour  lequel  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Ox. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  le  rapport 

fia)'  —  fjx)    _  JT^ 

a  —  X        ~    A'P  • 

il  sera  prouvé  qu'il  existe,  entre  lei^  points  A',  B',  ufi  poiftl 

M'  pour  lequel  la  fonction  b'  prend  une  valeur  égale  à  celle 

B'P 
de  ;  ayant  pose      OB  =  a  ;        OA  =  x, 

A.  r 

on  a  OW=x  -\-^{a  —  x), 

et  Ton  peut  écrire  (0  désignant  un  nombre  compris  entre  o 

et  i),  ^(x)  =  f[x  -{-  6(a  —  ce)]. 

jjo  —  Ceci  posé,  on  aura  donc,  en  décrivant  et  considérant 
l[n  +  0  (o  —  x)],  comme  une  fonction  de  fonction, 

9'(a;)=(i-e)    rix+Ha-x)] 
f  (ic)  =  (i  —  6)«  r[x  4-  0  (a  —  x)] 


<fP  {X)  =  (1  —(i)Pli'-\  I  [œ  -j-  6  (o  —  X)] 
et  l'ideutité  (1)  devient  : 

i{x  -^  h)  =  f  (x)  + -!^  r  (x) -\-  -^  r  (œ)  +  •  •  • 

I    .  2    . . .   />  l     .    2    ,..  p 

dans  laquelle  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 
C'est  la  série  de  Taylor  avec  la  forme  du  reste  donnée  par 
Gaucby. 

6.  —  N(5us  feroùs  liûe  defniéré  reiiiarijue. 
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Si  nous  désignons  par  B|^,  le  terme  complémentaire  dd  la 

série^  celui  qui  représente  la  somme  de  tous  les  termes  qui 

hP 
suivent  f^P)  (x), 

la  première  forme  que  nous  STons  obtenue  pour  le  défelop- 
pementy  la  forme  (1),  prouve  que  Ton  a  exactement: 

R,  =  ^;  -f  +;  ,..  (.)  (a) 

t'our  calculer  ce  reste,  il  faudrait  donc  prendre  la  dérivée 

d'ordre  p,  de  la  fonction  — -^ — ,  ce  qui  peut  se  faire 

par  la  formule  de  Leibnitz,  si  Ton  sait,  bien  entendu,  et 
comme  nous  le  supposons,  calcule^  les  dérivées  successives 
de  f{x). 

Mais  on  peut  aussi,  et  plus  simplement,  calculer  les 
dérivées  de  9,  de  proche  en  proche,  par  voie  técurrente  en 
s  appuyant  sur  la  remarque  suivante. 

L'équation  (l)  peut  décrire 

fia)  =  /•(.-«)  +  -i^  r(cc)  +    ^'^  -f  f'ix)  +... 

I  1    •    ^ 

I  .  2  ...(/)  +  i)  ' 

L       I  .  2  .  ..      ^  I   .  2  ...  (p  +    l)  '  '      J 

ayant  ajouté    et  retranché,  comme   on    voit,  le  terme   en 
/>  +  ^(x)  ;  mais  alors 

mais,  d'après  la  formule  (a), 

^  (a— -a;)p  +  a 

Ou  a  donc        — ^, — ; — -oP  +  ^{x) 

i  .  2  .. .  (p+  i)  ' 

{a  —  x)P  +  ^       ,    ,  (a  —  x')P  +  < 


I  .  2 ...  p  I  .  2  . . .  (p  -|-  î) 

ou  en  simplifiant 
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C'est  la  relation  de  récurrence  dont  nous  voulions  parler  ; 
elle  permet  de  calculer -^plp  + 1),  quand  on  connaît  <p<Pî  et 
f\P  +  *),  On  retrouve  ainsi,  et  il  ne  pouvait  en  être  différem- 
ment, la  relation  entre  f^P)  et  les  deux  fonctions  «p''  »  ?p  '  S 
que  nous  avons  établie  au  début  de  cette  note. 


CTUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  ^.  Boquel. 

(suite,  voir  page  40) . 


—  Equation  gmé7*ale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
deux  points  donnés  par  leurs  équations.  —  On  sait  qu'en  coor- 
données cartésiennes,  Féquation  générale  des  droites  qui 
passent  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données 
par  leurs  équations  kx  -j-  Bj/  +  C  =  o  et  k'x  -)-  B'y  +  C  =  o 
est  Ax  +  Bj/  +  G  4-  X  (k'x  -|-  B'y  -f-  C)  =  o  ;  de  même,  en 
coordonnées  tangentielles,  Téquation  générale  des  points 
situés  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  par  leurs 
équations  ux^  -\-  ît^Jq  —  i  =  o,  ux^  +  *^2/i  —  i  =  o,  est 
^^0  +  V2/o  —  ï  +  î*  (^^i  +  vj/i  —  0  =  o.  En  effet,  cette 
équation  représente  des  points,  puisqu'elle  est  de  la  forme 
uX  -}-  vY  —  I  =  o  ;  ces  points  appartiennent  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  donnés,  puisque  Féquation  dont  il 
s'agit  est  vérifiée  quelque  soit  jx  pour  la  droite  dont  les  coor- 
données annulent  à  la  t'ois  uXq  +  f\//o  —  i  et  ucCi  +  Vj/i  —  i  s 
et  elle  les  représente  tous,  puisqu'on  peut  toujours  disposer 
du  paramètre  u  de  manière  à  faire  coïncider  le  point  variable 
avec  un  point  donné  sur  la  droite  qui  joint  (a^oj/©)  et  (Xit/,). 

X    '  I"  HfLx 
Un    tel   point  ayant  pour    coordonnées   x  =  — - —    , J  ^'  , 

I  -|-  K 

//  =  — — ,    ,;'  »  il  suffit,  en   ellel,    pour  cela,   de  prendre 
I  -f-  K 

'x  =  K. 
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No/alion  symbolique.  —  D'une  manière  générale,  Téqualion 

Au  -{-Bv  +  G  =  o  est  Téqualion  du  point  ayant  pour  coor- 

A  B 

données  cartésiennes  x  = p-  et  t/  = -^  ;   on  peut 

aussi  récrire  sous  la  forme  homogène  Am  -[-  Bv  +  Ca?  =  o 
{w=  i). 

On  la  représente  souvent  par  une  seule  lettre,  désignant 
une  fonction  linéaire  en  u  et  i;,  ?c  par  exemple,  par  analogie 
avec  P  qui  représentera  la  fonction  linéaire  en  x  et  j/, 
Ax  -f  By  +  G  ou  Aœ  +  Bt/  +  Gf  («  ==  i). 

Les  équations  de  deux  points  étant  alors  7t  =.-  o  et  /=  o, 
réquaiion  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  donnés  sera  v  ^[/.x  =  o  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  de  même  qu'en  coordonnées  cartésiennes  l'équa- 
tion générale  des  droites  qui  passent  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  P  =  o  et  Q  =  o  est  P  +  XQ  =  o. 

Les  coordonnées  cartésiennes  du  point  particulier  qui  cor* 

respond  à  une  certaine  valeur  de  ja  sont  alors  a?  =  — ni^    > 
B  +  jaB' 


y  =  — 


G+î^G' 


Interprétation  de\L.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  tigne  droite.  —  Soient  respectivement  ir  ==  o  et  y=  o  les 
équations  de  deux  points  prises  sous  la  formet^oîo  +  t^o —  i  =o 
et  iiiTj  +  w/i  -^  ï  =  o  ;  un  point  quelconque  de  la  droite  qui 
les  joint  est  représenté  par  l'équation  it  +  [x/  =  o,  et  nous 
avons  vu  plus  haut  que,  pour  faire  coïncider  ce  point  avec 

celui  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  :  x=    ^T  ^^  ', 

I  +  K 

y  =    y^"!"^'  ,  il  faut  prendre  ja  =  K. 

Or  on  sait  que  K  représente  le  rapport  des  distances  du 
point  (o;,  y)  aux  points  (a?o,  i/o)  ®*  {^i»  Vi)  (*)>  ce  rapport 
ayant  un  certain  signe  quand  le  point  (xy)  est  entre  les  deux 

(*)  On  démontre,  en  effet,  ces  formules  dans  .tous  les  cours  élémentaires  de 
géométrie  analytique. 

JOUBRAL  PE  MATH.  1881.  6 
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points  donnés»  et  le  signe  contraire  quand  il  laisse  ces  deux 
points  d'un  même  côté  de  lui-même. 

Puisque  (a  n'est  autre  chose  que  K,  on  a  donc  ainsi  la 
signification  de  [x. 

Si  Ton  veut  introduire  dans  les  calculs  les  distances  MM, 

et  MMi  elles-mêmeSy  on  pourra  poser -=—j^  =K=  —  =={jl, 

et  Ton  aura  : 

X  —  '  .  •      y  =  ', 

m  -\-  n  ^  m  -[-  n 

Soient  maintenant  les  quatre  points  en  ligne  droite  tc  =  o, 
5f  =  o,  7c  -j-  {JL)^  =  0,  ic  -f-  jx '/=  o,  [X  et  jx'  ayant  la  signifi- 
cation que  nous  venons  d'obtenir.  Nous  appellerons  rapport 

anharnumique  de  ces  quatre  points  le  quotient  -^^  et  nous 

retomberons  ainsi  d'une  manière  purement  analytique  sur  la 

définition  de  M.  Ghasles.  Car  -^  =— «  ;  — r  =Tr77^  •  rrrr- 

{X         mm        MM|     MMq 

c'est  donc  le  quotient  du  rapport  des  distances  du  troisième 
point  M  aux  deux  premiers  M^  et  M^,  par  le  rapport  des 
distances  du  quatrième  point  M'  aux  deux  premiers. 

Mais  il  est  bien  certain  que  les  numéros  des  points  con- 
sidérés sont  absolument  arbitraires  ;  par  conséquent,  il  y 
aura,  à  priori^  autant  de  rapports  anharmoniques  de  quatre 
points  en  ligne  droite  que  l'on  pourra  former  de  permutations 
de  quatre  lettres,  c'est-à-dire  yingt-quatre  ;  mais  ces  rapports 
se  réduisent  d'abord  à  six  distinctes,  et,  de  plus,  ils  sont 
tous  fonctions  de  l'un  d'eux,  de  sorte  que,  l'un  étant  déter- 
miné, les  autres  le  sont  également.  On  peut  donc  n'en  con- 
sidérer qu'un  (*). 

Valeur  générale  du  rapport  anharmonique  en  foruUûm  des 
paramètres  des  quatre  points  considérés.  —  Dans  la  valeur 
précédente  du  rapport  anharmonique,  les  deux  points  qui 
déterminent  primitivement  la  droite  des  quatre  points,  et 

(*)  Nous  avons  donné  dans  notre  Géométrie  analytique,  la  démonstration 
complète  de  ce  £ait,  dans  le  §  intitulé  :  «  Rapport  anharmonique  de  quatrepoints 
en  ligne  droite  9. 
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auxquels  conyieni  parfaitement  le  nom  de  points  de  base 
adopté  par  Glebsch,  intenriennent  par  eux-mêmes;  il  est 
important  d'obtenir  une  expression  plus  générale,  se  rappor- 
tant à  quatre  points  absolument  quelconques  sur  la  droite 
dont  il  s'agit.  Soient  donc  \k^f  ;a,,  jx,,  [x«  les  paramètres  des 
quatre  points  considérés.  Si  Ton  considérait  les  deux  pre- 
miei-s  comme  points  de  base,  en  posant  tc  -}-  KiX  =  ^'  ^^ 
ic  -\-  iL^^  =  7j,  les  deux  derniers  s'écriraient  Ç  -f-  vyj  =  o  et 
;  -|-  v'ti  =  G,  et  le  rapport  anharmonique  aurait  pour  valeur 

-^,  Or,  il  suffit  pour  cela  de  poser  : 

^  +  1^3/.  =  lï  +  Î^i7.  +  ^'(^  +  !*i/J  =  o 
*  +  f^iX  =  *  +  HA  +  ^1  et  (^  +  u,yj  =  G 
ce  qui  donne  : 

d'oh  Ton  tire  : 

Dès  lors   JL  =  ±LZlJiL  :  JiLZJii.. 

UeHe  expression  fournit  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  en  ligne  droite,  en  fonction  des  paramètres  qui  défi- 
nissent ces  points  en  coordonnées  tangentielles,  et  cela 
indépendamment  des  points  pris  comme  points  de  base  sur 
la  droite. 

—  Dans  la  suite»  nous  supposerons  bien  connue  la  théorie 
du  rapport  anharmonique,  telle  qu'on  l'expose  ordinairement 
en  géométrie,  et  conséquemment  aussi,  nous  admettrons 
comme  parfaitement  acquises  les  propriétés  de  son  cas  par- 
ticulier le  plus  remarquable;  qui  est  la  division  harmoniqiie. 

Pour  simplifier  les  notations,  nous  représenterons  doré^ 
nayant  par  M^  =  g,  l'équation  d'un  point  M,,  cette  équation 
étant  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  ux^  +  vj/o  —  i  =  o, 
ou  At*o  +  Bvo  +  Co  =  o;  et  de  même  nous  désignerons  par 
P^  =  o,  l'équation  d'une  droite  Pq,  cette  équation  étant  de 
la  forme  u^  +  t^oj/  —  i  =  o,  ou  de  la  forme  k^  -|-  ^oV 
+  Co  =  o. 
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De  la  correspondance.  —  Un  point  M  de  la  droite  Mq  ià^ 
ayant  ainsi  pour  équation  -j-Mq  jaMi  =  o  et  une  droite  P  du 
faisceau  Po  Pi  (c'est-à-dire  passant  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  Po  et  PJ  étant  représentée  par  l'cquation 
Po  -f-  XPj  =  o,  on  peut  considérer  un  point  et  une  droite  pour 
lesquels  on  ait  X  =  fx,  et  les  appeler  coiTespondants. 

Conditions  de  projectivité  des  figures,  —  Si  Von  considère  ainsi 
sur  une  même  base^  trois  points  quelconques,  et  dans  un  même 
faisceau  trois  droites  qui  soient  en  correspondance  avec  les  trois 
points,  on  reconnaît  facilement  que  pour  qu*un  quatrième  point 
de  la  base  soit  en  correspondance  avec  une  quatrième  droite  du 
faisceau,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  entre  les  paramètres  Xet  [i. 
en  relation  du  prunier  degré  par  rapport  à  ces  paramètres  con- 
sidérés séparément,  c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme 

aXjA  4"  ^^  "t"  ^î^  "h  d  =  o 
telle  qu'à  une  valeur  donnée  de  A  corresponde  une  seule  valeur 
de  {i.  et  réciproquement. 

Soient,  en  effet,  \,  \,  X^.  les  paramètres  des  trois  premières 
droites  ;  u^,  a,,  u.,,  paramètres  des  trois  premiers  points,  seront, 
par  hypothèse,  respectivement  égaux  à  \,  X;  X„  \  et  ^4  étant 
les  paramètres  de  la  quatrième  droite  et  du  quatrième  point, 
on  devra  avoir  identiquement 

aX*i  -f~  ^^1  +  ^'Xi  +  d  =:  o 
«X'i  +  b\  +  f  X,  4"  «^  =  o 
aXj*  -f-  6X3  -|-  cXj  -|-  d  =  o 
^\\H  +  ^^4  +  ^\^4  +  d  =  o 
Ces  quatre  relations  sont  homogènes  et  linéaires  en  a,  6, 
c,  d,  quantités  qui  ne  sont  pas  nulles,  simultanément;  donc 
il  faut  et  il  suffît,  pour  qu'elles  aient  lieu  à  la  fois  que  le 
déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 


=  o 


Ce  que  l'on  peut  écrire,  en  retranchant  les  cléments  de  la 
deuxième  colonne  de  ceux  de  la  troisième  : 


V 

\ 

\ 

I 

V 

X. 

\ 

I 

V 

X, 

i. 

1 

^4!*» 

\ 

(*» 

I 

—  8»  — 


V         ^i  o 

X,«        A,        o 

^4Î*4  A»      1*4  —  ^4 

Ce  déterminant  se  réduit  à  : 

ik  — 1^4) 


1 
I 
I 
I 


=r  O 


=  O 


Or»  le  deuxième  facteur  de  ce  produit  est  identiquement 
égal  à  -{K-  X,)  (X,  -  Xs)  (X3  -  X,) 

et  comme  on  suppose  X^  ^  X,  ^  X„  il  faut  que  Taulre  facteur 
soit  nul,  c'est-i-dire  que  Ton  ait  \  =  ^^, 

Le  quatrième  point  et  la  quatrième  droite  sont  donc  cor- 
respondants, c.  q.  f.  d. 

Il  est  clair  que  la  démonstration  précédente  s'applique, 
sans  modifications,  à  deux  bases  différentes  dont  les  points 
sont  unis  chacun  à  chacun  par  une  pareille  relation,  et 
aussi  à  deux  faisceaux  différents  dont  les  rayons  satisfont  à 
cette  relation. 

Les  figures  présentant  la  correspondance  que  nous  venons 
d'étudier  s'appellent  figures  projecHves.  On  trouve  dans  les 
Leçons  sur  la  géométrie  de  Clebsch  une  autre  démonstration 
de  ce  principe  de  projectivité  ;  mais  celle  que  nous  venons 
d'exposer  nous  semble  plus  précise. 

Deuœ  figures  projectives  par  rapport  à  une  même  troisième  sont 
projeclives  entre  elles.  —  Les  éléments  correspondants  de  la 
première  et  de  la  troisième  figure  ont,  en  effet,  môme  para- 
mètre ;  il  en  est  do  même  des  éléments  correspondants  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  figure;  ces  éléments  sont  donc 
aussi  correspondants  dans  la  première  et  la  deuxième  figure, 

comme  ayant  même  paramètre. 

(A  suivre,) 
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QUESTION  213 

fiolatloK  par  M.  Liéosois,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Soit  Véquation  à  cœffieients  positifs, 

X™  —  a^x™  -  <  +  a,x"^  -  *  —  a,x™  -'+... 
+  (—  i)Papxm-  1  4.  .., 

/{ y  aura  des  racines  imaginaires  si  Vune  des  cmvdiiiom  sui- 

m —  I        . 

vantes  est  remplie,     a-  >  — a* 

I  .  2  .  m 

(m—  i)(m  — 2) 
I  .  2  .  3  .  m* 


a   >  (m— i)(m~a)..,(m  — p+i)^^ 
^                 I  .  2  . .  •  p  .  mP  -  < 
(IjaurerU.) 

Les  coefficients  (i^,  a,,  ...  Op  étant  positifs,  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  ne  présente  que  des  Tftria- 
tiens.  La  transformée  en  —  x  ne  présente  que  des  perma- 
nences. Donc  l'équation  proposée  n'admet  pas  de  racines 
négatives.  Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  elles  sont  posi- 
tives. Supposons  qu'elle  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  soient 
a?!,  x^  •••  cCm  ses  racines. 

On  a  a?i  +  ^t  +  •  •  •  +  ^m  =  «1 

a^X^X^  ...  Xm  =  (—  l)^-^^  Om 

Si  nous  considérons  x^^  cCg,  Xm  comme  ayant  une  somme 
constante  a^  le  produit  de  ces  m  quantités  sera  maximum 
quand  elles  seront  toutes  égales  entre  elles.  Le  maximum 

(a*  \"* 
) 

Or,  ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  égales,  car  le  premier 
membre  de  l'équation  donnée  serait  le  développement  de  la 
puissance  m^^  d'un  binôme,  ce  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 
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(a*  \^ 
j 

quand  toutes  les  racines  sont  réelles. 


Si  Ton  avait  Om  > 


iiff 


c'est  qu'il  y  aurait  des  racines  imaginaires. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  d'ordre  m  —  p  et  égalons- 
la  à  zéro,  nous  aurons 

m{m  —  i)  . . .  (p  -j-  i)a;  —  (m  —  i){m  —  2)p  ai  asP  -  <  +  . . . 

+  ( —  i)P  (w*  —  p)  . . .  2  .  I  .  ap  =  o 
Cette  équation  ne  peut  avoir  de  racines  négatives.  Si  elle 
avait  toutes  ses  racines  réelles,  elles  seraient  positives  et 
Ton  aurait» 

I  .  2  . . .  p  /      P      V 

^''m(m-,)...(m-p+o  <{i;r=T)  «^ 

(m—  i)  ...  (m  —  P  +  i) 

ou  a»  < ^ i— ! — -  ajp 

'  I  ,  2  .  p  .  wiP  -  ^ 

Si  donc  Ton  a 

n   ^    (m—  i)  ...  m  — (p+  i)   ^^ 

'^  I    .   2   .    .  .  .  p   .  WP  -  < 

c'est  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Puisque  /"»  -  p  =  o  a  des  racines  imaginaires  4/*"»  -  p  +  « 
=  G  a  aussi  des  racines  imaginaires  et  ainsi  de  suite  en 
remontant  f{x)  a  des  racines  imaginaires. 

Si  nous  faisons  p  =  2,  nous  aurons 

m  —  I 

I    .    2    .  .  .   tTl        ^ 

Si  nous  faisons  p  =  3,  nous  aurons 

(m —  i)(m  —  2) 
I  .  2  .  3  •  m*       ^ 

Nota.  —  A  résolu  la  même  question  :  M.  du  Motel,  du  lycée  Saint-Louis 
(daase  de  M.  Lucas). 


—  88  — 


QUESTION  226 

SolntloM  par  M.  Le  Pont,  élève  du  Lycée  Saint-Louis 

(classe  de  M.  E.  Lucas). 


Démontrer  que  si  Von  a  la  relation 

(ny  +  (gm)  '  +  (huf  =  o, 

les  deux  coniques         fyz  +  gzx  +  hxy  =  o, 

v'îx'-f  V^  +  yfnz  =  o. 
sont  tangentes.  Trouvei^  les  coordonnées  de  leur  point  de  contact. 

Les  équations  des  tangentes  aux  deux  coniques  au  poinl 
X,  Y,  Z,  sont 

X(j?5  +  h)  +  Y(to  +  fz)  -yZify  +  ffx)  =  o, 

\x  Yy  Y^ 

Idenlifiant  ces  deux  équations,  nous  aurons  les  égalités 

x(gz  '\-Jin)    _    yihx  +  fz)    __    z(fy  -fga?) 

six  \tny  ynz 

ou  /îy^    _   g^^  ■__    ^^ 

ylx  f  my         /ns 

ou  en  divisant  par  xyz 

f    ^     9_^      h 
xyix          î/vmy        zynz 
fl        gm       hn 

(te)*  (wij/)*  (nz)* 


ou 


par  suite  ML  ^  (jj^.  ^  0^ 

y  te  yfmy  >Jnz 

et  comme  >/te  +  ymy  +  r  wa  =  o, 

on  a  aussi       (/7)'*  +  (ff"*)'  +  (*^)'  =  ^* 


—  89  — 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

/■  9  A 

m  n 

Nota.  —   M.  Simon,  élève  du  lycée  Saint-Louis  [classe  de  M.  Lucas),  a 
résolu  également  cette  question. 


QUESTION  265 

Molnllon  par  M.  Ybrnat,  du  Lycée  de  Lyon. 


[X  "î"»      r  y  "1"* 
—  I  +  j  "T-- 1   =  ï  ?   on  mène  en 

unpoint  M  de  cette  œurbe  une  tangente  qui  rencontre  les  axes  de 
coordonnées  en  A  et  B.  On  achève  le  rectangle  ayant  pour  côtés 
Ok  et  OB;soit  M'  le  sommet  opposé  à  0.  On  propose  de  trouver 
le  l'eu  décrit  par  M'  qiuind  M  décrit  la  courbe  donnée. 
Cela   fait,   on  projette  un  point    quelconque  de  la   courbe 

I  —  I  +  I  "T"  I  =  ï  ^^^  '^*  ^^^*  en  G  et  D  ;   on  joint  CD  ; 
trouver  immédiatement  l*enveloppe  de  CD. 

Soit  M(aj',î/')  un  point  de  la  courbe  I  -^  l-f-j  -^  1=  i    (1). 
Ce  point  satisfait  à  la  relation 

[fr+[4r='       "'■ 

La  tangente  en  ce  point  est [-     .^     =  i. 

En  faisant  t/  =  o      puis  a?  =  o,  on  obtient  les  coordon- 

am 
x  =  — ; 

nées  du  point  M*     (2)       {  . 


"  «'m  —  1 

Ëliminons  ce'  et  t/'  entre  les  équations  (1)'  et  (i)  on  a  pour 
lieu  du  point  M'. 


m  m 


[r]"-+m""'='      <" 
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2**  On  considère  la  courbe  1  —  1  "^  I  ^   I    =  ^  ®t  ^^  pr<>- 

pose  de  trouver  l'enveloppe  de  CD.  C'est  le  problème  précé- 
dent renversé.  On  connaît  l'équation  (3)  et  il  s'agit  d'en 
déduire  l'équation  (1). 

On  voit,  en  posant»  = ,  d'oh    m  =  — - — ,  que 

'^         m  —  I  p  —  I     ^ 

l'enveloppe  cherchée  a  pour  équation 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Gilly,  à  Montpellier;  Cardot, 
à  Nancy;  Boudénes,  à  Grenoble;  Baron,  lycée  Henri  IV. 


QUESTION  271 

9ol«lios  par  M.  Andribuz,  élève  du  Lycée  de  Rouen. 


Trouver*  le  coefficient  du  terme  en  xp  dans  le  développement 
suivant  :         (  i  -j-  x  +  x*  -)-  x'  +  •  •  •  ^°  ~  ^)*« 

Supposons  d'abord  que  ce  terme  se  trouve  entre  i  et  xP-^ 
on  a  à  faire  le  produit 

i+aî  +  a?*  +  a?'+*  .  .  -j-  cùp  +.  ..+a5»  —  < 

on  multiplie  les  termes  de  la  première  ligne  successivement 
par  ceux  de  la  seconde  ;  considérons  le  terme  en  cciP  . 

Tous  les  termes  de  la  seconde  ligne  compris  entre  i  in- 
clusivement et  xP  en  donnent  chacun  un  qui  résulte  de 
l'addition  des  exposants  pour  former  p,  ainsi  i  en  donne 
un  multiplié  par  œP  ^  xen  donne  un  multiplié  par  xp  -  *^ 
X*  par  o^  -  *  et  ainsi  de  suite  ;  or  comme  il  y  a  p  +  i  termes 
le  coefficient  de  xp  est  (p  -j-  i).  Il  n'y  a  que  les  termes  qui 
ont  des  exposants  inférieurs  à  p  qui  puissent  donner  xp  par 
une  multiplication,  puisqu'on  ajoute  les  exposants  et  cha- 
cun ne  peut  en  donner  qu'un,  car  avec  un  nombre  donné 
il  n'y  a  qu'une  manière  d'avoir  p. 
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Supposons  maintenant  que  le  terme  en  xp  soit  en  dehors 
de(i  -|-a?4-  .  .  .  +£C«-  <). 

I  +  oî  +  a;«  -f-  .  .  .  +  x«  +  <  I  +  •  •  •  '  +XP 
Si  on  ne  considérait  pas  le  développement  jusqu'à  x'^  -  * 

le  coefficient  de  xp  serait  p  4"  <  9  ™^î^  ^^^'^  ^^  ^^^  9^^  ^^^^ 
occupe  le  coefficient  est  trop  fort,  car  on  a  ajouté  en  trop  des 
termes  qui  résultent  de  la  multiplication  des  (p  +  i  —  n) 
premiers  termes  de  la  seconde  ligne  par  les  (p  +  i  —  n) 
termes  de  la  première  qui  suivent  a?»  -  ^  et  des  (p  +  i  —  n) 
derniers  termes  de  la  première  ligne  par  les  (p  +  ï  —  w) 
premiers  termes  de  la  première  ligne,  donc  le  coefficient  de 
xP  est  p  -j-  2  —  2(p  +  !  —  n)  =  2n  —  (p  +  i). 

n  faut  évidemment  que  xP  se  trouve  dans  les  n  termes  qui 
suivent  a?»  -  *  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  de  termes  en  xp 
dans  le  développement. 


QUESTION  274 

ti«lvti«A  por  H.  61NO-L0&IA,  à  Mantoue  (Italie). 


Etant  donné  l'arc  2a,  effectuer  la  somme  S  déterminée  par  la 
formule 

S  =  3  +  sin*  a  -f  ^^*  a  +  **'*'  *  +  ^**  *  +  ••• 

-f-  «Vi*n  a  -j-  coê^  a  -j-  ••• 

La  série  donnée  peut  s'écrire 

S  =5  I  -j-  sin"  a  -j-  sin*  a  +  «li*  a  +  . . .  sln»»  a 
-(-  I  +  cos*  a  -f*  cos*  <i  4"  cos*  o  4"  •  •  •  cos«*  a 
«  1,1  sin*  a  +  cos"  a 

ou  S  = : =   — : • , 

I  —  sin*  a  I  —  C08*  a  sm'  a  .  cos*  a 

d'oU  S  = r-r^ : —  =  4  coséc*  20. 

4  sin*  a  cos*  a       ^ 

Nota.  —  Ont  résolu  La  même  question  :  MM.  Boulogne,  de  Lille;  Joly,  de 
Tarbes;  Doguillon,  du  lyeée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépioay.) 
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QUESTIONS   PROPOSÉES 


KathémaUques  élémentaires. 

290.  —  Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  da  péri> 
mètre  aux  diamètres  des  trois  cercles  ex-inscrits  sont 
exprimés  par  des  nombres  entiers  est  rectangle.  Dire  la 
forme  de  ce  triangle.  (Geoffroy.) 

300.  —  On  donne  dans  une  circonférence  0  une  corde 
CD  et  un  diamètre  AB.  Déterminer  un  point  M  sur  la  cir- 
conférence» de  telle  manière  que  les  lignes  MG  et  MD 
dclerminent  sur  le  diamètre  ÂB  des  segments  OU  et  01 
dont  le  rapport  soit  égal  à  un  rapport  donné.        (Delpit,) 

301.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  la 
médiane  et  la  bissectrice  partant  du  sommet  de  l'angle. 

(Desmens, } 

302.  —  Étant  donné  un  segment  de  cercle  ACB,  G  étant 
le  milieu  de  Tare  du  segment,  on  décrit  sur  les  droites  AC 
et  BC  des  circonférences  qui  se  coupent  sous  un  angle  égal 
à  Tangle  dont  le  segment  est  capable.  Quel  est  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  de  ces  circonférences  ?    (Desmons.) 

303.  —  On  donne  un  cercle,  et  un  point  fixe  P,  intérieur 
au  cercle.  On  demande  :  1®  quel  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques du  point  P  par  rapport  aux  quadrilatères  inscrits 
ABCD,'  dont  les  diagonales  sont  rectangulaires  et  passent 
par  le  point  P;  2®  quel  est  le  lieu  dçs  sommets  des  quadri- 
latères obtenus  en  menant  parles  soiàmets  des  quadrilatères 
ABCD  des  parallèles  aux  diagonales.  (Desmons,) 

304.  —  On  donne  deux  cercles  0  et  0',  et  on  mène  une 
sécante  SAA'  par  un  centre  de  similitude  S.  Par  les  points 
antihomologues  A  et  A',  on  mène  les  rayons  OA  et  O'A'  qui 
se  coupent  en  I,  de  mônie  les  tangentes  respectives  AH, 
AH,  qui  se  coupent  en  H.  On  joint  SH  et  SI,  S'  étant  le 
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second  centre  de  similitude.  On  demande  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  droites  SH  et  SI.  Si  Ton  prend  pour  centre 
d'inversion  le  point  S  el  pour  module  d'inversion  un  module 
tel  que  chaque  circonférence  se  change  dans  l'autre,  on 
demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  Taxe  radical  des 
deux  cercles-  (Desmons.) 

305.  —  On  donne  un  cercle  0,  et  par  le  centre  de  ce  cercle 

on   mène   deux    rayons  rectangulaires   OA  et  OB;  par  les 

extrémités  de  ces  rayons  on  mène  deux  droites  parallèles  à 

deux  directions  fixes  et  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se 

coupent  en  an  point  I  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le 

système  AOB  tourne  autour  du  point  0. 

(De  Longchamps,) 

306.  —  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  ABC,  on 
mène  une  sécante  AL  ;  on  i)rcnd  le  symétrique  M  du  point  C 
par  rapport  à  la  droite  AL,  et  on  mène  la  droite  BM»  qui 
coupe  AL  en  P.  Lieu  du  point  P  lorsque  AL  tourne  autour  du 
point  A.  *  (MalloizeL) 

Mathématiques  spéciales. 

307.  —  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

a     .. 

x^ 

a.  Etablir  que  la  dérivée  d'ordre  n  est  égale  au  produit 
de  la  fonction  elle-même  par  un  polynôme  entier  en  a;,  Pn , 
du  degré  n; 

6.  Démontrer  que  entre  les  divers  polynômes  P  existent 
les  relations  suivantes  : 

P«  =  P'«  _  I  +  axVn  -  1 

P  n  =  naPn  -  i 
P»  -  ^  —  axPn —  naVn  -  <  =  o. 
F'n-f-axPn— naP  =o; 

c.  Démontrer  que,  si  a  est  négatif,  l'équation  P,»  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles  ; 

d.  Former  le  polynôme  Pn ,  en  se  servant  de  la  troisième 
relation. 
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308.  —  a  et  6  étant  deux  quantités  réelles,  on  considère 
la  fonction  y  =^  (x —  o)"»(a?  —  6y*; 

On  demande  coinbien  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
la  dérivée  m™^  de  y  a  de  racines  réelles. 

300.  —  Étudier  la  série 

X     ,     x(x  —  i)  x{x —  i)(x  —  2) 

—  +  ^5  +  3;  +  •    •    • 

310.  —  Sur  une  corde  AB  de  l'ellipse  comme  diamètre,  on 
décrit  un  cercle  qui  coupe  l'ellipse  en  deux  autres  points 
C  et  D.  On  demande  le  lieu  des  points  M  oU  les  sécantes 
communes  AB  et  CD  se  rencontrent,  lorsque  AB  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

311.  —  Par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse,  on  mène  deux 
cordes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  et  coupant 
la  courbe  en  A,  A',  dune  part,  en  B,  B'  d'autre  part  ;  dé- 
montrer que  la  somme  AA'  -}-  BB'  est  constante,  et  trouver 
sa  valeur. 

312.  —  On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  qu'on  peut  lui  circonscrire.  Par 
un  point  P,  extérieur  à  l'ellipse,  on  mène  les  deux  tangentes 
PA  et  PB  à  l'ellipse.  On  prolonge  la  corde  des  contacts  AB 
jusqu'à  sa  rencontre  en  C  et  D  avec  le  cercle.  Faire  voir 
analytiquement  et  géométriquement  que  les  angles  CPA, 
BPD  sont  égaux. 


BIBLIOGRAPHIE 


Leçons  d  algAbrb  élémentairb,  par  M,  Vae^nant,  inspecteur  général  de 
l'inslruction  publique.  —  5*  édition,  —  Parii,  Ubrairie  Delagrave. 

Les  leçons  d'algèbre  dont  nous  signalons  aujourd'hui  une  nouvelle  édition,  ont 
pris  rapidement,  par  suite  de  leurs  qualités,  place  parmi  les  meilleurs  traités 
classiques  que  nous  possédions  actuellement»  Cependant,  les  exigences  des  exa- 
mens, et  principalement  des  programmes  de  Técole  Saint-Gyr,  faisaient  désirer 
plus  de  développement  pour  certaines  questions  ;  aussi  voyons-nous  avec  plaisir 
la  nouvelle  édition  complétée  par  Tétude  de  théories  très  souvent  demandées 
dans  les  examens,  présentées  ici  avec  un  degré  de  rigueur  qui  n'exclut  pas 
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cependant  une  exposition  très  élémentaire,  mise  à  la  portée  de  tous  les 
élères  qui  reulent  travailler  avec  un  peu  d'attention.  Nous  citerons  plus  parti- 
culièrement : 

Les  conditions  pour  qu'un  polynôme  soit  Identiquement  nul,  ou  pour  que 
deux  poljnômes  soient  identiques  ; 

Les  valeurs  d'une  expression  algébrique  qui  prend  des  formes  illusoires  ; 

La  discussion  des  formules  qui  (jermettent  de  résoudre  un  système  de  trois 
équations  à  trois  inconnues  ; 

L'étude  de  la  yariation  de  la  fraction  du  second  degré; 

La  recherche  des  maxima  et  minima  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. 

Nous  avons  la  certitude  que  cet  ouvrage,  étudié  avec  soin  par  les  élèves  de 
mathématiques  élémentaires,  qui  se  préoccuperont  de  faire  les  exercices  gradués 
proposés  à  la  fin  de  chaque  chapitre,  les  mettra  en  état  de  comprendre,  et  de 
pouvoir  résoudre  la  plus  grande  partie  des  difficultés  que  peut  présenter  un 
eiamen,  de  la  force  de  ceux  qu'ils  ont  à  subir. 


EifatENTS  DE  GÉOMÉTRIE,  sutvis  d*un  COMPLÉMENT,  par  M.  Amiot.  —  Nou- 
velle édition  revue  et  augmentée  par  M.  Tlntéjoux,  professeur  au  Lycée 
Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Delagrave, 

Le  succès  légitime  obtenu  par  l'ouvrage  de  M.  Amiot  nous  dispense  d'en 
laire  l'éloge.   Il  est  probable  cependant,  que  l'auteur  ne  lui  aurait  pas  laissé, 
dans  ses  divenes  éditions,  constamment  la  même  forme,  et  qu'il  aurait  apporté 
dans  la  rédaction,  les  modilications  exigées  par  les  changements  mêmes  qu 
s'introduisent  peu  à  peu  dans  renseignement  de  la  géométrie.  Il  était  difficile 
de  tenter  de  se  substituer  à  l'auteur  primitif,  et  de  changer  son  œuvre,  sans 
craindre  d'en  modifier  l'esprit.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  Yintéjoux,  avec  grand 
succès.  Nous  signalerons  en  particulier  son  cinquième  livre,  dans  lequel  il  gé- 
néralise déjà  les  questions  sur  la  droite  et  le  plan  dans  l'espace.  La  partie  la 
I»lus  importante  de  eette  nouvelle  édition  est  certainement  l'introduction,  dans 
le  complément,  de  quelques-unes  des  théories  qui  forment  ce  que  l'on  appelle 
•Qcore  géométrie  moderne^  telles  que  les  transversales,  les  axes  radicaux,  la 
division  harmonique  et  l'inversion.  Ces  diverses  théories  devraient  être  main- 
tenant Goununment  enseignées  en  mathématiques  élémentaires.  Déjà,  dans  le 
corps  de  l'ouvrage  l'auteur  a  donné  plus  de  dévelopi)ements  que  ne  l'avait  lait 
M.  Amiot  dans  les  éditions  précédentes  aux  figures  homothétiques  à  deux  et 
trois  dimensions,  &  la  symétrie  et  aux  propriétés  métriques  des  figures  planes. 
La  lecture  de  cet  ouvrage  nous  fait  vivement  désirer  de  voir  le  professeur, 
qui  a  si  bien  interprété  la  pensée  de  M.  Amiot,  reprendre  et  compléter  un  autre 
ouvrage  du  même  auteur,  maintenant  introuvable,  les  Leçons  nouvelles  de  Géo- 
métrie,  où  précisément  M.  Amiot  avait  étudié  au  point  de  vue  des  élèves,  les 
théories  qui  constituent  la  base  de  la  géométrie  moderne.  Il  nous  semble  qu'en 
disant  entrer  dans  cet  ouvrage  les  modifications  que  le  développement  de  la 
géométrie  a  rendues  nécessaires,  on  pourrait  en  faire  une  bonne  introduction  à 
l'étwi^  de  la  géométrie  supérieure. 


ExRRCiCBS  ET  PROBLÈMES  D  A LGÉBRB,  i>ar  M.  TiMui»  profcsseur  à  revoie 
cantonale  à  LauMmne.  —  Seconde  partie»  ^  Paris,  librairie  Gauthier^ViUars, 
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Cet  ouvrfige,  dont  nous  avons  signalé  autrefois  la  première  [larlie  rompreiid 
des  exerciœs  sur  les  radicaux,  les  équations  du  second  degré,  le  binôme  et  lei 
déterminants.  Les  exemples  numériques  y  sont  très  nombreux;  les  systèmes 
d'équations  simultanées  présentent  parfois  des  difficultés  dans  leurs  solutions. 
Nous  devons  dire  que  nous  aurions  aimé  voir  dans  ce  recueil  un  nombre  plus 
considérable  de  problèmes  proprement  dits,  et  surtout  de  ees  problèmes  si 
intéressants,  tant  par  eux-mêmes  qu'au  point  de  vue  des  examens,  de  l'appli- 
cation de  l'algèbre  aux  questions  de  géométrie.  L'ouvrage  aurait  ainsi  mieux 
répondu  aux  besoins  de  notre  enseignement  en  France. 

A.  M. 


ERRATUM 


La  question  281  doit  être  rectiflée  comme  il  suit  : 
Résoudre  le  système 

+ 


ax  —  by  —  1  t>y  —  ax  —  i  ax  -{-  Ity  —  i 

bx  -T-  (ry  =  m. 

V  N 

Djns  le  numéro  de  Janvier,  page  8,  ligne  9,  au  lieu  de  — ,  il  faut  lire  — 


AVIS 


Nous  n'avons  pas  reçu  la  solution  des  questions  n**  227,  233,  296,  237,  241. 
246,  247,  262.  Nous  prions  nos  lecteurs  de  nous  les  envoyer;  nous  les  prions 
aussi  de  nous  envoyer  les  questions  du  baccalauréat  données  aux  sessions  de 
Juillet  et  de  Novembre. 


Le  Rédacteur-Géranl, 
J.  KCEHLËR. 


IJII*ni)IRRlK  CbKTKALB  DK9  CHKHINS  ÙK  FER.   —    A.  CHAIX   KT  C"", 
RUK   DRRGÎiRK,  20,  A  PARIS.  —  990-1 
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NOUVELLE   METHODE 

POUR  LB  CALCUL 

DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  Ij«  CSeofTroyy 

Répétiteur  à  l'École  Centrale,  Professeur  au  Collège  Chaptal. 

[Suite,  y.  page  49.) 


Nous  avons  exposé,  précédemment,  une  méthode  permet- 
tant d'obtenir  par  des  considérations  élémentaires,  le  déve- 
loppement  du  nombre  tc  en  série  convergente.  Nous  nous 
proposons  d'établir,  par  des  considérations  du  même  ordre 
d'autres  expressions  en  série  de  la  valeur  de  iu. 

Supposons  qu'on  ait  partagé  le  rayon  OB  =  1,  d'une  cir- 
conférence, en  n  parties  égales, 
et  qu'on  ail  mené  paî*  les  points 
de  division   des  parallèles  au 
rayon  OA  perpendiculaire  à  OB. 

Nous  aurons  divisé  ainsi  Tare 


TZ 


ÂB  de  longueur  — -  en  n  divi- 

siens  inégales.  Les  cordes  telles 
que  CD  soutendant  ces  n  arcs 
forment  une  ligne  polygonale 
irrégulière  inscrite,  de  longueur 

TZ 

P,  qui  tend  vers  —   à  la    limite,    c'est-à-dire    lorsque    le 

nombre  n  augmente  indéfiaiment.  Soit  EF  la  division  du 
rayon  OB,  correspondant  à  l'arc  CD.  —  En  menant  01  per- 
pendiculaire à  CD,  IH  perpendiculaire  à  OA,  et  enfin  CG 
parallèle  à  FEnous  avons,  en  raison  des  triangles  semblables 

CDG  et  OIH  ^^  ^^ 


CD 


01 


JOUENAL  Dl  MATH.   1881. 


.     I 


Qi  eoioma  QCè  s£  B£  ûh  aura 

,.      EF         ,.      OH         FD 


EF 
par  conséquent  lim  CD  =  Hm    ^^ 

or  EF  = =  — 

et  FD  =  V/'OÛ*  -  OF*^   =  r  -- & 

en  appelant  p  le  nombre  des  divisions  comptées  de  0  en  F. 

On  aura  donc  : 

I 


lim  CD  = 


iim 


=  lim 


r  n* 


par  co»s4quwt  1q  péfimètç^  P  étant  Is^  fi^mm^.  dea  élé- 
ments tels  que  CD,  on  aura 

p=y   CD  =  -^  -i-  -j=à^  +  ■■ 

^^0  Vn»         Vn«  —  I        rn'  —  2* 

yn«  — (n—  i)* 


1t 

et  çoipme  —  ast  la  limite  de  P,  on  aura 
2 

—  =.  lim 
2 


L '^         Vn"— I        Vn^  -  2»  Kn*— »• 

^n«— (»  —  i)«  J 

Développement  en  «érte  de  la  /toit  te  jMnéeécfento. 
Nous  pouvons  écrire  : 


n«  —  p« 
on  sait  qu'on  a 
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—  -L  ^ 

I  1.2 

-L  -L  -L 

I        2        2        2      ^ 

_i .   _î_.pL  j-  _?    ?_    ^* 

""    n    "^     I    n'    "^      I   .  2      ïP" 

^1.2.3      n'  "^  '  •  • 
Nous  pouvons  donc  écrire,  en  développant  successivement 
chaque  terme  de  la  quanti téj^enlre  crochets 


n  71 


1  î      3 


1 J^   J î L       ,221 

Yn* I      ~"    n    "•      I      n»  V      i  .  2    "n»" 

I      3      5 


j_2_2^j^ 

1.2.3        «'       ' 


Yn*  _  2«  n   "^     I     n»   "^  ~ 


2     n*  ; 

I      3      5 
,2      2      2     2*    j^ 
1.2.3      n'     ' 


I 


=  -r  +  "^-fr  + 


1.  JL  J- 

2    p"         2     2    p* 


Vn* p«  ^  I     n»     "^    I   .  2     n* 

I      3      5 


2      2      2     p* 
1.2.3     n^     ' 


^100  — 

I  I      3 


^n^  —  (n—  i)«         »* 


I      ,      2    (n — 0*1      ^      -     (** —  0* 
I  '       n*  1.2 


n» 


I      3      5 


j^     2       2       2      (n I  )• 

1.2.3  n^ 

Eq  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  obtient,  à 
la  limite 

r  -- 

2  L  2     n'  I    .  2     n* 


+ 


i-  -L  J. 

2        2        2 


1.2.3 

En  désignant  par  S^,  S4,  S,,  etc.  La  somme  des  puissances 
semblables  des  nombres  enliers  de  i  à  n  —  i,  inclusive- 
ment, l'exposant  de  la  puissance  étant  marqué  par  l'indice. 

Or  nous  avons  démontré  précédemment  les  égalités  : 

lim^  =  4  limA=J_ 

n'  3  n*  5 

lim  — ?-  =  —  etc.  . . . 

n'  7 

En  remplaçant  dans  l'expression  de  — ,  il  viendra  : 
JL  J- J-  ^  J_  _L 

7C     2  122  1222  I 

2  I         3  1.2        5l.2.3         7 

.2222         I 

+  ■ 9  r  •  •  • 

1.2.3.4     9 

on  retrouve  la   forme  ordinaire  donnée  à  cette  série  dans 
les  traités  de  calcul  intégral  : 

it    _,!      1,1.  3    II.  3.  5      I 

2  '2     32.45'2.4.6     7 

,     1.3.5.7     I 
2.4.6.8     9 
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Autre  expression  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Au  lieu  de  considérer  la  circonférence  comme  la  limite 
d'une  ligne  polygonale  irrégulière  inscrite,  nous  considére- 
rons la  surface  du  cercle  comme  la  limite  de  l'aire  d'un 
polygone  irrégulier  inscrit. 

Supposons  le  rayon  0A=  i,  partagé  en  n  parties  égales, 
menons  par  les  points  de  division 
des  ordonnées  que  nous  désigne- 
rons successivement  en  partant  du 
point  0,  par  y^,  y^,  t/,,  etc.,  t/n  -  i  ; 
l'indice  exprimant  le  nombre  des 
subdivisions  du  rayon  comptées  du 
point  O,  au  pied  de  l'ordonnée  cor- 
respondante. 

Evaluons  la  somme  des  surfaces 
des  trapèzes  obtenus  en  joignant 
les  extrémités  de  ces  ordonnées  ;  la  limite  de  cette  somme, 
lorsque  n  augmente   indéfiniment,   nous  donnera  l'aire  du 


quart  de  cercle  de  rayon  i ,  c'est-à-dire  la  valeur 


7C 


Les  trapèzes  successifs  ont  pour  hauteur  commune  une 

division  du  rayon,  soit  — ;  la  somme  des  surfaces  S,  de  ces 

n 

trapèzes  est: 

S  —  '  r  yo  +  yi 


=^[ 


[    yi  +  y.   .    y«  +  y»    . 

2  2  T     ••• 

I    yn  -  2  +  y*»  - 1    I    yn  - 1  +  Q 


] 


ou 


>  =  -^[-7"  +  y<  +  »«  +  y»  +  •  •  •  +y»  -  »  +  y»  -  «  J 

Calculons  une  ordonnée  de  rang  quelconque  y^  on  a  : 


yp 


yp 


par  suite  : 

+  V»*  -  (n  -  I)'] 
Développons  en  série  le  terme  général  de  la  parenthèse, 

c'esl-à^lire  yw*  —  p*  • 
On  a 


n*  —  p*   =  (n*  —  p«)  T  =  w -i— 

'^  ^  r  /    •  I        n  I    . 


I 

2 


I 
2 


2 


p6 

n^ 


I 

2 


I 

2 


2 


2 


)8 


—  etc. 


1.2.3        n^  1.2.3.4       ^^ 

Appliquons  cette  formule  à  toas  les  termes  de  la  paren- 
thèse nous  aurons  : 


S  = 


n 
2 

I                I     I 

21          221 

— 

I 
2 

I     3 

2      2 

I 
n» 

2« 

n« 

"in          I  fc  2    n» 

1  I     i 

2  2*        222* 
2     n         i  .  2    n' 

I 
I 
2 

.2.3 

I     3 

2      2 

•    .    • 

I 

.2,3 

•    •   • 

I 

I                î     i 

20»         2    2    p* 
n  —  —  -S--  .— *— —  •*--  • 
in          i  .  2    n' 

— 

I 
2 

I 

1  3 

2  2 
.2.3 

n» 

•       •       • 

*.^«A«**l««é»--'''->-^- 

l                                                                  l 

2     (n — i)*           2 

i          n                I 

I 
2 

• 
I 

2 

I 
2 
2 

(n- 

n» 
3 

2      .(n 

I)* 

* 

1.2.3 


n' 


-m- 

En  multipliant  la  quantité  entre  crochets  par — ,  et  en 

ajoutant  par  colonnes  verticales  on  obtient  : 

I  I      I 

n  —    II  2         Sj  2        2         S4 


S  = 


n  2n  in'  i   .  2      n' 

I      i^    3^  I      I      3      5 

2         2        2  S*  2.2.2.2S' 


1.2.3      n''  1.2.3.4     **' 

Sft  S4,  Se,  ayant  le  même  sens  que  précédemment.  En  passant 
à  la  limite,  c'est-à-dire  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on 

pourra  remplacer  — j->--7-  etc.,  par  leurs  limites  —,  —,  etc. 

on  aura,  à  la  place  de  S  la  valeur  — du  quart  de  cercle;  don 

4 
I  II  I  I         3 

15^^  21  221  2*2*2  1 

4^~  i3  1.25  1.2.3         ~ 

-L  ±  i- J- 
2222       I 

etc. 


1.2.3.4      9 
ou  en  multipliant  les  deux  membres  par  2 

It    II  2t  221 

2  i3  1.2     5  1.2.37 

-L  -L^        _L  JL    -1     X 

222I  22*2*2  1 


"^  *  •  •  CvC» 


1.2.3.  44  1.2.3.4.5  II 

En  calculant  les  huit  premiers  termes,  on  trouve  : 
—  =  1,5799  ...au  lieu  de  1^5707  ...  valeur  véritable. 
Nous  croyons  que  cette  dernière  formule  est  nouvelle. 
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APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  N.  CSiBo-Eiorla 

{Suite,  voir  p.  62.) 


7.  —  (R)  Les  bissectrices  des  angles  A,  B,  C,  d'un  triangle 

coupent  le  ceixle  circonscrit 
aux  points  A^,  B^,  Cf  Calculer 
les  côtés,  les  angles  et  Faire  du 
triangle  k  fi  fi^  en  fonction  des 
éléments  du  triangle  ABC. 

L'angle  A^  (fig.  4}  est  me- 
suré par  la  demi-somme  des 
deux  arcs  ABj,  AG^;  comme 

AB.  =  — AC  et  ACi  =-^  AB 

2  2 

l'angle  A^  sera  égal  à  la  demi- 
somme  des  angles  B,  C.  Nous 

—  (B4.C)  =  -^ ^A. 

2  '  2  2 


aurons  donc  A^  = 
De  même    Bj  = 


2  2 


2  2 


En  appelant  Oi,  ftj,  q,  les  côtés  du  nouveau  triangle,  nous 
a<  b^  Cl 


aurons 


d'oîi 


=  2R. 


cos  —  A 

2 


cos 


B 


cos 


G 


C 


a*  =  2R  cos  — A;     6i  =  2R  cos  — fe:    c.  =  2R  cos  - 

2  2  :* 

et,  si  Si  est  la  surface  du  nouveau  triangle,  on  aura 

S.  =  4R*  cos  — A  cos  — B  cos  — G. 

222 

Remarque.  —  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points 
de  rencontre  des  bissectrices  extérieures  des  angles  du 
triangle  avec  le  cercle  circonscrit,  est  égal  au  précédent* 
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8.  —  (B)  Étant  donné  un  triangle  circonscrit  à  un  cercle,  on 
désigne  par  A^,  B^,  G^,  les  points  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA,  AB;  on  propose  de  calculer  les  côtés,  les  angles  et  la  sur- 
face du  triangle  A^BiC^  en  fonction  des  éléments  du  triangle 
ABC. 

Posons  (fig,  2)  :  Bfi^  =  o^  ;    G^k^  =  b^  ;    AjBi  =  c^. 
Du    triangle    isoscèle    ABiC\    on 
lire  (*) 

a^  =  2{p  —  a)  sin  — A. 

De  même 

b^  =  2(p  —  b)  sin  — B  ; 

Cl  =  2(p  —  c)  sin  — G. 

2  B 

Pour  calculer  les  angles,  considé- 
rons les  triangles  AB^Gi,  BCiA^, 
CÂiB^;  nous  en  tirerons 

ABA  =  A-CA  =  — - — ; 
BGiAi  =  BAjCi  =  ''~      ;     GAjBj  =  CE,  A,  = 


Par  conséquent, 

/T.  — A    ,    Tz  —  B  \        A  +  B 

A,=  JL=lA.;  B,=  ^-» 


G 


2  '  *  2 

En  appelant  S^  Taire  du  nouveau  triangle,  et  en   nous 
rappelant  que 

a*  =  2r  cos  —  A,        o*  ==  2r  cos  —  B 

2  2 

on  aura    S,  =  2r*  cos —  A  cos  —  B  cos  —  G 

2  2  2 

Si  on  veut  Sj  exprimée  au  moyen  des  côtés  ou  trouvera 

S   =—±^— 
*         (a  -f-  6  +  c)  abc 

(•)  Desbovej,  Qiiettions  de  Trigonométrie  rectiligne,  2*  éd.,  p.  2il. 
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9.  —  Étant  d(mné^  un  triangle  et  un  des  cercles  ex-inscrits, 
on  désigne  par  Aa  Ba  Ca  les  points  de  contact  sur  les  côtés 

BC,  CA,  AB.    On  demande  de 

calculer  les  côtéSy   les  angles 

et  la  surface  du  triangle  ka 

Ba  Ga  en  fonction  des  élhnents 

du  triangle  ABC. 

Posons  (fig.S):  Ba  Ga  =  «a  ; 

Go  Aa    =  fea  ;     Aéi  Ba  =  Ca. 

Le  triangle  isoscèle  A  Ba 

Ca  donne  : 

I 
Qa  =  20  sin  — 

2 

de  même 


A 


6a  =  2(p  —  b)  cos  -*•  B; 

2 


C         =  2(p  —  C)  cos 


Des  triangles  isoscèles  ABaCa,  BCaAa.  CAaBa,  on  tire  : 


ÂCaBa  =  ABaCa  = 


TU 


—  A 


BAaCa  =  BGaAa  = 
CBaAa  =  CAaBa  = 


B_ 
2 

G 


et  par  conséquent, 


En  appelant  S»  la  surface  du  nouveau  triangle,  et  en  nous 
rappelant  que  : 


aa  =  2r  cos 


A; 


6a  =  2r  sin  —  B 

2 


on  aura  Sa  =  2r'*  cos  —  A  sin  —  B  sin  - —  G, 

2  2  2 

si  on  veut  Sa  exprimée  au  moyen  des  côtés,  on  trouvera 

s  4S' 

" ~    (  —  a-]-b  +  c)abc' 

0.  —  Nous  avons  trouvé  dans  les  n"  8,  9  : 

4S'  o   ^  4S' 


S,= 


(a  +  b  +  c)  abc  ' 


&.=s 


(  —  a  -\- b -\- c)  abc 
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D'une  maoière  analogue  on  trouyerait  : 

S»  =  . f:  .    .     ;         S=  ^^' 


{a  —  bi-c)abc  '  [a-^  b -^  c)  abc' 

On  lire  donc  ;  -^ 1-  -^ 1-  -^  =  -^— . 

oa  o5  >^c  î^l 

Celte  égalité  donne  le  théorème  qui  suit,  que  nous  croyons 
nouveau  : 

Vinverse  de  Vaire  du  triangle  formé  enjoignant  les  points  de 
contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés  d'un  triangle,  est  égale 
à  la  somme  des  inverses  des  aires  des  triangles  formés  en  joignant 
les  points  de  contact  des  cercles  ex-inscrits, 

11  (R).  —  Si  a,  b,  c,  sont  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on 
propose  de  calculer  les  angles  du  triangle  A^Bfi^  dont  les  côtés 
sont  :  a^  =  a  cos  A;      b^  =  b  cos  B;      c^^^c  cos  G. 

Les  relations  données  peuvent  s'écrire  : 
0^= 2Rsin  A  cos  A  ;  b^^  =  2R  sin  B  cos  B  ;  Ci  =  2R  sin  G  cos  U 
ou    Oj  =  R  sin  2A  ;      ft^  =  R  sin  2B  ;      c^  =  R  sin  2G. 

11  s'ensuit  que: 

ipi  =  Cl  +  61  "^  Cl  ^  R  (sin  2A  +  sin  2B  -f-  sin  2G) 
c'est-à-dire  (*)    pi  =  2R  sin  A  sin  B  sin  G. 

On  a  encore 

2(p4  —  aj  =  R  (  —  sin  2A  +  sin  2B  -f-  sin  2G), 
d'oli  (**)  pi  —  a^=  2R  sin  A  cos  B  cos  C, 

De  même  : 
Pi  —  61  =1 2R  cos  A  sin  B  cos  C  ;  pi  —  c^  =  2R  cos  A  cos  B  siu  G. 

On  déduit  donc  : 

donc  Al  =  7t  —  2A. 

D'une  manière  analogue  : 

Bi  =  w  —  2B  ;      Cl  =  7c  —  2C. 

12  (R).  —  Les  hauteurs  du  triangle  ABC  coupent  le  cercle 
circonscrit  aux  points  Ai,  Bi,  Gj.  Calculer  les  angles^  les  côtés 


Cl  Desboves,  Questions  de  Trigonométrie,  p.  il9 
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et  la  surface  du  triangle  A^B^(\  en  fonction  des  éléments  du 

triangle  ABC. 

On  a  (Fig,  4.)  : 
Al  =  G4A1A  +  B,A,A  =  C,GA 

De  même  on  aurait  : 

Bi=7t—    2B;  Qi=TZ  —   2C 

Les  côlés  «1,  61,  Cl,  du  nouveau 
triangle  seront  donnés  par  les 
relations  : 
bi  Cl 


a, 


=  2R; 


sin  (tc  —  2A)  sin  (x  —  2B)  sin  (^  —  2C) 

d'oii  l'on  déduit  : 

61  =  2R  sin  2A;       61  =  2R  sin  2B  ;      c^  =  2R  sin  2(\ 
La  surface   Sj   du  triangle    AjBiCi  sera   donnée   par  la 
relation  Sj  ==  2R*  sin  2A  sin  2B  sin  2C. 

Remarque. —  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  triangle  dont 
les  côtés  sont  a  cos  A,  6  cos  B,  c  cos  G  (n°  11)  n'est  autre  que  le 

triangle  A'FG'  (fig,  5)  formé 
en  joignant  les  pieds  des 
hauteurs.  Si  nous  appelons 
AiB^Ci  les  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  avec  le 
cercle  circonscrit,  et  si  nous 
nous  rappelons  le  résultat 
obtenu  aux  n<*'  11, 12,  nous 
déduirons  que  les  triangles 
A'BC,  AiBiCi  sont  sembla- 
bles. Mais  ils  sont  aussi 
homologiques,  donc  ils  sont 
homothétiques.  Or  les  deux 
angles  ACCi  ABB^  sont  égaux  comme  suppléments  du  môme 
angle,  donc  les  arcs  AB^,  AOj  sont  égaux,  et  la  droite  AA^ 
est  la  bissectrice  de  l'angle  A^.  AA^  est  par  conséquent  la 
bissectrice  de  l'angle  A'  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux 
de  l'angle  k^.  De  même  on  prouverait  que  les  droites  BB„ 
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CCj  sont  les  bissectrices  des  aDgIes  B',  G'.  Nous  arrivons  donc 
au  théorème  bien  connu  ;  l^s  hauteurs  d'un  triangle  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  formé  en  joignant  leurs  pieds. 

(A  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 


Problème  I.  —  Exprimer  le  volume  du  parallélipipéde  en 
fonction  des  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles 
qu'elles  font  entre  elles. 

Nous  supposons  connus,  dans  le  parallélépipède  les  trois 
arêtes  BA  =  a,  BH  =  6,  BC  =  c. 

cl  les  angles  ABH  =  y,  ABC  =  g,  CBH  =  a. 

Considérons  la  section  droite  ALMN,  perpendiculaire  à 
larête  BG;  le  vo- 
lume du  solide  est 
égal  au  produit 
de  celte  section 
droite  par  Tarôle 
BC.  Or,  la  surface 
de  la  section  a 
pour  expression 
ALxLM  sin  ALM. 

Il  faut  donc  ex- 
primer, au  moyen 
des  données,  les 
quantités  AL,  LM 
et  l'angle  ALM. 

*0n  a  d'abord 

AL  =  a  sin  ^; 

LM  =  6  sin  a  ; 

puis,  l'angle  ALM  sera  déterminé  si  je   puis   connaître  le 
côté  AM. 

Or,  d'une  part,  le  triangle  ALM  donue 

AM«  =  AL*  +  LM«  —  2AL  .  LM  .  cos  ALM  ; 


—  no  — 

d'çiutro  part  ou  a,  par  le  triangle  rectangle  AHH  : 

AM»  =  AH«  —  HM*. 
On  a  facilement  les  deux  égalités  soiyantes  : 

AH*  =  a*  -|-  6*  —  2ab  cos  y 
HM  =  a  cos  p  —  6  cos  a. 
Donc,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  AM'  que  l'on  obtient 
ainsi,  on  a 

a*  sin  p  +  6*  sin*  a  —  2ab  sin  a  sîn  p  cos  ALM 
=  a"  +  ft*  —  2ab  cos  y  —  (a  cos  p  —  6  cos  a)" 
En  réduisant,  on  trouve  : 

sin  a  sin  p  cos  ALM  =  cos  y  —  cos  a  cos  p. 
D'oîi  l'on  tire  facilement  : 

.      *  T  »r        1/  sin*  a  sin*  6  —  (cos  v  —  cos  a  cos  6)« 

sin  ALM  =  r £— ^-1 i-— ^^' 

'  sm*  a  sm*  p 

Or,  le  numérateur  de  cette  expression  peut  s'écrire  comiike 

il  suit  : 

(cos  Y  +  sin  asin  p  —  cosa  cos  p)  (sin  a  sin  p  +  cos  acosp — cosy) 

ou  encore  : 

[cos  y  —  cos  (a  +  P)]  [cos  (a  —  p)  —  COS  y], 

ce  que  l'on  peut  écrire  : 

4sin  (*Jl±l)sin(î+Ê=:l)8in(l^^)sin(H:IIlfi). 

Par  suite,  si  Ton  fait  sortir  le  dénominateur  du  radical,  ei 

V  1  ^L  LM  . 

que  1  on  remplace  — : par  a,  — : par  o,   on   trouve 

^  ^  sm  p    ^  sin  a     *^ 

pour  l'expression  cherchée  du  volume  : 

\T       I.  l/  •  *+P+Y  •  *+?— Y  •  P+r— a  .  r-f-«— ? 

V=2a6cr  sin        ^      'sin  — î-^- — -sm'^      *        sm-^ î- 

r  2  2  2  2 

Pz^oblème  IX.  —  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  en  fbnc^ 
tion  de  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles. 

On  déduit  facilement  ce  volume  du  précédent^  dont  il  est 
la  sixième  partie.  Si  on  veut  le  trouver  directement,  on 
Construira  le  prisme  ayant  pour  base  une  des  faCes  du  té- 
traèdre contenant  deux  des  arêtes  données,  et  ses  arêtes 
latérales,  égales  et  parallèles  à  la  troisième  arête.  Puis,  on 


-H\  - 

cherchera  comme  précédemment  la  section  droite  de  ce 
prisme;  on  continuera  le  calcul  comme  nous  l'ayons  fait  plus 
haut,  et  on  trouvera  en  définilive,  pour  le  tétraèdre  qui  est 
le  tiers  du  prisme  : 

V  =  -r-û6c  y  sin —  '^        sm  — ^-î- — i-sinî— !-^ sm— ^-^ — ~. 

3        '  2  2  2  2 

QUESTIONS  D'EXAMEN 


l.  —  Qn  0  d^WQ  droites  rectangulaires  Qx,  Oj;  par  un  point  B 
de  Ox,  on  wene  une  parallèle  BD  à  Oy,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  D  avec  une  parallèle  CD  à  Ox,  menée  par  y,n  point  G  de 
O7;  par  2e  point  D  on  m^rie  une  sécante  MDN,  9111  détermine 
deux  triangles  BDM,  GDN.  On  demande  la  position  de  la  droite 
MDNy  pour  laquelle  la  somme  des  deux  triangles  est  minima. 

Nous  prendrons  pour  incounuea  les  segmenta  déterminés 
sur  les  droites  Ox  et  Oy  par  la  droite  MDN  ;  nous  poserons 
donc  ON  =  y;  OM  =  a;, 

puis  OB  =  a;  OC  =  6,      • 

Il  eat  fe^cile  de  voir  que  les  deux  quantités  a;  et  y  sont 
liées  par  la  relation 

—  4-  —  =  I 

La  somme  des  surfaces  des  deux  triangles  est 

«(»  —  *)  +  à{x  —  a) 
ou  ay  -^  bx  —  206. 

Or,  ^'après  la  première  relation,  ou  a 

ay  4-  kc  =  xy. 
ponC;  l'expression  dont  on  cherche  le  minimum  est 

xy  —  2aby 


ou  ab 


(■T-^-4 


X  t/ 

La  quantité  —  .  -^  passe  par  un  minimum  lorsque  son 
inyerse   passe  par    un   minimum»  et  puisque    la   aeiaïae 


—  H2  — 

1 est  constante,  le  produit  sera  maximum  quand 

X  y 

a  b 

on  aura  :  = 

X  y 

c'est-à-dire  que  la  droite  cherchée  sera  parallèle  à  BC. 

IL  —  Un  nombre  étant  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  le 
décomposer  en  une  différence  de  deux  carrés. 

Il  suffit  de  supposer  le  nombre  n'ayant  que  des  facteurs 
premiers  à  la  première  puissance,  car  si  un  facteur  premier 
entre  avec  une  puissance  paire,  on  le  mettra  en  facteur. 
S'il  entre  avec  une  puissance  impaire  2n  -f-  i,  on  mettra 
en  facteur  la  puissance  2n  de  ce  facteur  premier;  il  est  bien 
évident  en  effet  que  si  a*  —  6*  est  une  différence  de  carrés, 
il  en  sera  de  même  de      p\a^ —  6*). 

Cela  posé,  si  je  décompose  le  nombre  en  un  produit  de 
deux  facteurs,  qui  seront  premiers  entre  eux,  j'ai  facilement 
une  solution  de  la  question,  puisque  j'ai  identiquement  en 
appelant  A  et  B  ces  deux  facteurs  : 

AB  =  (^  +  ^)'  _  (^  -  ")'  . 
4  4 

Si  le  facteur  2  n'est  pas  affecté  d'un  exposant  impair,  les 

deux  facteurs  A  et  B  seront  tous  deux  impairs,  et  les  deux 
carrés  seront  entiers  ;  dans  le  cas  contraire,  ils  seront  frac- 
tionnaires, mais  le  dénominateur  4  peut  disparaître,  si  le 
facteur  2  entre  dans  le  facteur  carré  parfait  que  nous  avons 
négligé. 

On  peut  se  demander  combien  il  y  a  de  solutions  au  pro- 
blème. Il  est  évident  qu'il  y  en  a  autant  que  l'on  peut  former 
de  facteurs  de  la  forme  A  et  B  ;  et,  puisque  l'un  de  ces 
facteurs  donne  immédiatement  l'autre,  on  voit  que  le  nombre 
des  solutions  est  la  moitié  de  la  somme  des  nombres  de  com- 
binaisons que  l'on  peut  former  avec  k  objets  pris  i  à  i, 
2  à  2,  .  «  .  y  k  étant  le  nombre  des  facteurs  qui  entrent 
avec  un  exposant  impair.  Par  suite,  le  nombre  de  solutions 
cherchées  est  2*  -  S  car  il  faut  compter  la  solution  obtenue 
en  prenant  tous  les  facteurs  pour  former  l'un  des  facteurs  du 
produit;  l'autre  étant  l'unité. 
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3.  Étant  donné  un  secteur  AOB  ilont  Vun  des  côtés  est  horizon  lai , 
trouver  sur  l'arc  AB  un  point  M  tel  quen  méfiant  ME  parallèle 
à  OA,  et  rencontrant  OB  en  E,  et  par  les  points  M,  E,  des 
perpendiculaires  MM',  EE'  à  OA,  la  figure  ME  E'M'  soit  un 
carré,  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soit  a  l'angle  du  secteur,  x  Taugle  AOM.  On  a  d'abord, 
en  prenant  le  rayon  pour  unité, 

MM'  :=  sin  a; 
puis,   le   triangle  MEO,    dans   lequel   Tangle  MEO   est  le 
supplément  de  a,  donne 

ME    sin  (a  —  X) 

MO  sin  a 

Donc  réquation  du  problème  est 

sin  a  sin  x  =  sin   (x  —  x) 

On  en  tire  tg  a;  =  -: ; . 

sina-f-  cos  a 

4.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  P  sur  la  base  BG; 
on  demande  de  mener  une  parallèle  MN  à  BG,  qui  rencontre  les 
côtés  AB  et  AC  aux  points  M  et  N,  de  telle  sorte  que  l'ajigle 
MPN  soit  droit,  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Menons  la  médiane  AD  du  triangle  ABC;  elle  rencontre 
la  ligne  inconnue  MN  en  son  milieu  H,  et  on  a  PH  =  HM, 
puisque  le  triangle  MPN  est  rectangle  en  P.  Prenons  pour 
inconnue  AH  =x;  l'angle  DAP  est  connu,  appelons  le  a* 
le  triangle  HAP  nous  donne 

PH*  =  a?"  +  PA«  —  2PA  .  a?  cos  a; 
d'autre  part,  on  a,  w  étant  la  médiane,  a  le  côté  BG 

2HM    X 

a  m  ' 

ax 


d'où  HM  =  PH  = 

2m 

l'équation  du  problème  est  donc,  en  appelant  d  la  distance 

PA  ^â-=  œ'  +  d»  —  2dx  cos  a 

ou  sous  forme  entière 

(a*  —  4m*)x*  +  8rfm"  cos  a  .  a?  —  4d*w'  =  o. 

JOURNAL  DB  MATH. 1881.  g 
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On  reconnaîtra  que  Téqualion  a  deux  racines  de  signe 
contraire  si  a*  —  4»i*  est  positif;  les  racines  sont  de  même 
signe  lorsque  a*  —  4m*  est  négatif.  L'équation  s'abaisse 
au  premier  degré  si  a^  —  4W^  est  nul;  or,  on  sait  que 
a^  —  4m*  est  positif  si  l'angle  A  est  obtus,  négatif  s'il  est 
aigu,  nul  si  l'angle  est  droit.  On  peut  donc  facilement  Toir, 
d'après  la  valeur  de  l'angle  en  A,  les  différentes  solutions 
du  problème. 

Nous  indiquerons  ici  une  construction  géométrique  de 
la  Ggure,  construction  que  nous  avons  trouvée  signalée 
dans  un  journal  américain  (the  Mathematical  Visitor)  et  qui 
donne  les  particularités  de  la  solution  algébrique:  sur  la 
base  BG  comme  diamètre,  nous  décrivons  une  circonférence  ; 
nous  cherchons  l'intersection  I  de  la  ligne  AP  avec  cette 
circonférence;  la  droite  DI  et  la  droite  PH  sont  parallèles, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  car  on  a  bien 

2PH   __    x_^ 

a  m 

On  verra  facilement  que  : 

Si  l'angle  A  est  aigu,  la  ligne  AP  rencontre  la  circon- 
férence en  deux  points  situés  du  môme  côté  du  point  A,  et 
que  l'on  en  déduira  deux  positions  de  H,  aussi  du  même 
de  A;  si  l'angle  est  obtus,  l'un  des  points  d'intersection  se 
trouvera  sur  le  prolongement  de  AP;  enfin,  si  l'angle  est 
droit,  l'un  des  points  d'intersection  sera  en  A  et  si  par  le 
point  P  on  mène  une  parallèle  au  rayon,  qui  est  alors  DA, 
on  n'aura  plus  d'intersection  avec  la  médiane. 

5.  Étant  donné  un  demi-cercle,  on  demande  de  mener  une  corde 
parallèle  au  diamètre  qui  soit  vue  sous  un  angle  droit  d'un 
point  P  pris  sur  le  diamètre  du  cerde. 

Nous  prendrons  pour  inconnues  la  distance  x  du  centre  du 
cercle  à  la  corde  cherchée,  et  la  demi-corde  y  ;  on  a  donc 
d'abord  •     x*  -{-  y*  =  r^ 

puis  la  distance  du  point  P  au  milieu  de  la  corde  étant 
égale  à  la  moitié  de  cette  corde,  puisque  l'angle  est  droit, 
on  a  aussi  x*  +  d*  =  j/" 

d  étant  Ijt  dislance  du  point  au  centre. 
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On  en  lire  facilement 

qui  est  Téquation  du  problème.  On  voit  qu*il  faut  que  l'on 
ait  rf*  <  r*. 

6.  Etant  donné  tin  cercle  0,  et  deux  points  A  et  B  sur  un  dia- 
mètre^ run  A  intérieur  y  Vautre  B  extérieur  au  cercle,  mener  par 
B  une  corde  telle  que  la^  partie  interceptée  soit  vue  du  point  A 
sous  un  angle  droit. 

Je  prends  pour  inconnues  Tangle  que  fait  avec  le  dia- 
mètre OAB  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  corde, 
cette  perpendiculaire  et  la  derai-corde  ;  je  pose  en  outre 

OA  =  d;OB  =d'; 
J'ai  les  relations,  puisque  la  distance  du  point  A  au  milieu 
de  la  corde  est  égal  à  la  moitié  de  cette  corde  ; 

y*  =  a;'  +  cf*  —  2^05  cos  z 
y*  :=  r*  —  X*. 
x=  d  cos  z. 
Par  suite  l'équation  devient,  en  éliminant  y  et  cos  s. 


x^  = 


d^(r*  —  d*) 


2{d  —  d) 

Il  faut  donc  que  Ton  ait  d'abord  d  <  r,  pour  que  x  soit 
réel.  Ea  outre,  on  doit  avoir 

d(r^-d')    ^    , 

2(d  —  d)       ^       • 

On  trouve,  en  cherchant  à  résoudre  cette  inégalité  par 
rapport  à  d,  qu'elle  est  toujours  vraie  si  d'  est  extérieur  au 
cercle,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  l'énoncé. 


^UMBdaÉh.^ 


QUESTION  241 

Solution  par  M.  Gallon,  élève  du  lycée  Louis-ie-Grandi 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce 
point  à  deux  cercles  0  et  0'  soient  dans  un  rapport  donné 


ra 


Soient  OA  =  R,  O'B 
MA  m 


-  lit)  — 

r,  M  est  un  point  de  lieu.  On  a 


MB 


n 


Elevant  au  carré  les  deux  membres  de  cette  égalité  et  rem- 
plaçant MA*  et  MB*  par  leurs  valeurs,  on  a 


McT 


n' 


mV*. 


ou  n«  WP  —  m«  HCT*  =  n*R*  - 

Soit  G  un  point  quelconque  pris  sur  00'  et  MD  perpendi- 
culaire à  00'.  On  a 

MO*  =  MU*  +[ÔC*  —  2OC  .  CD 
MO*  =  MC*  -f-  OC*  —  20'G  .  CD 
multiplions  les  deux  membres  delà  première  de  ces  relations 
par  n*,  ceux  de  la  seconde  par  m'  et  retranchons  membre  à 
membre  ;  il  vient 

n«.M()*  —  m*MÔ'*  =  (n«  —  m«)  "MC*  +  n*UC*  —  wHTc* 

—  2GD(n«0G  —  m«0'G). 
Si  Ton  détermine  le  point  G  par  la  condition 

n*OG  =  m»0'G 


ou 


OC 


m' 


(A) 


OC  n» 

le  terme  qui  renferme  CD  disparaît,  et  Ton  a  en  résolvant  par 
rapport  à  MG* 


(B) 


4      m*0'C' — n'OC  +  n*R*  —  mV» 


MC^=: 


n'  — w 


=  constante. 
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Le  lieu  est  donc  un  cercle  décrit  de  G  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  MG.  Le  point  G  étant  déterminé  par  la  re- 
lalioQ  (A). 

Lorsque  i»  =  n,  le  rayon  devient  infini,  le  lieu  est  alors 
Taxe  radical  des  deux  cercles. 

La  relation  (A)  montre  que  OC  et  O'G  sont  deux  segments 
de  môme  sens,  le  point  G  est  donc  toujours  extérieur  à  00'.  On 
voit  en  outre  que  si  w  >  n,  on  a  également  OG  <  O'G.  G'est- 
à-dire  que  si  m  <  n,  G  est  à  droite  de  0,  et  à  gauche  si  m 
est  plus  grand. 

Si  l'on  résolyait  le  problème  en  permutant  m  et  n  et  en 

posant  par  conséquent  -rrrr-  =  — ,   on  trouverait  comme 

MB  m 

lieu  un  cercle  de  centre  G'  symétrique  de  G  par  rapport  au 
milieu  de  00',  mais  de  rayon  différent  de  MG. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur 
de  MG    donnée  par  (B)  soit  positive. 

Remarqvis.  —  M.  Mayon,  du  Lycée  Henri  IV,  tire  de  la 
solution  précédente  la  conséquence  suivante  : 

Etant  donnés  trois  cercles  0,  0',  0",  les  lieux  géométriques 
des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  0  et  0'  d*une  part, 
à  0'  et  O'  de  Pautre,  sont  dans  un  rapport  donné,  et  Vaxe  ra- 
dical des  cercles  Oet  0"  se  coupent  en  un  même  point. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Mayon,  Lapareilié  du  lycée 
Henri  IV  (classe  de  M.  Colas)  ;  Vazou,  au  collège  Ilollin  ;  Al.  Joly,  de  Tarbes  ; 
Bois,  du  lycée  de  Montauban  ;  Bonne  vil  le,  du  lycée  de  Toulouse;  Pierron,  à 
Nantes;  Santol,  à  Perpignan;  Marit,  lycée  Louis  le  Grand;  H.  Bourget  à  Aix. 


QUESTION  251 

^k»lnilon  par  M.  Ch.  Bonneville,  élève  du  Lycée  de  Toulouse. 


On  donne  un  carré  ABCD  et  un  cercle  ayant  pour  centime  le 
sommet  El  de  ce  cercle  et  pour  rayon  le  côté  du  carTé  ;  à  ce  ce^xle 
on  mène  une»  tangente  quelconque  PQ  qui  rencontre  les  côtés 
BC,  CD  du  carré  aux  points  P  et  Q.  Trouver  le  lieu  géométrique 
décrit  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AVQ. 


-   H»  — 

Soient  0  le  centre  du  cercle  dont  il  faut  chercher  le  lieu. 

Posons  BAQ  =.  a,  HAQ  =  ?, 
HAP  =  y,  PAD  =  B. 

Les  droites  AQ  et  AP  sont 
bissectrices  des  angles  HAB, 
HAD. 

Q 

2 

Q. 

2 


On  a   a  -| =  90 


p  + 


=  90 


Y  H =  qo 

2 

P 

8 +  —  =  90 

d'où  (3  -|-  Y  =  a  -f-  8. 

mais  a+^-f"Y"h^=  9^^- 

donc  [^  +  Y  =  43° . 

Soit  OK  la  perpendiculaire  sur  AQ.  Joignons  OQ,  l'angle 
AOQ  =  2APQ,  donc  AOK  =  APQ,  donc  les  triangles  AOK 
et  APH  sont  équiangles  et  PAH  =  OAK  et  PAO  =  HAQ 
=  QAB,  donc 

PAQ  =  OAB  =  45*»,  donc  le  lieu  du  point  0  est  la  diago- 
nale du  carré.  Le  lieu  est  du  reste  la  diagonale  tout  entière 
puisque  tous  les  points  D  et  A  en  font  partie  lorsque  la  tan- 
gente se  confond  avec  les  autres  côtés  du  carré. 

Nota.  —  MM.  Marin,  à  Agen;  Dapuy,  à  Grenoble;  Sanlol,  à  Perpignan ,  ont 
résolu  la  même  question. 


QUESTION  252 

llk>latloii  par  M.  L.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


ABCD  est  un  quadrilatère;  M  e/  N  sont  les  milieux  des  diago^ 
nales  AHC,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les  cercl^  AHB,  CHD 
sê  coupent  en  P,  les  cercles  HBC,  HDA  se  coupent  en  Q.  Démpn- 
trer  que  les  cinq  points  M,  N,  H,  P,  Q  sont  sur  un  même  cerçfç. 
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Par  les  points  P,  H,  Q  on  peut  faire  passer  une  circon- 
férence dont  le 
centre  est  en  o>  oîi 
se  coupent  les 
li^es  qui  joignent 
les  centres  O  et  0', 
0,  et  0/.  Je  dis  que 
cette  circonférence 
passe  par  le  point 
M.  Pour  le  dénaon- 
trer,  joignons  O^,  0  : 
0.0/ ;0V  Oi';0',0i. 

Les  droites  OOi,  0'0\  sont  précisément  les  perpendiculaires 
élevées  sur  les  milieux  F  et  L  des  lignes  AH  et  HL  ;  elles  sont 
donc  parallèles.  De  même  les  deux  lignes  O'iO  et  O'Oj  sont  pa- 
rallèles. Donc  le  quadrilatère  OOiO'O'i  est  unparall61ogramn\e. 
Donc  si  par  le  point  o),  oii  se  coupent  les  diagonales,  on 
mène  une  parallèle  aux  côtés  OOi  et  O'iO',  cette  ligne  par- 
tagera  en  deux  parties  égales  toute  droite  FL  qui  joint  deux 
points  des  côtés  OOj  et  O'jO'.  Donc  le  point  G  est  le  milieu 
de  LF. 

D*un  autre  côté,  la  droite  wG  parallèle  à  0/0'  est  perpen- 
diculaire à  FL  ;  donc  le  point  (o  est  à  égale  distance  de  F 
et  de  L  ;  or  on  a  FL  =  MG 

donc  FM  =  LG  =  HL 

par  suite  <i>H  =  <oM.  Même  démonstration  pour  prouver  que 
la  circonférence  co  passe  par  le  point  N. 

Nota:  —  Cette  question  a  été  résolue  par  M.  Gallon,  élève  du  lycée  Louis- 
le-Grand. 


QUESTION  261 

•olation  pa    M.   Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A  et  B  dans 

GA  à 

son  plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  G  tel  que  — 75-  =  -r- . 

On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circonférence  et  on  le 
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joint  au  point  B.  On  prolonge  BP  jusqu*en  D  de  telle  sorte  que 

-_-—  ==  -L.  On  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de^ 
DB  q 

deux  droites  AP  et  CD  lorsque  le  point  P  décrit  la  circonfé- 
rence donnée. 

Soit  N  le  point  de  rencontre  ;  le  triangle  ABP,  coupé  par 
la  transversale  DMG,  donne 

BC  .  AM  .  GP 


d'où 


DB  .  MP  .  GA 
AM  aq 


MP  bp 

AM  aq 

par  suite  — 


AP  bp  +  aq 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence 
homothétique  à  la  circonférence  donnée,  A  étant  le  centre 

d'homothétie  et  -; — ^ le  rapport  d'homothétie. 

bp  -\-  aq 

Il  est  à  remarquer  que  la  position  et  la  grandeur  de  cette 
circonférence  dépendent  uniquement  de  la  position  du  point 

a      p 
A  et  des  rapports  —-,  -^,  mais  nullement  de  la  position  et 

b      q 

de  la  grandeur  de  la  droite  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  P.  Boulogne,  de  Saint-Quen- 
tin; Van  Aubel,  à  Liège;  Joly,  à  Tarbes;  Perrier,  Prost,  à  Lons-le-Saulnier; 
Chrétien,  au  Havi*e;  Houssette,  à  Amiens;  Cardot,  i  Nancy;  Santol  à  Perpignan. 


QUESTION  268 

Solution  par  M.  A.  Joly.  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Si*?*  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque  comme  diamètre  on 
décrit  des  circonférences  et  on  mène  les  tangentes  communes  à  ces 
circonférences  prises  deux  à  deux. 

Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  invei'ses  des  tangentes 
est  égale  au  carré  de  V inverse  du  ragon  du  cercle  inscrit. 

Désignons  par  /,  m,  n,  les  trois  tangentes  obtenues.  La 
tangente  MN  =  m  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle 


■^■i 
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rectangle  ayant  FE  pour  hypoténuse  et  AF  —  AE  =  HF 
pour  côté  de  Tangle  droit,  on  a  donc 

^  _   o^  _    (c  —  by    _     (a  +  c  —  b){a  —  c  +  h) 

^   ~    4  4         ~  4 

Ou  en  posant  a  -|-  6  +  c  =  2p 

m*  =  (p  —  b)(p  —  c) 

I  p  —  a 


Dès  lors 


m*  (p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 

Par  analogie  on  a 

£  p  —  ù 


n*  (p  —  a){p  —  b){p  —  c) 

I  p  —  c 


l^  (p  —  «)(p  —  b){p  —  c) 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités,  il  vient 

«i»    "^    n»    "^     P  (p  — «)(p— 6)(P  — c) 

Si  Ton  remarque  que  p^7**  =^  p(p  —  «)(p  —  b)(p  —  c),  on 
aura  finalement 

■  _J I I I i_  _      P      _  J_ 

m*  n*  P  pr*  r* 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Van  Aubel,  h  Liège  ;  Monterou, 
lyféeLouis-le-Orand:  Daguilion,  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  Tinel,  à  Rouen; 
(lioo  Loria,  à  Mantoue;  Arlhus  Bertrand  (école  Albert-le-Orand),  Àrcueil; 
Charpot,  à  Vilry  le  François. 


QUESTION  269 

isolation  par  M.  Gino  Loria,  à  Mantoue. 


Par  un  point  donné  dans  un  angle  et  également  distant  de  ses 
deux  côtés,  mener  une  droite  terminée  à  ces  mêmes  côtés,  de  telle 
sorte  que  le  point  donné  la  divise  en  deux  segments  dont  la  somme 
des  carrés  soit  donnée. 

Soit  P  le  point  donné  entre  les  côtés  de  l'angle  XOY  =  w, 
menons  PQ  parallèle  à  OY  et  PR  parallèle  à  OX  et  soit  l  le 
côté  du  losange.  ORPQ.  Si  XY  est  la  droite  cherchée,  posons 
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Q]|^  ap,  RY  =  j/,  nous  aurgms 


PX*  =  f«  +  a?»  —  2te  Qos  w,    PY*  =  î^-^y*  —  2<y  çqs  ». 
dès  ^rs,  Tune  des  équations  du  problèine  est 

2p  -f-  ^'  +  2/'  —  ^K^  +  y)  ^^^  (o  =  K*  (1) 

de  plus,  les  triangles  semblables  PQX,  PRY 

X  l 

donnent  -7-  =  — 

i        y 

dès  lors  xy  =  /«  (2) 

donc  (x  -|-  y)*  =  x*  *+  y'  +  2/* 

et  l'équation  devient 

(x  4"  y)*  —  2i  (x  -|-  y)  cos  o)  —  K*  =  o 

d'où  X  -{-  y  =  l  cos  w  i  y  /*  cos*  «d  +  K»  • 

Cette  équation  jointe  à  (2)  fera  connaître  x  et  1/. 
Le  probl^n[io  a  quc^^re  solutions. 


QUESTION  276 

Solution»  par  M.  G.  Hétier,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


Par  tfn  des  sommets  Q  d'^^  (ri(niigile  quiconque  4?^  ij(iener 

iriangk  aboutissant  à  ce  aommét,  sur   cette  droite^  soit  égak 
à  une  quantité  donnée. 

Du  sommet  A  par  exemple,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  la  longueur  donnée  i,  déçrivqns  une  circonférence  et 
menons  lui  une  tangente  BD  par  le  point  B.  Joignons  AD 
et  par  le  point  G  menons  une  parallèle  BF  à  cette  droite. 
La  parallèle  EF  est  la  droite  cherchée.  En  effet,  si  Ton  pro- 
jette sur  EF  les  points  A  et  B  l'un  en  E  l'autre  en  F,  EF  sera 
tu  tomme  âea  projc^çtian»  âes  côtés  AO  et  BG.  Gomme  le 
quadrilatère  AKFÛ  est  un  rectangle  on  a  EP  =  AD  =  l. 

Gotmmt  par  le  p«(int  B  on  pent  mener  deux  tangentes  ii  la 
circonférence,  la  question  aura  en  général  deux  solutions. 
:^^  solfition  cqrrespomdante  à  la  tangente  BG  est  la  droite 

QKj  BawU^.l^^  AQ.  v^yQ^  de  contact. 

§j  )fi  Im^snevir  défiée  est  plus  petite  qw  AB,  (xn  aure 


—  m-r- 

deux  solutions.  Si  {  =  AB  on  aura  une  seul^  sQluiiq;!^.  VlV^^ 
ce  cas  la  droite  cherchée  ser^  \ine  p^rallëla  ^  4Q  n^^^^f 
par  C.  Enfin,  si  la  longueur  l  est  plus  grande  qu«  ÂQ  i^  n'j[ 
aura  pas  de  solution. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Hamon,  au  Mans;  Ândrieux, 
Tioel,  à  Rouen  ;  Lanoir.  4  Toulouse  ;  Pierron,  à  Nantes  ;  Daguillon,  lycée 
Heori  IV  ;  Latallerie,  à  Saint-Dier  (Puy-de-Dème)  Bnpuy,  à  Grenoble;  Pottier, 
A  Rennes;  Bourget  (H)  à  Aix;  Gallon  au  lyeée  Louis-le-ûrand;  Joly,  à  Tarbes. 


SUR  LES  MAXIMA  ET  LÈS  MINIMA 


Nous  rappellerons  que  si  (p(j;)  est  une  fonction  çol^ti^^e 
entre  deux  v^lev^rs  a  et  6  de  x  ^\,  q^'il  en  sçit  4?  ffôna^  de 
ses  premières  dérivées,  oi^  a  si  a?  -|-  ft  est  compris  ^ntre  c| 
et  *  : 

f(x  -f  ft)  =  ?(x)  +  —  ft'(x\  +  -^  ç'(cc  ^r  ÔA) 

1  1  •  ^ 

oh  H  est  un  nombre  inférieur  h  Tunîté;  de  même  si  ac  —  h 

esl  compris  entre  a  et  b: 

h                     h^ 
^x  —h)=  i^x) ç'(^)  H —  ^''(^  —  ^1*) 

I  \    •   Jm 

oU  9^  est  aussi  inférieur  à    i . 
On  en  déduit  par  addition  : 

o(x+  fc)-|-o(x-/i)-  mx)  =  ^[^^(a,+ô/i)-f  <p"(.x-ft^ft)] 

Si  on  suppose  que  cp'(x)  conserve  le  mômfi  lig^fi  çn^ç^  a 
et  6,  il  en  sera  de  paôme  4«  preipier  me.mbï^  ^^  pçtte 
idei^ljté,  de  sorte  que  si  fp''  e$t  constamment  pQiitifi  ^n  ^* 

?(^  -f-  A)  +  ?(^  —  A)  >  2  <p(pp). 
Cela  posé,  considérons  la  fonctiofi 

Y  =  çp(ai  +  ç(p) -f    .,.  +ç(A) 

^^*  +  ?+  •••  +>^  =  c,  C  étunt  Cûust^pt;  1^  ^Tftjnjnnjm 
4«  Y  est  aisé  à  trouver  si  qta  gsfujf ^it  {e?  ^WÎlfelSS  St  g| 
V  .X  ^  varier  entra  a  et  b. 
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Soient  a',  p\  y   •  •  •  ^  ^®s  valeurs  donnant  ce  minimum,  je 
dis  que  Ton  a  ;        a  ==  f^'  =  ^    . . .  =  ^' 
en  effet,  supposons  %   >  'i' 


on  a 


&'  = 


2 


a  —  & 

I 

2 

a   —  ^ 


2  2 


Or  a  et  f>'  étant  compris  entre  a  et  fr,  il  en  est  évidemmeDl 
de  même  de  leur  demi-somme,  donc 

a    -I-  Û' 

donc  en  prenant  pour  a  et  p  la  demi-somme ,  on  a 

une  valeur  de  V  inférieure  à  celle  que  l'on  avait  supposée 
minimum,  résultat  absurde  qui  montre  que  %  et  p'  doivent 
être  égaux. 

On  voit  que  si  cp'  était  constamment  négative  entre  a  el  6, 
au  lieu  d'un  minimum  ce  serait  un  maximum  que  Ton 
aurait.  De  là  le  théorème  suivant: 

Soii  (p(x)  une  fonction  continue^  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées  ente  deux  limites  a  ef  b  ;  a,  p,  y  • .  •  ^  des  var  iahks 
comprises  entre  ces  limites  et  dont  la  somme  est  constante. 

Si  ff"  conserve  un  signe  constant  entre  ces  limites^  la  fonction 

.sera  maximum  ou  minimum  pour  des  valeurs  égales  des  variables 

Ot,    p,      ...     A. 

Le  maximum  aura  lieu  si  cp'  est  néggtif  et  le  minimum  s*il  est 
positif. 

On  peut  appliquer  ce  théorème  à  divers  exemples  : 

Soit  d'abord  cp(a?)  =-  xp  ,    9*(aî)  =p(p  —  i)xP-2. 

Supposons  p  >   2,  et  prenons  a  =  o  et  6  =  oo  ^'(iï^)  est 
constamment  positive,  le  minimum  de  la  somme  aP  -|-  p? 
-f-  ...  -j-  Xp  est   donc   atteint  lorsque  a  =  p  ...  =  X,  la 
somme  a-j-p-j-v-j-...  -j-X  =  G  étant  constante. 

Considérons,  par  exemple,  uue  équation  de  uegré  m  assu- 
jettie seulement  à  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  posi- 
lives  et  de  somme  constante  ;  on  voit  que  la  somme  des 
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puissances  p°^  de  ses  racines  (où  p  j.  2)  sera  minimum  si 
réquation  a  loules  racines  égales. 

SiréquatioQ  était  simplement  assujettie  à  avoir  ses  racines 
réelles  et  que  l'on  prit  p  >  2  mais  pair,  le  minimum  de  la 
même  somme  aurait  lieu  dans  les  mêmes  circonstances. 

Considérons  encore  q(x)  =  hx  ;  «p'  = 7.  Si  a  et  6  ne 

comprennent  pas  zéro,  le  théorème  s'applique  :  et  comme 

La  +  Lp  +  ...  -f  LX  =  L(ag  ...  X) 
on  voit  que  a^y  ...  X  sera  maximum,  lorsque  a  =  j^  . . .  =  X 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Rouanne,  professeur  au  Lycée  de  Gaen. 


Retnarque  sur  le  problème  d'agrégation  de  4879 

[Voir  4"  année,  page  4â0.1 

Autre  discussion  de  V équation  de  la  surface  S. 
L'équation  peut  s'écrire,  en  posant  : 


0 


r+-T5 7i —  I—  H, 


a^  0''  c 

H 


2    \  a«   "^   (>«  cV       \    o«     "^    6*  c*    / 


On  forme  les  équations  du  centre,  savoir  : 
Hx  _  2x^  /xx^        yyo^  _  ggp  \       £p  (H  +  4) 


2a* 


=  0, 


Hy         2^0  /ûCJio         1/î/o         «0  \   ,     yo  (H  +  4)    _  ^ 

Hg   _  _22o_  /_a^   ,  jyo,  _  g^o\   ,     gp  (H  +  4)   _ 

c*  c«    \  a»    ~^    6*  c»  /   '"  2C" 

D'abord  on  reconnaît  que  pour  H  =  o  les  trois  équations 

- ,  .  ^  ,     xX(i     .     yy^  st%^ 

se  réduisent  a  une  seule  — ; 1 rr 1=0, 

or  tr  c* 
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et  dans  ce  cas  la  surface  se  rédait  %  deux  plans  confondus 
(le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  au  point  oh  se  trouve  A). 

Écariani  eeiVd  hypothèse  on  voit  que  — —  =  -^  = 

'^o  Vo  X. 

et  que  1«  ceïiVré  Se  trouve  sur  là  droite  qui  joint  le  point  Â 
è  r^rifpna»  centriO  de  Thyperboloïde  donné. 

En  joignant  à  ces  équations  Tune  des  équations  (1),   on 
trouva  i^oût  ies  feiootdîohnées  du  centre  : 

g-oÇH-f  4)  Vo(;H+4)        ,  _  ^o  (H +4) 

*^~   2(H~+  2)       ^         i  (H  H-  2)  ""    2  (H  +  2) 

fôrsqû*<dtt  a  H  -f  ^  =  <^  ï®  centre  est  à  l'infini  sur  la  droite 
et  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique.  Supposons 
H  4"  2  ^  o  fel  lrahsp'ok*t6ns  l'origine  au  centre.  Alors  l'équa- 
tion de  la  surface  S  devient  : 

^^      2    \  a«   "^    6«  cV       \   o«    "^    (>«  c»  ,' 

,     (H  +  0  H' 
■+■      8(H  +  2)    -''• 
Pour  déterminer  la  nature  de  la  surface,  il  faut  chercher 
les  intersections  Au  diamètre  conjugué  de 

et  la  nature  de  la  section  faite    par  ce  plan. 
Les  équàiions  du  diamètre  conjugué  sont 

J^  =  JL  =  —' 

et  les  points  d'intersection  de  cette  ligne  et  de  la  surface 
sont  déterminés  par  Téquàtion  suivante  : 

^tia  +  .)f-m+.,.]+iSi^=..  .. 

ou  s'  =  ■  ,—    . 

4(H  -f  2)« 

valeurs  toujours  réelles. 

t'équaiioà  àe  la  pf-^^cUon  £tè  la  aAcUofi  s«r  le  plfui  xy, 
s'obtient  en  éliminant  %  entre  (S)  et  (3),  ce  qui  donne  : 
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_Hr^   ,    .y^ c« /asE.    ,    yy,\«^  ,     H»  {tl+i) 

2  La»  "•"    6»         V\  o*    "^   6VJ"^    8     H  +  î  ~-  ' 
ou  en  ordonnant  et  en  tenant  compte  de  la  TAleur 

j'/  V  _  ^«'  \  _L.  y'  /  'o'  _  _y!L\  _  '^»y«  ~, 

a'\    d'  o»  /  "'"    6»  V   c»  *»  y .        »«6»     ^ 

+   c«H(H  +  2)   =°-  ^**^ 

Le  genre  de  la  courbe  est  donné  par  le  si^ne  de  It  flotoc- 
tion  suivante  : 

^o'yn'  /  ?o'  yo'  \   '{  g.o'  ?/o'  \  _     lo*     /rt    4      .X 

Alors  on  voit  aisément  quB  celle  courbe  est  du  genre 
hyperbole,  si  H+  i  >  o,  parabole  pour  H-f-  ï  =o,  et  ellipse 
pour  H-f- 1  <  o.  Donc  : 

1®  Si  le  point  A  est  en  dehors  du  cône  H  +  i  =o,  U  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

â®  Si  le  point  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône. 

3^  Si  le  point  A  est  à  Tintérieur  du  côîi^  H  -|-  i  =  o,  mais 
eu  dehors  de  Thyperboloïde  à  deux  napper  H-f-  2  =  o,  S  est 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

4»  Si  le  point  A  est  sur  Thyperboloïde  H  -|-  «  =  o-,  ta  «ki*- 
lace  S  est  un  paraboloïde  elliptique. 

S"  Si  le  point  A  est  à  Tintérieur  de  Thyperboloïde  H  -{-  2 
la  surface  S  est  un  ellipsoïde.  H  est  facile  de  recôbnaitré  que, 
dans  ce  cas,  H-f-i  <o,H4-2<oetà  fortiori  H  <  o  et  alors 
que  Tellipse  (5)  est  réelle,  tandis  qu'elle  est  imaginaire 
pour  H-|-2>oetH-|-i<o. 

6^  On  a  vu  que  pour  H  =  o  la  surfoce  é^i  réduite  à  deux 
plans  confondus. 

La  troisième  partie  du  problème  devient  très  facile  au 
moyen  de  cette  notation. 

L'équation  de  la  surface  devient  en  ordonnant  : 
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1'*  Supposons  que  x^,  i/^  et  Zq  soient  différents  de  zéro  ; 
alors  la  condition  pour  que  la  surface  soit  de  révolution  est; 

_L  1^-5 ^\  j_  ii!_  =,  J_  (^ JL  _  J2L\  .  JùL 

Cette  condition  ne  peut  être  remplie  que  pour  H  =  o  et 
alors  la  surface  se  réduit  à  deux  plans  confondus. 
^  Soit  5fo  =-•  o. 
Alors  on  a  pour  condition 

L"^  \T""â^j  "^       2C«    J   L"6^    \1  ^j"^"!^] 

et  en  développant  et  supprimant  le  facteur  commun  —  on 

2 

et  si  ou  remplace  H  par  sa  valeur 

~^  LT  \F  "*"  ■?"/  V'F'  "^  ~j        ^  (."F  +  —r)] 

et  enfin  ^  (-U  _  -L)  (   '     +  J_) 

a*    \  c»  a*  J  \b^     '     c*  / 

ou  encore  plus  simplement  : 

ago'(a*  -  C)      ■      yo'(fe'-c')    ^ 

a*(a*  +  c*)     "^     6*(6«  +  c«)  '  * 

Ellipse  dans  le  cas  de  a  >  6  >  c. 

On   trouverait  de   même   des  coniques  dans  le  cas  de 
y^  =  o  ou  de  Xq  =  o. 


et  _  ^    («'  +  fc')     .   Jl  (^'  -  c^)    ^  .  . 

b'i      (a*  —  6«)    '^    c^      a^  -\-c* 

il  saffit  d'une  simple  permutation  circulaire. 


QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Former  Céqtuttion  du  second  degré  qui  admet  pour  racines 
tes  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  représentée  par  V équation 
Jénérofe  du  second  degré  à  deux  variables^  en  coordonnées  obliques , 
à  priori  y  sans  passer  par  les  calculs  de  la  réduction,  —  Appli^ 

Soit  Ax«  4-  2Bxy  +  Gt/«  +  iDx  +  2Ey  +  F  =  o  l'équa- 
lion  d'une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  dont 
Tangle  est  e. 

Supposons  que  Ton  fasse  tourner  les  axes  de  coordonnées 
autour  de  Torigine,  sans  déplacer  celle-ci  ;  les  variables  x 
et  y  seront  remplacées  par  des  fonctions  linéaires  homogènes 
des  nouvelles  coordonnées,  de  la  forme  x  =  mx  -f-  nj/', 
y  =  pac'  -|-  qy\  et  Ton  aura  identiquement,  en  vertu  de  cette 
transformation  : 

Ax«  +  2BXIJ  +  Gt/»  +  iDx  +  2Eî/  +  F 
=  AV*  +  2B'a;y  +  Ct/'*  +  2DV  +  2EV'4-  F. 
L'origine   n'ayant  pas  changé,  on  aura  aussi  identique- 
luent,  pour  tout  point  du  plan  : 

®*  +  2/*  "h  2^2/  ^^^  Ô  =  a?'"  +  y*  +  2xy  cos ô'; 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  les  deux  expres- 
sions, dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées,  de  la  même 
grandeur,  qui  est  le  carré  de  la  distance  à  Torigine  du  point 
considéré. 

^  désignant  un  paramètre  numérique  quelconque,  .n  aura 
àonc  identiquement  : 

Ax*  +  2Bxy  +  Gj/*  —  \{x^  +  J/*  +  ^^y  cos  6) 
==  AV»  +  2B'xy  +  G  Y»  -  \{x^  +  y^  +  2xy  cos  6'), 

lOC&IlAL  DE  MATH.  1881.  9 
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(x,  y)  et  (xy)  désignant  les  coordonnées  dans  les  deux  sys- 
tèmes d'un  même  point  de  la  conique  considérée. 

Si  Ton  vient  à  déterminer  X  de  manière  que  le  premier 
membre  de  cette  dernière  égalité  soit  le  carré  parfait  d'une 
fonction  linéaire  et  homogène  ux  -f-  ^'2/'  1^  transformation 
de  coordonnées  sera  aussi  du  second  membre,  et  pour  la 
même  valeur  de  X,  un  carré  parfait,  puisque  cette  transfor- 
mation ne  sera  autre  chose  que  la  substitution  dans 
(ux  +  ^y)*j  à  la  place  de  x  et  de  y,  des  valeurs  x  =  mx' 
-j-  ny\  y  =  px  -\-  qy\  ce  qui  fera  de  (ux  +  vy)*  un  autre 
carré  parfait  (ux  -j-  <^ !/ )*• 

Or  la  première  fonction  devient  un  carré  parfait  pour  les 
valeurs  de  X  qui  annulent  son  discriminant,  c'est-à-dire  qui 
sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(A  —  X)(C  —  X)  —  (B  —  X  cos  e)*  =  o 
ou      X"  sin»  e  —  A(A  +  C  —  2B  cos  0)  +  AG  —  B*  =  o. 

La  seconde  fonction  devient  de  même  un  carré  parfait 
pour  les  valeurs  de  X  qui  sont  racines  de  l'équation  analogue 

X«  sin*  Ô'  —  X(A'  +  G'  —  2B'  cos  6')  +  A'G'  —  B'*  =  o. 

Mais  nous  avons  montré  que  les  valeurs  de  X  qui  rendent 
les  deux  fonctions  carrés  parfaits,  sont  nécessairement  les 
mêmes  ;  les  deux  équations  précédentes  doivent  donc  avoir 
les  mêmes  racines  ;  et  par  conséquent  leurs  coefficients  sont 
proportionnels.  Par  suite  : 

A  +  G  —  2B  cos  9   _   A^  -f  Ç-  —  2B'  cos  e^ 

sin*  ô  *~  sin«  6'  ^  ^ 

AG  — B«  _  A'C'  —  B' 

^*  sin»b sin«  ô'  ^^^' 

G'est  la  traduction  de  ce  fait  que  l'on  exprime  quelquefois 

assez  improprement  d'ailleurs,  en  disant  que  les  fonctions 

ci-dessus  sont  des  invariants  de  l'équation  du  second  degré. 

Les  relations  (1)  et  (2)  ne  sont  en  réalité  que  des  effets  d'une 

cause  algébrique  dont  l'étude  ne  fait  pas  encore  partie  des 

programmes  actuels;  il  faut  nous  borner  ici  à  les  considérer 

.     .^     ^         ,      .      ,.         A  -f-  G  —  2B  cos  e      . 

comme  signifiant  que  les  fonctions • .  et 

^  ^  sm*  0 

■    .  ,  , —  conservent  la  même  valeur  dans  tous  le»  sys- 
sin»  Ô  •^ 
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tèffles  d'axes  de  coordonnées,  et  proscrire  do  la  façon  la  plus 
absolue  tout  autre  énoncé,  qui  ne  serait  pas  exact  parce  que 
la  définition  véritable  et  précise  d'un  invariant  nous  fait 
complètement  défaut  dans  les  cours  de  spéciales. 

11  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 
A»  sin*  ô  =  X{À  -f  G  —  2B  cos  6)  +  AG  —  B*  =  o  (3) 
est,  en  géométrie  plane,  une  sorte  d'équation  en  S,  c'est-à- 
dire  qu'elle  admet  pour  racines  les  coefficients  des  carrés  des 
Yariables  dans  l'équation  de  la  conique  rapportée  à  ses  axes 
principaux. 

Supposons,  en  effet,  que  la  transformalion  de  coordonnées 
effectuée  soit  telle  que  les  axes  nouveaux  soient  parallèles 
aux  axes  principaux  de  la  courbe  ;  Téqualion  nouvelle  man- 
quera du  terme  en  xy  ^  et  sera  de  la  forme 

Mo;'»  -f  %'»  +  2Ha;'  -f-  2K2/'  +  F  =  o. 

Or  l'équation  (3),  dont  nous  avons  vu  que  les  racines 
sont  invariables,  se  réduit  dans  ce  cas  à 

(M  —  X)(N  —  X)  =  G.  (4) 

Les  racines  sont  évidemment  M  et  N;  donc  les  racines  de 
réquation  générale  (3)  sont  aussi  M  et  N. 

Dès  lors,  il  est  facile  d'arriver  à  l'équation  aux  carrés  des 
demi-axes  d'une  conique  représentée  par  l'équation  générale. 

L'équation  de  cette  conique,  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes  est,  en  effet  : 

MX''-  +  NY^  -f  4-  =  o  (S) 

0 

A  et  0  étant  les  déterminants  connus 


A  B  D 

B  G  E 

etS  = 

A  B 

D  E  F 

B  G 

(On  sait,  en  effet,  qu'en  transportant  les  axes  parallèlement 
à  eQx-mèmes  en  un  point  quelconque  du  plau,  les  termes 
du  second  degré  ne  changent  pas.) 

Or  les  carrés  des  demi-axes  de  la  conique  (5)  sont  respec- 
tivement en  grandeur  et  en  signe 

I       A  1       A 

L'équation  (3)  admet  pour  racines  M  et  N  ;  donc  Téqua- 
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tion  en r-    admettra   pour    raciues   —  -rr-  et rr-. 

X  M  N 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

8X»  +  X  (A  +  C  —  2B  cos  6)  +  sin«  6  =  o, 

et  pour  avoir  l'équation  cherchée,  il  suffit  de  multiplier  les 

A 
racines  de  cette  dernière  par  -r-,  c'est-à-dire  de  changer  X 

en  ,  ce  qui  donne: 

A 

8»3«  +  A8(A  +  G  —  2B  cos  6)»  +  A'  sin«  ô  =  o.     (6) 
Les  valeurs  de  z  qui  sont  les  racines  de  cette  équation 
sont,  en  grandeur  et  en  signe,  les  carrés  des  demi-axes  de 
la  conique  représentée  par  l'équation  générale. 

Applioation.  —  1®  Condition  pour  qtAe  l'équation  générale 

représente  une  hyperbole  équilatère.  —  Dans  l'hyperbole  équi- 

latère,  les   carrés  des  demi-axes  sont  égaux  et  de  signes 

contraires  ;  la  condition  est  donc 

A  +  G  —  2B  cos  6  =  o, 

.  -                                  ,         A  sin  ô 
et  dans  ce  cas  a*  = . 


8^/  — 8 
formule  oîi  —  8  =  B*  —  AC,  quantité  que  l'on   sait  être 
positive  dans  le  cas  de  Thyperbole. 

2«  Aire  de  l'ellipse.  —  L'aire  de  l'ellipse  — --  H — 7—  =  i 

est,  comme  on  sait,  la  projection  de  l'aire  du  cercle  x*  -f*  y' 

=  a*  sous  l'angle  dont  le  cosinus  est  — :  cette  aire  est  donc 

^  a 

b 
•Ka*  X  —  ou  Ttab. 

a 

Or  on  a,  par  l'équation  (6)  : 

A«  sin»  6 
a*6*  =  — 


donc  ab  = 


8' 
A  sin  0 


8v8 
et  o  =  w      ■    - 
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formule  de   la  composition  de  laquelle  il  esl  facile  de  se 
readre  compte  à  priori. 

Elle  doit,  en  effet,  contenir  A  en  numérateur;  car  Taire 
doit  s'annuler  quand  l'ellipse  se  réduit  à  son  centre,  c'est- 
à-dire  pour  A  ==  o;  elle  doit  contenir  un  facteur  8  à  son 
dénominateur  ;  car  Taire  doit  devenir  infinie  quand  Tellipse 
se  déforme  en  parabole,  c'est-à-dire  pour  8  =  o  ;  si  le  facteur 

A  est  à  la  puissance  i  au  numérateur,  le  facteur  8  doit  être 

3 
à  la  puissance  — au  dénominateur,  puisque  A  est  du  troi- 

sième  degré  et  8  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients 

de  l'équation  générale,   et   que  S  doit  être  du   degré  o  par 

rapports  à  ces   mêmes  coefficients,  cette  valeur  numérique 

n'étant  qu'un   nombre  d'unités  de  surface  c'est-à-dire  un 

simple  rapport.  L'existence  du  facteur  7t  est  nécessitée  par 

le  fait  que  Taire  de  Tellipse  doit  se  réduire  à  celle  du   cercle 

quand  les  axes  sont  égaux,  et  enfin  le  facteur  sin  6  provient, 

g 

si  Ton  veut,  de  ce  que  — : doit  être  indéterminé,  c'est-à 

^        sin  ô 

dire  prendre  la  forme  — ,  quand   il  n'y  a   plus    ni  ellipse 

définie,  ni  axes  de  coordonnées  (*). 

3®  Théorème  d'Apollonius,  —  Reprenons   les  relations  (1) 
A  -f  C  —  2B  cos  6  A'  +  C  —  2B'  cos  0' 


et  (2)  : 
et 


sin*  Ô  sin*  0' 

AC  —  B*  A  C  —  B* 


sin*  6  sin*  0' 

Prenons  Tellipse  ou  Thyperbole  rapportée  dans  le  premier 
cas,  à  un  système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre 
eux  Tangle  6,  et  dans  le  second,  aux  axes  principaux.  Leurs 
équations  sont  alors  : 

4»     —  +  -^  —  I         et        â"   —  H-  —  —  I . 
^       a*    ""   6*    ~'        ^^        ^      a'    —    6*   ~ '* 


(*)  CeUe  dernière  interpréuition  noas  parait  bien  un  peu  bizarre,  mais  nous 
l'indiquons  comme  nous  Pavons  vu  donner.  Il  vaudrait  mieux  la  rapporter  à  In 

constance  d'une  autre  fonction  des  coefficients  qui  est  _; — j-. 

sin  0 
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L'application  de  la  première  relation  donne,  en  observant 
que  dans  les  deux  cas  B=  B'  =  o,   et  que  dans  le  second 


rt'2  h'^  I      ^       I 

'=9^^-'  sinM         =="^^"6^ 

L'application  de  la  seconde  relation  donne  de  même  : 


d^b'^  sin«  ô         a*6« 
d'où  immédiatement      ab  =  db'  sin  0. 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  formules  précé- 
dentes, il  vient  : 

pour  l'ellipse  :  a*  -)-  6'*  z=:a'^  -{-  b^ 

et  pour  rhyperbole  :  a'  —  6'*  =  a*  —  6*. 

Ces  relations  sont  précisément  les  deux  théorèmes  connus 
sous  le  nom  de  théorèmes  d'Apollonius. 


CHOIX   DE   QUESTIONS 

PROPOSKES  AUX  EXAMRNSD'ADMISSION  A  t'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Algèbre. 

Décomposer  le  polynôme  [x-  +  a;  +  0'  +  i  6'i  un  produit  de  deux  facteurs 
réels  du  2*  degré  en  x. 

—  Développer  en  fraction  conlinuo  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 
lo»  =  2. 

—  Est-on  sur  d'arriver,  par  le  seul  emploi  du  théorème  de  RoUe,  ù  séparer 
des  racines  d'une  équation  aigébriquo  de  degré  quelconque  ?  (abstraction  faite 
de  la  longueur  des  calculs.)  Appliquer  à  l'exemple  a>'  -f  bx*  —  3x^  -f  ^ 
-1-9=0. 

Former  une  équation  dont  les  racines  (y)  soient  liées  à  celles  de  réquation 
f  [x)  =  o  par  la  relation  y  ~  x'  -{■  2x%  x'  ot  x'  étant  deux  racines  quelcon- 
ques de  l'équation  f  (x)  =  o. 

—  Soit  l'éijuation  2.x'  —  jx^  -}-  ax^  -\-  bx  -\-  S  =:  o.  Quelle  relation  doit 
exister  entre  a  et  h  pour  que  deux  des  racines  satisfassent  à  la   relation 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation, 

I  I  I 

-i-    r-    -h     =  O, 

te  —  a  X  —-  b  X  —  c 

p  et  q  étant    deux  nombres  impairs  premiers   entre  eux.  décomposer  la 

X^^^     4-1  .  r 

fraclion --; --en  fractions  simples. 

[XP-^    l)  (XQ  —    l)  ^ 
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^  Former  le  polynôme  du  deuxième  degré  qui  est  égal  à  a  pour  a;  =  et, 
à  b  pour  £c  =  p,  et  à  c  pour  a;  =  y.  

—  Extraire  la  racine  carrée  de  l'expression  i  -f  2  ^  —  i  . 

—  Étudier  la  série  i  +  a;  cos  9  +  ic^  cos  2  «p  +  . . .  -f-  ar»  ces  n  <p  -f-  ... 
Former  la  somme  des  n  premiers  termes. 

(III   \*»» 
I  H H  — ;-  -\-  — 7- Il  quand  m  croit  in- 
m  m*  vnr  / 

définiment. 

—  Montrer  que  la  méthode  des  groupements  ne  peut  donner  pour  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  d'une  équation  un  nombre  inférieur  à  celui 
que  donne  la  méthode  de  Newton . 

—  Parmi  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale,  quel  est  celui  qui  a  le 
plus  petit  volume  ? 

—  tes  racines  d'une  équation  f[x)  =  o  pouvant  se  partager  en  groupes  tels 
que  la  somme  de  deux  des  racines  de  chaque  groupe  soit  égale  h  une  quan- 
tité donnée  R,  comment  peut-on  abaisser  le  degré  de  l'équation  ^  (jc)  =  o  ? 

—  Chercher  quel  est  le  quadrilatère  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  une 
demi-circonférence . 

—  Que  direde   h  série 

X  cos  B  jî^  cos  26     .    a?*  cos  36  a:»  cos  «8 

I  1.2  1.2.3  i.2.3...n 

Trouver,  sans  employer  les  dérivées,  vers  quelle  valeur  tendent  les  deux 

expressions    -= ,  quand  m  augmente  indéfiniment,  (p  est  un  nombre 

positif,  et  X  une  quantité  donnée.) 

—  Etudier  les  variations  de  la  fraction 

5/  =  a?  -f  sin  a?  -f  yja:^  —  i 
quand  x  croît  de  —  00  à  4-  00 . 

—  Appliquer  le  théorème  de  RoUe  à  l'équation 

I  t 

+ 5-  —  tg  a;  4-  I  =  o. 


X  —  2  X  —  3 

—  Quelle  est  la  valeur  du  déterminant 

ttpi 

T«l 
lor^e  tt,  p.  y,  9  sont  des  quantités  satisfaisant  aux  relations  : 

«2   -[-    p2   =    I 

OY  +  pô  =  0. 
-*  Étudi<îr  les  variations  de  la  fraction 

y  =  yj  x^  —  1     -\ . 

X 

—  f{x)  et  f{x)  étant  deux  équations  algébriques,  on  veut  exprimer  que  les 
racines  de  la  première  sont  respectivement  égales  à  celles  de  la  deuxième 
augmentées  chacunes  du  nombre  2;  méthode  à  suivre. 

Gfréoxnétrle  analytique  plane. 

~  Maximum  du  quadrilatère  inscrit  dans  une  ellipse. 

—  Lieu  des  points  tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux  soit  normale  à 
l'eUlipse. 
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Construire  la  courbe 

_    a7(a;—  i)(a;  —  2) 

Conslruire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y'  =  I  —  a;  ^a?  +  i. 
Construire  la  courbe  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires 


an  (<o  +  ^) 


p^*  +  p  sin  ((t>  •+-  )  +  ï  =  o- 


—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

—  =  cos^ 

P 
Trouver  les  points  d'inflexion. 

—  Recherche  des  asymptotes  de  la  courbe 

5 


.-f 


a^x^  +  aïOî"»  —  *  + 


btfcP  -\-  biXP  -  1  +  . . . 

-^  Calculer  le  paramètre  d'une  parabole  représentée  par  l'équation  générale 
du  second  degré  à  deux  variables. 
Incidemment,  démontrer  que  les  trois  quantités 

A-j-C—  2BCOSÔ  3  A 

et 

sin*  ô  '      sin*  0  sin*  6 

sont  des  invariants. 

—  On  demande  de  prévoir  complètement,  a  priori,  la  formule 

[Xx  +  By  -h  C)  sin  0 

v/A*  +  B*  —  2AB  cos  ô 
qui  donne  la  distance  d'un  point  (x,  y)  à  une  droite  Air  +  By  +  C  =  o. 

—  Si  une  hyperbole  a  mêmes  axes  qu'une  ellipse  donnée,  et  que  l'on  joigne 
à  un  foyer  de  l'ellipse  les  points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  avec  la  direc- 
trice de  l'ellipse  qui  correspond  au  foyer  considéré,  on  a  deux  tangentes  à 
l'hyperbole.  —  Ces  tangentes  sont  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le systèmedesdeux  bissectrices  des  deux 
droites  représentées  par  l'équation 

A{x  —  a)*  +  2B[x  —  a)(v  —  p)  +  C(y  —  p)*  =  o. 
^  Trouver  les  longueurs  des  axes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

£C*  —  2Xy  +  3y*  -f  20?  —  2y  =  o. 

—  Construire  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées 

1  -h  i  1 

X^  V* 

—  Étant  donnés  un  point  (ap)  et  une  ellipse  — - — 1 — jj-  =  i,  décrire  de 

ce  point  comme  centre,  un  cercle  tel  que  deux  sécantes  communes  au  cercle  et 
à  l'ellipse  soient  rectangulaires. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points.  Construire  la  conique  passant  par 
les  trois  points,  et  ayant  pour  axe  la  droite  donnée. 

^~  Construire  la  courbe 

sin  (o 
P- , 

l  —  2  cos  (i> 
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—  Discuter  l'équation  y»  +  x*  =  i  ... 

Points  Temarquables  de  la  courbe  qu'elle  représente. 

*  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

I 

=  tang  (i>  sin  (i> . 

p 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  h  la  direction  y  s  mx  dans  la 

«mrbe  y»  =  x'. 

—  Lieu  du  sommet  de  l'angle  droit  dont  les  côtés  sont  normaux  à  la  parabole. 

—  Lien  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  une  directrice 
communes. 

—  On  considère  les  hyperboles  équilatères  ayant  un  sommet  réel  commun, 
ainsi  qu'un  point  de  l'une  des  asymptotes.  —  Trouver  l'équation  générale  de 
ces  eourbes  et  le  lieu  de  leurs  foyers. 

—  Etant  donnée  la  longueur  qui  j'eprésente  l'unité  linéaire,  construire  les 
longueurs  définies  par  les  formules 


X 


-H'  "-H- 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS    APPLIGA'nONS 
Par  M.  E.  S.  Boqnel. 
(Suite,  voir  page  80  J 


Interprétation  géométrique  de  la  projectivité.  —  Deux  figures 
projectives  sont  telles  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
éléments  de  Vune  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
éléments  correspondants  de  Vautre.  —  En  effet,  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  éléments  dans  l'une  des  figures  a 
pour  valeur,  ainsi  que  nous  Tayons  démontré, 

Aj  —  A,  X4  —  A, 

Les  paramètres  étant  les  mêmes  pour  les  éléments  corres- 
pondants,  le  rapport  précédent  est  nécessairement  le  môme. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  propriétés  résultant  de  la 
consenration  du  rapport  anharmonique  appartiennent  aux 
figures  projectives;  cette  simple  remarque  peut  servir  de 
base  à  la  géométrie  supérieure,  et  elle  a  donné  les  magni- 
fiques résultats  dont  les  Poncelet,  les  Steiner,  les  Charles 
ont  enrichi  la  science. 
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Mais  nous  ferons  observer  que  leur  point  de  vue,  d'ailleurs 
purement  géométrique,  est  précisément  l'inverse  de  Tétude 
analytique  de  la  projeclivité,  et  c'est  surtout  à  Glebsch  que 
revient  Thonneur  d'avoir  considéré  les  figures  projectives 
sous  oet  aspect  nouveau,  à  la  fois  original  et  logique. 

Définition  de  rhomographie.  —  La  relation 

ak[L  -f-  6A  +  Cf*  +  ^  =  0" 
en  vertu  de  laquelle  à  un  point  d'une  base  ou  à  un  rayon 
d'un  faisceau  correspond  un  point  uniqiie  d'une  autre  base 
ou  un  rayon  unique  d'un  autre  faisceau,  est  ce  qu'on  nomme 
une  relation  homographique,  et  deux  séries  de  points  pris 
sur  une  même  base  ou  sur  des  bases  différentes  et  satis- 
faisant à  cette  relation  s'appellent  divisions  homographtques 
de  même  base  ou  de  bases  différentes. 

Deux  séries  de  points  en  projectivité  sont  donc  homogra- 
phiquies^  et  les  divisions  homographiques  jouissent  par  con- 
séquent des  propriétés  des  figures  projectives,  et  en  parti- 
culier de  celle  qui  est  la  plus  importai!  lo  de  toutes,  de  la 
conservation  du  rapport  anharmonique. 

Il  résulte  aussi  de  tout  ce.  qui  précède  que  deux  divisions 
homographiques  de  même  base  qui  ont  trois  points  corres- 
pondants confondus  coïncident  dans  toute  leur  étendue, 
c'est-à-dire  ne  forment  qu'une  seule  et  même  division. 

Il  en  est  de  même  pour  deux  faisceaux  de  même  centre 
dont  trois  rayons  correspondants  coïncident. 

Nous  nous  occuperons  plus  tard  des  propriétés  des  figures 
homographiques,  mais  toujours  au  point  de  vue  analytique; 
car,  au  point  de  vue  géométrique,  elles  ont  été  complète- 
ment étudiées  par  Ghasles  et  Poucelet. 

Figures  perspectives.  —  Si  l'on  considère  une  division 
(c.-à-d.  une  série  de  points  en  ligne  droite),  et  un  faisceau 
(c.-à-d.  une  série  de  droites  passant  par  un  même  point), 
et  que  l'on  suppose  la  série  et  le  faisceau  projectifs,  il  peut 
arriver  que  chaque  rayon  du  faisceau  passe  par  le  point 
qui  lui  correspond;  on  dit  alors  que  les  deux  figures  sont 
en  perspective. 

Or,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  séries  et  les  faisceaux 
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qui  sont  projectifs  peuvent  toujours  être  amenés  en  perspective  (*). 
II  suffit,  en  effet,  de  déplacer  le  faisceau  tout  d'une  pièce, 
de  manière  à  faire  passer  trois  de  ses  rayons  par  les  trois 
points  correspondants  de  la  série  des  points.  Les  autres 
rayons  passeront  alors  par  les  points  qui  leur  correspondent 
respectivement,  en  vertu  des  théorèmes  démontrés  plua 
haut. 

Les  figures  projectives  d'espèces  différentes  peuvent  donc 
être  considérées  comme  provenant  du  déplacement  de  figures 
perspectives. 

Cette  remarque  peut  être  étendue  aux  figures  projectives 
de  même  espèce. 

Nous  dirons  pour  cela  que  deux  divisions  projectives  sont 
perspectives  quand  les  lignes  qui  joignent  les  points  cor- 
respondants concourent  en  un  même  point,  qu'on  appelle 
le  centre  de  perspective^  et  que  deux  faisceaux  projectifs  sont 
perspectifs  quand  les  rayons  correspondants  se  coupent  sur 
une  même  ligne  droite,  qu'on  appelle  axe  de  perspective. 

On  amènera  deux  divisions  projectives  à  être  en  pers- 
pective, en  déplaçant  l'une  des  divisions,  de  manière  à  faire 
coïncider  l'un  de  ses  points  avec  le  point  correspondant  de 
l'autre  division,  et,  de  même,  on  amènera  deux  faisceaux 
projectifs  à  être  en  perspective  en  déplaçant  l'un  des  fais- 
ceaux, de  manière  à  faire  coïncider  l'un  de  ses  rayons  avec 
le  rayon  correspondant  de  Tautre  faisceau. 

Tous  ces  résultats,  que  nous  venons  d'exposer  très  som- 
mairement, et  par  conséquent,  les  propriétés  qui  en  décou- 
lent, sont  donc  établis  directement  par  l'analyse,  et  l'on 
voit  qu'en  réalité,  pour  regagner  le  terrain  d'abord  conquis 
par  la  géométrie  pure,  il  suffit  de  fournir  au  calcul  des 
moyens  d'investigation  plus  commodes  et  plus  puissants 
qne  les  procédés  trop  restreints  dus  à  l'emploi  des  seules 
coordonnées  de  Descartes.  Les  coordonnées  tangentlelles 
constituent  l'un  de  ces  moyens,  et  leurs  principal  avantage 
consiste  dans  la  facilité  avec  laquelle  elles  mettent  en  lu- 
mière le  principe  de  dualité. 


t*)  Clebsch,  Leçons  sur  la  géométrie^  t.  I.  p.  57  et  58. 
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De  r équation  tangentielle  d'une  courbe.  —  Si  entre  les  coor- 
données iangentielles  u  ei  v  de  la  droite  on  établit  une 
équation  f{u,  v)  =  o,  nous  avons  dit  qu'un  syslëme  de 
solutions  réelles  Ui  et  Vi  de  cette  équation  définit  une  tan- 
gente d'une  certaine  courbe  qu'on  peut  regarder  comme 
représentée  par  la  succession  continue  de  ses  tangentes,  et 
par  l'équalion  /(u,  v)  =  o,  que  l'on  appellera  pour  ce  motif 
Véqualion  tangentielle  de  la  courbe  considérée. 

Si  la  définition  géométrique,  ou  la  construction  de  la 
courbe  au  moyen  de  quelqu'une  de  ses  propriétés,  permet 
d'établir  à  priori  une  relation  entre  les  coordonnées  tangen- 
tielles  i^  et  t;  de  Tune  quelconque  de  ses  tangentes,  relation 
s'appliquant  à  chacune  de  ces  tangentes,  et  à  ces  droites 
seulement,  la  relation  ainsi  établie  donnera  immédiatement 
l'équation  tangentielle  de  la  courbe. 

Par  exemple,  toutes  les  tangentes  d'un  cercle  jouissant 
de  la  propriété  d'être  équidistantes  du  centre  ;  si  nous  pre- 
nons pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  passant  par 
le  centre  ;  il  est  clair  que  l'on  a  : 

u*    ~    v« 
en  appelant  w  et  v   les  coordonnées  d'une  tangente  quel- 
conque, et  {  la  longueur  comprise  entre  les  axes.  Mais  on  a 

aussi  :  R/  = ;   donc  l  = 


uv  Rui; 

et  par  conséquent  entre  t^  et  t;  on  aura  la  relation 

it«    ^    v^  R«it«r» 

c'est-à-dire  u*  +  v*  =  -rr^-» 

que  l'on  obtient  aussi,  immédiatement,  en  écrivant  que  la 
distance  de  l'origine  à  la  droite  ux-^  vy  —  i  :=  o  est  égale 
à  R,  quels  que  soient  u  et  v.  Le  carré  de  cette  distance  est 

en  effet,     — — ^ — -  ;  on  a  donc  --— — -  =  R»,  d'oii  w*  +  u' 

14*  +  ^  w*  +  î;* 

I 

""    R^' 
Cette  relation  entre  u  Q\fV  est  l'équation  tangentielle  du 
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cercle,  par  rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires  passant 
par  son  centre,  pris  pour  axes  des  coordonnées  carté- 
siennes. 
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TtAiTBDB  GéoMéTRiB  DB8GRIPTIVB,  par  M»  A,  ^avary,  chef  des  travaux 
graphiques  à  V Ecole  Polytechnique ,  professeur  de  géométrie  descriptive  aux 
Ifcées  Saint- Louis ^  Louis-le-Grand et  au  collège  Rollin.  —  Première  partie: 
laUgne  droite,  le  plan  et  les  polyèdres,  —  Paris,  librairie  Delagrave, 

L'onvrage  que  nous  signalons  aujourd'hui  à  nos  lecteurs  présente  une  expo- 
ftitioD  très  rigoureuse  et  très  claire  des  principes  fondamentaux  et  des  méthodes 
employées  en  géométrie  descriptive;  cette  première  partie,  étudiée  sérieusement, 
permettra  d'apprendre  avec  facilité  la  seconde  partie  du  cours,  comprenant 
l'étude  des  surfaces,  la  partie  la  plus  importante  pour  l'entrée  à  l'Ecole  Poly- 
technique, partie  indispensable  à  bien  savoir,  si  l'on  veut  suivre  avec  fruit  le 
eours,  si  intéressant,  fait  à  l'intérieur  de  l'école,  où  la  théorie  des  surfaces  est 
l'objet  maintenant  d'études  approfondies. 

n  appartenait  à  M.  Javary,  par  suite  de  sa  double  situation  comme  chef  des 
travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique  et  comme  professeur  pour  les 
classes  de  mathématiques  spéciales,  d'écrire  une  sorte  d'introduction  au  cours 
de  M.  Hannheiin.  Au  début  de  la  préface  de  son  cours  de  Géométrie  descrip- 
tixe,  le  professeur  de  l'École  dit  qu'il  est  nécessaire  de  bien  posséder  les  élé- 
ments de  la  science  qu'il  professe,  en  commençant  la  lecture  de  son  ouvrage. 
C'est  pour  répondre  à  cette  nécessité  que  le  livre  que  nous  annonçons  a  été 
écrit. 

Parmi  les  modifications  les  plus  importantes  introduites  dans  l'étude  élémen- 
taire de  la  géométrie  descriptive,  nous  signalerons  l'emploi  des  changements 
de  plans  nettement  indiqué  dans  un  certain  nombre  de  problèmes  comme  pro- 
cédé d'exécution  seulement,  et  non  pas  comme  moyen  de  solution.  L'auteur  a 
soin  de  ne  pas  recommander  la  méthode  des  rotations,  qui  présente  le  grave 
Inconvénient  de  compliquer  les  tracés,  et  de  les  superposer  à  la  figure  princi- 
pale; cependant,  cette  méthode  peut  être  utile  dans  certains  cas;  elle  est  donc 
étudiée  à  part. 

Indiquons  aussi  la  construction  d'an  certain  nombre  de  problèmes  au  moyen 
d'an  seul  plan  de  projection.  Ces  questions,  souvent  intéressantes,  montrent 
aux  élèves  que  les  deux  plans  ne  sont  pas  nécessaires  toujours  et  les  achemi- 
nent à  la  méthode  des  projections  cotées  qui  termine  le  premier  volume. 

Enfin,  signalons  des  applications  de  l'intersection  des  polyèdres  à  des  ques« 
tiens  d'ombre  et  les  principes  de  la  perspective  cavalière,  limités  ici  à  l'étude, 
par  ce  mode  de  représentation,  des  figures  planes  et  des  polyèdres,  et  qui  ra- 
mènent les  figures  à  l'apparence  qu'on  leur  donne  en  général  dans  l'étude  des 
figures  de  l'espace  ;  nous  aurons  indiqué  ainsi  les  parties  les  plus  importantes 
de  cet  ouvrage. 

Noos  pouvons  en  terminant,  dire  que  jamais  lecture  d'un  livre  de  Géométrie 
descriptive  ne  nous  procuré  un  plus  réel  plaisir  que  celui  que  nous  avons 
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éprouvé  en  lisant  cet  ouvrage,  dont  les  figures,  cette  partie  si  importante  pour 
un  liire  de  cette  nature,  sont  faites  avec  un  soin  tout  particulier.  Nous  espé- 
rons que  la  seconde  partie  du  cours  de  M.  Jayary  ne  se  fera  pas  attendre  bien 
longtemps,  et  viendra  compléter  ce  traité  qui  prendra,  dès  le  début,  sa  place 
parmi  tes  très  bons  ouvrages  destinés  &  l'enseignement  seientifiqve  en  Freo^. 

Â.  M. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Matliémati^pies  élémentaires. 

313.  —  Si  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  a  et  b  sont 
tels  que  Ton  ait  a  =  6/2,  démontrer  que  :  1®  la  médiane 
du  triangle  qui  part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BC  sous  un 
angle  égal  à  l'angle  A  du  triangle;  2^  que  cos  'A  =  cos  2B. 

(de  Longchamps,) 

314.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD.  Du  point  A  comme  centre, 
avec  AG  :^  AD  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  Ton 
prend  un  point  M  sur  ce  cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM 
qui  rencontrent  le  cercle  0  aux  points  A'  et  B';  on  mène 
aussi  le  rayon  01  qui  passe  par  le  point  M.  Démontrer  que 
Ton  a  :  arc  CI  =  arc  BC  +  ûrc  AI,      (de  Longchamps.) 

315.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD  dans  ce  cercle.  Dans  le  demi* 
cercle  ADB,  on  trace  deux  rayons  rectangulaires  OP,  OF; 
on  abaisse  des  extrémités  P  et  P'  de  ces  rayons  des  perpen- 
diculaires PQ,  P'Q'  sur  le  diamètre  AB.  On  forme  ainsi  deux 
triangles  rectangles  OPQ,  OP'Q'  dont  nous  désignerons  les 
centres  des  cercles  inscrits  respectivement  par  »  et  u)'.  Gela 
posé,  la  figure  donne  lieu  aux  remarques  suivantes,  qu'on 
propose  de  démontrer  : 

1^  La  droite  (OU)'  qui  est,  pour  des  raisons  évidentes^  paral- 
lèle au  diamètre  AB,-  est  égale  au  rayon  du  cercle  donné  ; 

if^  Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  oezitre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  Ca)o>'(  est  un  cercle; 

3^  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PP'  et  de  «ai'  est 
constamment  parallèle  à  CD,  et  égale  à  la  moitié  du  rayon; 


—  143  — 

4**  Les  droites  AP,  BF,  CI  sont  concourantes; 
o**  Les  cinq  points  P,  P',  oi,  a>',  0  sont  sur  un  môme  cercle  ; 
6"  On  a  Cco*  +  Ow^  =  Cw»  +  0<o'>  =  2R» ; 
7®  Le  milieu  de  PF  etles  points  o>,  a>',  I  forment  les  quatre 
sommets  d'un  carré.  (de  Longchamps.) 

316.  —  On  donne  deux  parallèles  A,  B,  et  sur  la  pre- 
mière un  point  fixe  0.  Soit  G  un  point  quelconque  de  B. 
Sur  OC  comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence  et 
menons  en  G  la  tangente  GD,  sur  laquelle  nous  prenons 
CD  =  GO.  Enfin  joignons  le  point  D  au  milieu  E  de 
GO.  Cette  droite  rencontre  le  cercle  en  deux  points  I  et  I' 
dont  ou  demande  le  lieu  géométrique,   (de  Longchamps») 

Mathématiques  spéciales. 

317.  —  Trouver  Tenveloppe  de  la  ligne 

nj 

a?  cos  cp  +  î/  sin  (p  =y  (acos  /Kp). 

(Edmunds.) 

318.  —  Résoudre  le  système 

3^ 

X  -}-  2/  =  3  y  X  —  I 

21/ 
^3  1    ^8;^ ^ — ^  (Edmunds,) 

X  -^  y 

319.  —  1®  On  prend  sur  la  tangente  à  une  courbe  fixe, 
à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle 
à  la  normale  en  ce  point.  Trouver  le  lieu  de  Textrémité  de 
cette  longueur  quand  la  tangente  se  déplace.  —  2®  On  prend 
sur  la  normale  à  une  courbe  fixe,  à  partir  du  pied  de  la 
normale  à  la  courbe,  une  longueur  proportionnelle  à  la  tan- 
gente en  ce  point.  Trouver  le  lieu  du  point  ainsi  obtenu 
quand  la  normale  se  déplace.  —  Appfication  aux  coniques 
et  à  la  cycloïde.  -  (Julliard.) 

320.  —  Établir  l'identité  suivante,  qui  a  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  de  p  et  de  n  : 

nfi  ~  Gp4.^(/l  —  i)  +  Gp+i(n  —  2)?»  +  . . .  + 

(—   i)»'^^^/*^  -  P)^  +  (—  0^  +  i  (n  -  p  -  i)p  =  o. 

(de  Longchamps.) 
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4 

321. —  Établir,  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de 
p  et  de  n»  et  quel  que  soit  ce,  l'identité 

(x  —  i)P-H  [iP  X  +  2P  X»  +  . . .  +  nP  flc»»  ] 
=  p,a:"+P+<  +  p2  a?»»+P  +  ...  +  pp  4.  <  a^-H 

+  ap  asP  +  *p+i  ^""*  +  •  •  •  +  OM  a;, 
les  coefficients  a,  p  étant  indépendants  de  x,  et  donnés 
par  les  égalités 

pi=(n  — i)P  — C;^.^nP 

^3  =  (n-2)P-C;^,  (n-  ,)P  +  CJ^  nP 


?P+i  =  (n  —  p)P  —  C;^,   {n  —  p  +  i)P 

+  ...+(-  i)pcî;+,  IIP 

a,  =  (—  l)P+i.  iP 

a,  =  (—    l)P+i  .  2P  +  (—    l)P  Cp^.  IP 

aj  =-  (-  i)P+i  .    3P  +  H   ^)P  C;^   2P  +  (-  i)P-i 


=:   (_    ,),+,   pp   +    ...    +    (--     ,^iCj;;l.  IP. 

("de  Longchamps.) 


Le  Rédacteur-Gérant^ 
J.  KŒHLER. 
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NOTE  D'ARITHMETIQUE 


1.  —  Décomposer  en  fadeurs  premiers  le  produit  : 

1 .2.3.4. *  *^ 

Soit  a  un  facteur  premier  qui  entre  dans  ce  produit  ;  si 
ToQ  divise  m  par  a,  et  que  Ton  trouve  pour  partie  entière 
du  quotient  9,  les  seuls  facteurs  divisibles  par  a  seront 

a,  20,  3a,  4a  . . .  qa. 
Par  conséquent,  en  réunissant  ces  facteurs,  nous  pour- 
rons mettre  en  évidence  le  produit 

a?  . 1.2. 3. ..9. 
Supposons  de  même  que  Ton  ait 

q  =  aq'  -{-  r\ 
Dans  le  produit  1.2.3...^;  nous  pourrons  encore  mettre 
en  évidence  le  produit 

aff .  1 .2.3. .  ,q  , 
Enfin,  supposons  qu'en  divisant  q  par  a,  on  ait  un  quo- 
tient q'  inférieur  à  a;  on  mettra  en  évidence  le  produit 

oH'i  .23,.  ,q'. 
Il  en  résulte  que,  pour  chaque  facteur  premier,  on  trou* 
vera  facilement  la  puissance  à  laquelle  il  entre  dans  le  pro- 
duit 1 .2.3. ..m,  d'après  la  règle  suivante  : 

On  divise  m  par  le  facteur  premier  considéré  a,  on  a 
pour  partie  entière  du  quotient  q\  on  divise  q  par  a,  ce  qui 
donne  pour  partie  entière  q'\  on  divise  q  par  a,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  un  quotient  qn  inférieur  à  a  ; 
la  puissance  à  laquelle  le  facteur  a  entre  dans  le  produit 
est  qf  -|.  q,'  -|-  ç'  -[-...  -|-  g„^ 

En  opérant  ainsi  pour  tous  les  facteurs  premiers  qui 
entrent  dans  le  produit,  on  décomposera  celui-ci  en  facteurs 
premiers. 

Ainsi,  par  exemple,  prenons  le  produit 

1.2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. II. 12. 13.14. 15.16.17. 

Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  le  produit  sont 

->  "^ï  ^>  7»  '  ' >  ' -^j  '7* 

JOUR.NAL  1>B  MATH.    1881.  10 
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On  trouve  pour  le  facteur  2,  les  quotients 

8,  4,  2,  I  ; 
donc  2  entre  au  produit  avec  la  puissance  1 5  ;  on  trouverait 
pour  3  la  puissance  6  ;  pour  5  la  puissance  3  ;  pour  7  la 
puissance  2,  et  pour  les  autres  la  puissance  i  ;  donc  on  aura 
pour  le  résultat  de  la  décomposition  du  nombre  en  facteurs 
premiers      2"  X  3*  X  5»  X  7"  X  1 1  X  i3  X  17 

3.  -^  Décomposer  en  facteurs  premiers  le  produit 

(p  +  0(P  +  2)(p-h  3Kp  +4)  .-.  (P  -r  m). 

Je  remarque  que  ce  produit  est  le  quotient  du  produit 
de»  (m  -f-  p)  premiers  nombres  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Cela  posé,  si  nous  considérons  un  facteur  premier  supé- 
rieur àp,  il  est  certain  qu'il  n'entrera  pas  au  dénominateur; 
nous  le  retrouverons  au  quotient  avec  un  exposant  égal  à 
celui  qu'il  a  dans  le  numérateur,  exposant  que  nous  obte- 
nons d'après  la  règle  précédente.  Si,  au  contraire,  nous 
prenons  un  facteur  premier  b  Inférieur  à  p,  nous  aurons,  eu 
appliquant  au  numérateur  et  au  dénominateur  la  règle  pré- 
cédente, d'abord 

/»  +  P  =  *?i  +  n  ;-  P  =  bq  +  ri 

et  il  est  bien  certain  que  Ton  a 

NoUs  eb  déduirons  donc,  en  continuant  de  même,  et 
appelant  q^,  qi",  •  ;  .  les  quotients  successifs  pour  le 
tiumérat^ur,  q,  q"  .  .  ,  les  quotients  pour  le  numérateur 

et,  en  définitive,  en  posant  d'une  part 

d'autre  part        Q  i=  f  +  ?'-}-  9'  +  •  •  • 

Nous  trouverons  que  le  facteur  b  entre  au  quotient  à  une 
puissance  égale  à  Q^  —  Q. 

En  opérant  de  même  pour  tous  les  facteurs  premiers 
inférieurs  è  p,  nous  décomposerons  en  facteurs  premiers 
le  produit  donné,  en  mettant  en  outre  tous  les  facteurs 
supérieurs  à  p,  pour  lesquels  nous  appliquons  la  règle 
donnée  dans  le  premier  problème. 
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ExiMPLB.  —  Décomposer  en  facteurs  premiers  le  produit 
I 8. 19.20.21 .22.23.24.25.26.27.28.29. 

On  a  ici  :  />  =  17  ;  p  +  m  =  29. 

Les  facteurs  premiers  sont  2,  3,5,7,  ^^>  ^^'  ^7>  ^9>  ^^»  ^9* 

Les  facteurs  19,  23,  29  entreront  dans  le  produit  avec 

l'exposant  i  ;  pour  les  autres,  on  trouve  le  tableau  suivant 


Q. 

Q 

Qi-Q 

Qi 

Q 

Q.-Q 

2 

25 

i5 

1 

10 

II 

2 

I 

1 

3 

i3 

6 

7 

i3 

2 

I 

I 

5 

6 

3 

3 

17 

I 

I 

0 

/ 

4 

2 

2 

. 

i 

... 

Donc  le  produit,  décomposé   en  facteurs  premiers,  donne 
2"  X  3''  X  5»  X  7*  X  II  X  i3  X  19 X  23  X  29. 

3.  Théorème.  — ^  Le  produit  de  p  nombre»  entiers  consé^ 
cutifs  est  toujours  divisible  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Je  puis  toujours  supposer  que  le  plus  petit  des  nombres 
qui  entrent  au  numérateur  surpasse  d'au  moins  une  unité 
le  plus  grand  facteur  du  dénominateur  ;  sans  quoi,  il  y 
aurait  des  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur, que  je  pourrais  supprimer  immédiatement,  ce  qui 
me  ramènerait  au  cas  précédent;  je  considère  donc  la 
fraction     (">  +  i){fn±_2)(m  +  3)  ....  (m+p) 

1.2    ...    p 

dans  laquelle  je  suppose  m  >_p;  il  en  résulte  que  Ton  a, 
pour  un  facteur  premier  a>  en  appelant  q^  le  quotient  de 
m  4-  p  par  a,  et  q  le  quotient  de  p  par  a 

îi  >  2g 
de  même  q'^   >_  2q' 

q[>2ct 
etc.,   q\,  g'i,.,.    q\  g'...   ayant    la   signification   que  je 
leur  ai  donné  précédemment.  J'en  déduis  : 

Qi  -  Q  >  Q* 
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Donc  tout  laclour  premier  du  dénominateur  entre  au 
numérateur  avec  un  exposant  au  moins  égal;  par  consé- 
quent le  numérateur  contient  tous  les  facteurs  premiers 
du  dénominateur  avec  des  exposants  au  moins  égaux  à 
ceux  qu'ils  ont  dans  ce  dénominateur;  par  suite  l'expression 
considérée  est  un  nombre  entier. 

4.  Théorème.  —  Si  fon  a 

m  ^  g  +  r^  -t"  Y  "t-  Q> 
rexpression 

1.2.3.4  •  •  •  ^"^ 

-^  r-  -  -Il  TMiiiHi  I  -  r-i-w  ■ 

1.2.3...  aX   1.2.3...  p  X   1.2.3...   yX   1.2. 3...  ô 
est  un  nombre  entier. 

En  effet  on  peut  d'abord  supprimer  le  produit  i.2.3...x 
au  numérateur;  puis  on  remarquera  que  l'expression  est  le 
produit  des  expressions  suivantes  : 

(a  +  I)  (x+  2)  ,    .a+^)    ^ 
(»  +  P  +  I)  («  +  ^  +  2)...  (^  +  ^  +  Y)  ^ 

(^  +  P  +Ï+  i)  »>■  (^+  P  +Y+S) 

1.2.3...  8  ' 

et  de  plus,  un  produit  sous  forme  entière  P  s'il  y  a  lieu. 

Or,  chacune  des  expressions  précédentes  est  entière, 
d'après  ce  que  l'on  a  dit;  donc  l'expression  considérée  est 
un  nombre  entier. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  dlBo-IiOrU 

(Suite,  voir  page   104.) 


II 
TÉTRAGONOMÉTRIE^  POLYGONOMÉTRIE 

13.  —  (R)  Trouver  une  expression  pour  la  surface  S  d'un 
quadrilatère  ABGD  dont  on  connaît  deux  côtés  opposés  h,  d  et 
les  angles. 
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Les  côtés  AB,  CD  se  coupent  en  E.   L'aire  du  triangle 
ADE  est  J_^,^inAsiDD_ 


2       sia  (A  +  D)  ' 
et  l'aire  du  triangle  BCB  est 

I    .,  sin  (ic  —  B)  sin  (tt  —  C)    i    ,  ^  sin  B  sin  C 

T  sin  [27r  — (B+G)]        ""         T       sin  (B  +  C) 

et  comme  S  =  ADE  —  BGE, 

^         d*  sin  A  sin  D     ,     6*  sin  B  sin  G 
on  aura  S  r= : — — — j — — — (- 


2  sin  (A  +  D)     •     2  sin  (B  +  G) 

Remarque. — On  reconnaît,  aisément  que,  quoique  on  ail 
supposé  dans  la  démonstration  que  le  quadrilatère  fût  con- 
Tcxe»  la  formule  trouvée  est  vraie  aussi  quand  il  ne  Test  pas. 

14.  —  (R)  Étant  donnés  dam  un  quadrilatère  quelconque  les 
côtés  a»  b,  c,  et  les  angles  B,  G,  trouver  sa  surface. 

Les  côtés  AB,  GD  du  quadrilatère  se  coupent  en  E.  Gomme 
l'angle  E  est  égal  à  ^  —  (ît  —  B)  —  (tt  —  G)  ou  B  +  G  —  :r, 
le  triangle  BGE  donnera 

BG  GE  BE 

sin  (B  +  G  —  -tu)         sin  A 
el  on  aura  donc 

BE  = *iil£_;  GE  =  - 

sin  (B  +  C)  ' 

et 
»D  6  sin  C  --_, 

-''^  =  ^-  sin(B  +  C)'       ^^  =  <^-    sin(B+C)- 
Or  on  a 

BGE  =  ^      ^«inG      y      6  si  n  B      \         ^g  ^  g  _  ^^ 
T\  sin  (B  +  G)  A  sin  (B  +  G)  /         ^     ^  ^ 

i_^   b^  sin  B  sin  G 

■"  2        sin(B+G)     ' 

ATM?         '  /  6sinG    V  6sinB    \  .    ,d  ,   .,       , 

ADE=  —  (o ————Me --___- )sin(B  + G— i:) 

2  \        sin(B-f-Gy\        sin(B  +  C)/ 

= ac  sin  (B  +  G)  -| bc  sin  G  -| ab  sin  B 

?  2  -# 

I    6*  sin  B  sin  G 

~7     sin(B^-G)    ' 


sin  G 

6  sin  B 

sin  (B  +  C)  ' 

b  sin  B 
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et  comme  S  =  ADE  —  BCE, 

on  aara 

S  =  — bc  sin  C  H ab  sin  B ac  sin  (B  +  C). 

2  '2  2 

18.  —  (R)  Le  carré  de  la  surface  d^un  quadrilatère  plan 
quelconque  est  égal  au  carré  de  la  surface  d'un  quadrilatère 
inscriptible  ayant  les  mêmes  côtés,  diminué  du  produit  des  quatre 
côtés  par  le  carré  du  cosinus  de  la  demi^somme  de  deux  angles 
opposés. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diagonale 
BD  du  quadrilatère,  on  a 

a»  -|-  eP  —  2ad  ces  A  =  6*  +  c*  —  26c  cos  G, 
d'où  l'on  tire 

ad  cos  A  —  bc  cos  B  = ■ (1) 

2 

En  outre,  la  surface  S  du  quadrilatère  est  égale  à  la 
somme  des  aires  des  deux  triangles  ABD,  BGD,  donc  on  a 

ad  sin  A.  -\-  bc  sin  B  =  2S.  (2) 

Élevons  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  (1) 
(3)  au  carré,  puis  ajoutons  les  premiers  et  les  seconds 
membres  :  il  viendra 

a*d«  +  6»<5»  —  2ûbcd  cos  (A  +  C)  =  48»  +  rLJLl 1 1 J  , 

ou 

(ad+  bcy—(^LJ:^ "i L\  =48*  ^j^abcd  cos«  — (A+C). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  le  carré  du  double 
de  la  surface  'L  du  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés 
sont  «,  6,  Cf  d  :  donc 

S*  c=  S«  —  abcd  cos>  —  (A  +  C) 

16.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  ABGD  inscrit  dans  un 
cercle  0,  on  prolonge  les  côtés  opposés  jusqu'à  leur  rencontre. 
Soient  E  le  point  oi$  se  coupent  AB  e^  GD,  F  le  point  oii  se  cou- 
pent BC  ce  D  A  ;  ayant  tiré  lès  droites  OD,_OE,  OF,  on  aura 

OE  .  OF  cos  EOF  =  OD*. 

Bii  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  EF  (fig.  6)  dé- 
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duites  des  deux  triangles  EOF,  EBF  on  aura  : 

ÔË*  ^  ÔF*  —  2OE .  OF  C08  EOF  =  11*  +  bP— 2BE .  BF  cos  B, 
d'où  2OE  .  OF  cos  EOF  (1) 

=  ÔÊ*  — 11*  4.  OF*  —  BF*  +  2BE  .  BF  cos  B. 


Du  triangle  BGE  on  tire 

b 


BE 


sin  (TU  —  B  —  C) 
el  comme  G  =  tc  —  A  il  viendra 

BE=       ^^'""^ 


siu  G 


sin  (A  —  B)  • 
De  même  du  triangle  ABF  on  tire 

_      a  sin  A 
sin  (A  +  B)* 
En  posant  OAB  =  OBA  =  f  ;    OBG  =  0GB  =  if 
les  deux  triangles  ABO,  BGO  donneront  : 

Les  deux  triangles  OBE,  OGF  donneront  : 

Ol^=OP  +  M*—  2OB  .  BEcos(p; 

ÔF*  =  51*  -f  BÎ  *  —  2OB  .  BF  cos  f 
et,  en  nous  rappelant  les  équations  (2)  (3)  (4)  (5)  : 

î2       5ÏÎ2       ^  -  ^^  sin  A 


(2) 


(3) 


OF/  —  BE"  =  R*  — 


sin  (A  —  B)  ' 


OF*  —  BF*  =  R«  — 
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ab  sin  A 


sinrA+B)  ' 
donc 

Ôl*  —  BÊ^  +  ÔF*  -  BF*=  2R*  2a6  sin»  A  cos  D 

sin(A+B}sin(A— Bj' 
On  tire  encore  des  équations  (2)  (3)  : 

2BE  .  ^^  --,  P  ^  ^^'^  "^^'  ^  ^^"  ^ 

sin  (A  +  B)  sin  (A  -•  B)  ' 
Il  viendra  donc: 

ÔË*  —  BÊ*  +  ÔF*  —  BF*  4-  2BE  .  BP  cos  B  =  2R-  (6). 
Enfin  des  relations  (1)  (6)  on  tire  : 

OE  .  OF  cos  EOF  =  R«  =  ÔD*       c.  q.  f.  d. 

17  (R).  —  Si  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  dun  quadrilatère 
inscrit  forment  une  progression  géométrique,  on  aura  (si  r  est  k 

tg  —  (BCD  —  ABC) 
raison)  ;        — 1 L 

tg  —  (BCD  +  ABC)         ^''' +  '^* 


On  connaît  la  relation  : 

sin  BCD  -  sin  ABC        *  g -f  (BCD  -  ABGj 

sin  BCD  +  sin  ABC  ~  r~~  ' 

^  Ig  —  (BCD  +  ABC) 

On  aura  sin  ABC  =  2  sin  —  ABC  cos  —  ABC 

2  2 

_   Vip  —  a)ip  —  b}(p  —  c){p  —  d)    _       2S 


ab-\-  cd  ab-\-  cd 

sin  BCD  =    ■    '^^     ; 

oc  -\-  da 

tg  —  (BCD  —  ABC)  ,   ,      . 

donc  ^     '  _  ab  +  cd~bc-da 

tg  —  (BCD  +  ABC)         «*  +  crf  +  6c  +  d«  ' 

Comme  les  côtés  forment  une  progression   géométriquo 
dopt  r  est  la  raison  on  aura  : 

h^^ar^    c  =  ar'^,    d  =^  qr^ 
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et  par  conséquent, 

tg  ±.  (BCD  -  APC)    _   ^,^.  ^  ^.^,  __  ^^,^, 

Ig  J_  (BCD  +  ABC)  "''*  +  "*'■'  +  ^'*''" 

et  en  supprimant  au  numérateur  et  au  dénominateur  le  fac-* 
teur  a*r,  on  aura  : 

tg  ±.  (BCD  -  ABC)  ^^.,_,^. 


Ig   J_  (BCD  +  ABC)  V    ^  n 

18.  —  (R)  hans  iout  quidrilatèt^  circonfcril  les  carrés  des  sinus 
des  moitiés  de  deux  angles  opposés  sotit  entre  eux  dam  le  rap^ 
port  inverse  des  produits  des  côtés  qui  la  comprennent. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diai^'onale 
AG  déduite  des  triangles  ABC,  AGD 
on  a       a*  -|-  6*  —  2ab  cos  B  =c*  +  rf*  —  2cd  cos  D, 
ou 

(a  —  b)*  +  2ab  (i  —cos B)  =  (c  —  d)*  +  2cd  (i  ■—  cos  D). 
Comme  le  quadrilatère  est  circonscriptiblc, 

ou  a  a  +  c  =  6  +  ^ 

ou  a  —  b=  d  —  c. 

Par  conséquent,  l'équation  précédente  devient 

Aab  sin*  - — B   =  Acd  sin*  — D 

2  2 

siu«  — B 

2         cd 

sm*  —  D 

2 

Remarque,  —  La  relation  démontrée  est  vraie  aussi  quand 
le  quadrilatère  n'est  pas  convexe  ;  car  alors  on  a  (*)  : 

a  —  c  =  b  —  d 
et  a  —  b  =  c  —  rf, 

et  la  démonstration  précédente  ne  subit  aucune  altération. 

'•)  Sleiner,  Journal  de  Creite,  XXXII^  p.  2>5, 
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19.  —  (R)  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  de 
deux  côtés  opposés  diminuée  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés  est  égale  au  double  du  produit  des  diagonales  par 
le  cosimtë  de  V angle  comptis. 

Si  0  est  rintersection  des  diagonales,  posons  ÀOB  =  COD 
=  a. 
Les  triangles  AOB,  GOD  donnent 

o*  ==  ÂÔ*  +  BÔ*  —  2AO  .  BO  cos  («  —  a); 

c«  =  CO*  +  DÔ*  —  2CO  .  DO  cos  (tt  —  a) 

donc  a»  +  c*  =  ÎÔ*  +  5??  +  CC?  +  DÔ* 

-f  2(A0  ,  BO  +  GO  .  DO)  cos  a 
de  môme      6*  +  d«  =IÔ^  4.:bô2  _^  CO*  -|-.  55* 

~  2(B0  .  GO  -f  DO  .  AO)  cos  a. 
En  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première,  on  a 
at  _  6t  _^  c«  _  rf«  =  2(A0  .  BO  +  00  .  DO  -f  BO  .  GO 

+  DO  .  AO)  cos  a, 
a^~b*+c*  —  d*=z  2(A0  +  OG)(BO  +  OD)  cos  a 

=  2AG  .  BD  cos  a,  c.  q.  f.  d. 

RemargiÂC,  ^—  La  même  proposition  s'applique  à  un  qua- 
drilatère non  convexe  ;  la  démonstration  en  est  tout  à  fait 
analogue. 

20.  —  (W)  Etant  données  les  cordes  a,  b,  c  de  trois  arcs  de 
cercles  adjacents  AB,  BG,  GD,  dont  la  somme  est  égale  à  une 
demi-circonférence  y  trouver  V  équation  qui  donne  le  rayon. 

Soit  0  le  centre  de  la  circonférence,  tirons  OB,  OG  et  posons 

AOB  =  29,  BOG  =  2'\,  GOD  =  2(o. 
Ges  angles  sont  liés  par  la  relation 

(p  +tj,  +  0)=     ^.  (i) 

Le  triangle  isoscèle  AOB  donne 

a  =  2R  sin  9 

,,  X  .a 

d  ou  sm  (p  = 


2R   • 
De  même      sin  -j/  =  ---^  ;    sin  a>  = 


2R    '  2R 


n  s'ensuit  que    

,       /4R'  —  6«                    V4R'  — «• 
cos^<  = ^ ;   cosç  = -g— 

Or,  de  l'équalion  (1), 
il  vient  :  cos  9  cos  ^  —  sin  9  sId.  ^  s=  sin  co  ; 

donc.      K  (4R'  -  fc')(4R'  -  flM  ab     _      c 


4R'  4R*  3R  * 

En  élevant  au  carré  aprfeg  avoir  isolé  le  radical,  on  aura  ; 
,6R4  _  4(a«  -f  6«)R«  -1-  a«6«  =  4c«R*  +  4a5cR  +  a*6» 
et  supprimant  le  facteur  commun  4R,  on  a  enfin 

4R»  —  (a«  +  *•  +  c')R  ^  abc  =;=  o , 
qui  est  l'équation  cherchée. 

(A  suivre.) 


,-iv,'  ■'■'  ■     --    ■'       tgs 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Si  dans  un  tétraèdre  deux  arêtes  opposées  AC,  BD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  on  aura 

AB«  +  CD»  =  AD»  +  BCS 
et  réciproquement.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

L'arôle  BD  étant  perpendiculaire  à  AC,  on  peut,  par  BD, 
mener  un  plan  perpendiculaire  à  AG  ;  ce  plan  coupera  AC 
en  un  point  I,  tel  que  IB  et  ID  sont  perpendiculaires  à  AC. 
On  aura  par  suite 

BC*  —  AB*  =  CI»  —  AI» 
DC«  —  DA»  z^  CI*  —  AP. 
On  en  tirera  facilement  en  égalant  les  premiers  membres. 

BC«  +  DA»  =  AB«  +  DC*. 
Réciproquement,  de  celte  égalité  on  tire 

BG*  —  AB*  =  DC»  —  DA«. 
Si,  du  point  B  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  AC, 
elle  coupera  AG  en  un  point  I,  tel  que  Ton  aura 

BC»  —  AB*  =  CI*  —  AI*. 
Donc,  en  vertu  de  l'égalité  supposée,  on  aura 

DC*  -  DA*  =  CI*  —  AP, 
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c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  menée  du  point  D  sur 
AC  tombera  au  même  point  I.  Par  suite,  BD  sera  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  AC  ;  les  deux  arêtes  opposées  sont 
donc  rectangulaires. 

Corollaire.  —  Si  AC  est  perpendiculaire  à  BD  et  que  AB 
soit  perpendiculaire  à  CD,  AD  est  aussi  perpendiculaire  à  BC. 
En  effet,  on  a,  d'après  la  première  hypothèse. 

AD*  +  BC*  ==  AB*  +  CD*. 
Puis,  d'après  la  seconde  hypothèse,  on  a 

AD*  -[■  BC*  =  AC*  +  BD*. 
Donc,  on  aura 

AB*  +  CD*  =  AC*  +  BD*, 
ce  qui  nous  montre  que  AD  et  BC  sont  perpendiculaires. 


Démonl7'er  élémentaire^nent  que  Von  a 

X  —  sin  X  < 


x3 


^     6    • 

La  formule  qui  donne  siu  3a  est 

sin  3a  =  3  sin  o  —  4  sin^  a. 

X 

elle  devient  en  remplaçant  a  par  -— - 


sm  a?  =  3  sin  —5 4  sin' 


3         ^  3   ' 

ce  qui  donuC;  puisque  l'arc  est  plus  grand  que  le  sinus, 

4( -y  j  >  3  sin  — sin  x. 

X 

Ou  aura  de  même,  en  remplaçant  x  par  -—  et  multipliant 
les  deux  membres  de  l'inégalité  par  3, 

4  •  -^("34"  I  -'    ^*  ^^^  "^i ^  s^^ 

puis  de  même 

^  '   \"F"y  ^      ^'"^  "3^  "■  ^  ^'"^  1^* 
«y  œ  y  X      ^,  .    X 


X 
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o     /  X  y- 


>  3'»  sin  — 3«-<  sin 


3n  3n-i   • 

Ajoutons  ces  inégalités  membre  à  membre,  en  supposant 
n  infini.  Le  premier  membre  est  la  somme  des  termes  d'une 

progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est  4(-^)  » 

et  la  raison  --^.  On  a  donc  pour  ce  premier  membre,  tout 

calcul  fait,  --r-. 

o 

Le  second  membre  deyient 

3"  sin sin  x*. 

3« 

Le  premier  terme  peut  s'écrire 


X  sin 


3"  '   3"  ' 
il  se  réduit  donc  à  x;  et  on  a  bien 


x^ 


-    >  a;  —  sin  x-, 
o 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


Problème.  —  Trouver  élémentairement  le  minimum  de 

I 


xP-f- 


xq 
Lemme.  —  Lorsque  Ton  am>»eta;  —  y  =  n,  Tex- 

pression  passe  par  un  minimum  pour =  -^. 

^      y**  tu  n 

yn 

En  effet  l'inverse  de  cette  expression,  ou  -^ — ,  peut  s'écrire, 

en  posant  m:=  n  -j-  p, 

f  X  —  a  Y         ï 

V    X    ;  ^  w 

ou  ti"  ( )  X  — -. 

\  a  X  J         xP 
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Celte  quantité  est  un  produit  de  puissances  de  facteurs 
dont  la  somme  est  constante;  donc  on  aura  un  maximum 

I  I  I 

a  X  X 


quand  on  aura 


ou 


n 
X  —  a  I 


ou  enfin 


an  p 

y  (i  g  +  y  X 

n  p  »*  +  p  f^  ' 

Par  conséquent,   pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  y,  la 
fraction  proposée  passera  par  un  minimum. 

Ce  lemme  établi,  remarquons  que  la  quantité   proposée 

peut  s^écrire  :  -^ — , 

x^ 

en  posant  m  =p  +  ^• 

Élevons  le  tout  à  la  puissance  m,  et  remarquons  que  Ton 
a  (  a^  )"»  =  (  a;"»  )9 . 

Nous  avons  à  chercher  le  minimum  de  l'expression 

Ce  minimum  a  lieu,  d'après  le  lemme  précédent,  lorsque 

„  x"^  4-  i  x^  i 

1  on  a  :  — — - — -  = =  — . 

m  9  P 

On  en  tire  :  ce»*  =  — . 


QUESTION  277 

Sel«tioB  par  M.  Andrieux,  étève  au  Lycée  Corneille^  Rouen. 


Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite  AB,  une 
troisième  circonférence  de  même  rayon  que  les  deux  autres  leur 
est  constamment  tangente  ;  pour  quelle  position  des  trois  circon- 
férences Vaire  du  pentagone  ayant  pour  sommets  les  trois  centrer 
et  les  deux  points  de  contact  sera-t-elle  maxima? 

Soient  £  et  D  les  deux  circonférences  qui  roulent  sur  la 
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droite  ÂB,  et  0  la  troisième  circonférence  qui  leur  est  cons- 
tamment tangente  et  qui  a  même  rayon.  On  peut  supposer 
une  des  deux  premières  fixe  et  les  deux  autres  mobiles.  Soit 
àCDOE,  le  pentagone  maximum.  Soient  AC  ==  ED  =  x, 
OE  =z  y  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  ED.  La 
surface  du  pentagone  est  : 

^    +  Ra;  ou  —  (2R  -f-  y). 


2  2 

Puisque  les  trois  circonférences  ont  mèmerayon,  OE  =  OD 
et  le  triangle  EOD  est  isoscèle  ;  alors 

ou  4R«=  t/«   +^; 

4 

X 


dVu  —  =/4R«  —y\ 

2 

et  l'expression  de  la  surface  devient 

/4R*  -  y'  (2R  +  yh 

Expression  qui  sera  maximum  en  môme  temps  que 

(2R+t/)'(2R  — J/). 

Ce  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante 
sera  maximum  quand 

2R  +  V  r» 

^--^  =  2R  —y; 

d*où  !/  =  R. 

Donc  le  maximum  a  lieu  lorque  la  circonférence  0  est 
tangente  à  la  ligne  des  centres  des  deux  premières.  Si  y  :==  R, 
X  =  2RV^  '  c'est-à-dire  est  le  doubledu  côtédu  triangle  équi- 
latéral  inscrit.  De  là  une  construction  facile,  et  la  surface 
maxima  est  3R*/3 ,  c'est-à-dire  équivalente  à  la  surface  du 
triangle  équilatéral  circonscrit  que  Ton  obtient  sur  la  figure 
en  menant  AK  et  CL  qui,  prolongées,  se  coupent  en  I  à  l'ex- 
trémité du  diamètre  01. 

KoTA  :  Ont  résolu  la  mèine  question  :  MM.  Perrier.  à  Lons-le-Sauinier;  Chré- 
tien, au  Havre;  H.  Bourget,  à  Aix;  Harel.  école  Albert-le-Grand,  (Arcueil); 
UamoD.  au  Mans  ;  Daguillon,  Lapareitlé,  lycée  Henri  IV  ;  Gobert.  au  collège 
Chaptal;  Latallerie,  A  Saint-Oler  (Puy-de-Dôme);  Tinel,  à  Rouen.  Gallon 
Harit,  lycée  Louis-lc-Grand  ;  Capelle,  Davoioe,  Tison,  Morchipont,  à  Tour- 
coing. 
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QUESTION  270 

fiolvtloii  par  M.  A.  Jolt,  élève  au  Lycée  de  Turlics. 


Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  Vangle  opposé  et  fe 
produit  d'un  des  côtés  inconnue  par  la  somme  ou  ta  différence  de 
ces  deux  côtés. 

Données  a,  A,  b(b  +  c)  =  m*. 
De  la  relation 


on  lire 


sin  A  !sin  B  sin  C 

a  6  +  c  b 


sin  A  sin  B  -j-  sin  C  sin  B 

A  B  —  C 


.      ^  2(1  COS  COS    

a  sm  B  2  2 

(1  ou  6  =  — : — - — ,  b  -\-  c  = 


bin  A  sin  A 

Par  suile,  en  multipliant   ces  deux  égalités   membre  à 
membre  : 

A      .    _  B— 0 

2a'  COS  sin  B  cos 


•  2  2 


(/*  cos 


sin*  A 
A    r  .      3B— G     .  A 


r  .      315  —U     ,  AT 

[sm +  cos  —  J 

~  sïiî^A  ' 

expression  qui  peut  s'écrire 

,.A             A                     3B-G,,  A 

47w'  sm* cos =  f/*  sm [-  a*  cos  — . 

2  2  2  2 

On  en  déduit 

.  3B  -  c     '''  4{4'»*  ^'°'  -r  -  «•  ] 

sm =  : . 

2  a" 

Pour  que  Ton  puisse  accepter  cette  valeur  il  faut  qu  elle 

vcrifle  les  inégalités 

cos  1  4W*  sin* «*  j 

—  I  < : <  I  , 


a* 


—  U)\  — 

qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

A  a* 

cos  >  o,  m*  <  


g    .   ,    A  A 

8  sin* cos  — . 

u  2 

La  première  est  toujours  vraie. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  obtiendra  au  moyen 

des  tables  deux   angles  j^   et  ^',   supplémentaires  Tun  de 

l'autre,  pour  3B  —  G.  On  aura  donc  le  système  suivant 

B  +  C  =  a 

3B  — C  =  p    ou3B  — C  =  V; 
OD  en  conclut 

B=.iL±^  c=    '^"^ 

4  4 

g  +  fi'  3a  —  fi' 

»  — ^«  — » 

4  4 

au  moyen  des  relations  (A)  on  calculera  b,  b',  c,  c  et  par 
suite  S. 

Si  au  lieu  de  prendre  6(6  -\-  c)  =  m^  on  avait  posé  6(6  —  c) 
=  m*,  c(b  +  c)  =:  m*,  c(6  —  c)  =  m*  la  marche  à  suivre 
pour  résoudre  le  problème  eût  été  la  même. 

Nota.  —  MM.  CoUod,  de  Bellay,  Dupuy  deGrenobleont  résolu  la  même  question. 


QUESTION  282 

Molatlon  par  M.  Andrieux,  élève  au  lycée  de  Rouen. 


Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  xin  élément  linéaire  (côté, 
bissectrice...)  sachant  en  outre  : 

4^  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle 
des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base  correspondante  est 
exprimé  par  un  nombre  entier; 

f*  Que  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
duit  des  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hau- 
teurs sur  les  côtés  opposés.  (Geoffroy.) 

D'après  les  coi/ditions  de  l'énoncé  on  a  : 

BD  .  DG   ~'^' 

JOURNAL  DB  MATH. 1881.  1i 
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ft  .  A'  .  A"  =  n  .  BD  .  GG  .  AE. 
Or         BD  =  c  cos  B,  CD  =  ft  cos  G  .   .   .   . 

on  a  donc  :  i ;;:  =  m.  (\) 

oc  cos  B  cos  G 

Afc'A*  =  nabc  cos  A  cos  B  cos  G  (2) 

de  cette  derniëre  relation  on  lire  : 

bc  cos  B  cos  G  = r- 

na  cos  A 

ou  en  substituant  dans  (1)  il  vient  : 

na  cos  A  ,^. 

h'h'    =  "*•  <^' 

Or  ah  =  bh'  =  ch\ 

dès  lors  a*h*  =  bch'h' 

a*h* 


'!.# 


d'où  h'h  —     ^ 

6c 

Substituant  dans  (3)  il  vient  : 

nbc  cos  A 

, =  fîi. 

ah 

or  h  =:  c  sin  B, 

,         a  sin  B 
0  = 


sin  A 


-.     -  na  sin  B  cos  A 

dès  lors  : — 7 — : — -—  =  m. 

a  sin  A  sin  B 

par  suite,  tg  A  =  — 

m 

De  plus  h  =  c  sin  B, 

h'  =  a  sin  G, 

h'=b  sin  A. 

Donc  h.K .h"  =  abc  sin  A  sin  B  sin  G. 

Gomparant  cette  relation  à  Tégalité  (2)  on  voit  que  : 

tg  A  tg  B  tg  C  =  n 

et  comme  A  -f  B  -f-  G  =  i8o° 

on  a  en  outre 

tgAtgBtgG=:tgA  +  tgB+  tgC  =n. 

d'oîi  tgB  +  tgG  =  n — 

et  tg  B  •  tg  G  =  m. 
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Oq  peut  dès  lors  calculer  les  trois  angles.  Car  tg  B  et  tg  C 
sont  racines  de  Téquation  : 

X*-(n-.^)x+m  =  o.  (4) 


Pour  que  tg  B  et  tg  G  soient  réelles,  on  doit  avoir  : 

m/ 
m>  o 

4         _ 


(• 


ou  n  > 

m  —  I 

Si  cette  condition  est  remplie,  tg  Bet  tg  Oseront  positives, 
car  la  somme  des  racines  de  (4)  est  positive,  les  nombres 
A  et  m  étant  entiers. 

Connaissant  les  angles  du  triangle  on  le  résoudra  facile- 
ment, puisqu'on  donne  un  de  ses  éléments  linéaires.  On  est 
ramené  à  un  des  problèmes  connus. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE 


CONCOURS  DE  1880 

Mathématiques. 

Définir  le  maximum  et  le  minimum  d'une  quantité  dont  la  grandeur  dépend 
d'one  seule  Tariable.  Exposer  la  théorie  des  questions  de  maximum  et  de  mini- 
mum qui  dépendent  du  second  degré,  et  appliquer  cette  théorie  aux  trois 
exemples  suivants  de  fonctions  dont  la  variable  est  a;  : 

j.  a?'  —  a?  -h  I 

aj*  —  a;  —  i 


2*  a;  —  I  +  v^a;  +  I 

3*  xm  (a  —  œ]n  , 

met  M  étant  entiers  et  positifs*' 

Trigonométrie. 

Dans  un  quadrilatère  ABCD,  le  côté  AB  a  une  longueur  de  6  toises,  et  le 
côté  BG  une  longueur  de  8  toises.  Les  arcs  qui  mesurent  les  angles  A,  B,  G  de 
ce  polygone  ont  des  longueurs  dont  les  rapports  avec  leur  rayon  valent  res- 
pectivement :  I , I I 724695 

1,85247334 
I ,48997357. 
On  demande  de  calculer  en  mètres,  avec  7  figures,  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  quadrilatère  à  la  diagonale  BD. 
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SUR  LÀ  SURFACE  DU  TRIANGLE  POLAIRE 

d'un  triangle  donné 

Par  M.  Ibaehy  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


On  a 


2S  = 


1.  —  Trouver  une  expression  de  la  surface  d*un  triangk  dont 
on  donne  les  équations  des  côtés. 

Soient  a^ij/i,  a;,j/,,  x^y^  les  sommets  du  triangle 

a^x  +  b^y  +  C|3  =  o, 

a^x  -[-  b^y  +  c,«  =  o, 

(^t^  -j-  &«!/  +  CjS  =  o, 
dont  la  surface  est  S. 

En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  Xiyi  . . . 
tirées  des  équations  des  côtés  combinées  deux  à  deux, 
j'obtiens 

(fcic,)     (c^a^)    (a^b^) 

(ai6,)(aj6,)(a,6,)  .  2S  =      (6,c,)    (c^a^)    (a,6,) 

(Vi)    Ml)    (a3&i) 
Le   deuxième   membre  n*est  autre  que  le  réciproque  du 

déterminant  D  des  équations  des  côtés. 

D* 
On  a  donc     2S  =      ,    ^   ,    ^   ,    .  ^  (1) 

2.  —  Par  un  calcul  analogue  au  précédent  on  trouverait 
que  le  volume  du  tétraèdre  déterminé  par  les  quatre  équa- 
tions des  faces  étant  V,  on  aurait 

D« 

P  étant  le  produit  des  mineurs  correspondant  à  la  dernière 
colonne. 

3.  —  Trouver  une  expression  de  la  surface  du  triangle  polaire 
(f  un  triangle  donné. 
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Soient  (iJ0iyi3^)(x^y^z^)(XiyiZ^)  les  coordonnées  des  sommets 
da  premier  triangle  dont  la  surface  est  S,  S  la  surface  du 
triangle  polaire,  U  =  o  Téquatiou  de  la  conique  auxiliaire. 

Les  équations  des  côtés  du  triangle  polaire  sont: 


œ 


X 


X 


(IXi 

dU 
dx^ 
d\] 
dx^ 


+  y 
+  y 
+  y 


d\] 

du 
dU 

dy^ 


-f-   Z 


rfU 
d\j 


rfU 


dZi 


=  o. 


=  o. 


=  o. 


J'applique  à  ces  équations  la  formule  obtenue  (Probl.  I). 


2S    = 


du 

dxi 
dV 
dxc. 


dU 


dV 


dyi         dz^ 


P 


P  étant  encore   le  produit  des  mineurs  correspondant  a 
la  dernière  colonne.  Soit: 

U  =  AiE«  4-  2Bay  +  Cj/«  +  2Dxz  +  2Eyz  +  F;5«  =  o 
en  remplaçant  les  symboles  par  leurs  valeurs  : 

Aiz-j  I    Dy,^  I    •  •  •    jj^uj       •••       •••     •••        •••        ••• 


oV    


Je  considère  en  ouli 

'0  les  égalités 

X|    y^    z^ 

28  — 

X^     J/j     z^ 

Xs    yz    ^3 

le  discriminant  A  de  II 

A    B    D 

A  — 

B    C     E 

D    E    F 

En  faisant  le  produit  de  ces  deux  déterminants  j'obtiens 
précisément  le  numérateur  de   la    valeur    précédente    de 


—  im  — 


22.  Cette  yaleur  *est  donc 


2S 


4S*A» 


ou 


(2) 


forme  que  Ton  pouvait  obtenir  a  priori. 

Remarque  I.  —  La  formule  précédente  donnant  la  surface 
du  triangle  polaire  d'un  triangle,  permettra  de  même  d'ob- 
tenir la  surface  du  polygone  polaire  d'un  polygone  quel- 
conque. 

Remarque  IL  *—  La  formule  précédente  permettra  aussi 
de  donner  la  surface  d'un  triangle  inscrit  ou  circonscrit  à 
une  conique. 

Remarque  IIL  —  Lorsque  le  premier  triangle  est  autopolaire 
par  rapport  à  TJ,  S  =  S,  on  a  donc  : 

D 


S  = 


2\* 


en  désignant  par  D  la  valeur  de  P  transformée. 

4.  —  En  faisant  un  calcul  analogue  au  précédent,  on  trou- 
verait de  môme  une  expression  du  volume  du  tétraèdre  po- 
laire d'un  tétraèdre  donné  par  rapport  à  une  quadrique  U. 

Si  0  est  ce  volume  : 

24V»A« 
e  =     ^p  (3) 

P  étant  le  produit  des  déterminants  : 

du        rfll        du 


dXi 
rfU 


f/U 


dzi 


dx^        dy, 


On  fera  au  sujet  de  cette  formule  des  remarques  analogues 
à  celles  faites  sur  la  formule  (2) .  En  particulier,  la  surface 
d'un  tétraèdre  autopolaire  sera  de  la  forme  ; 

24  .  A» 
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3.  —  Sur  Texpression  (2)  on  peut  trouver  \\n  certain  nombre 
(le  théorèmes  relatifs  au  rapport  des  surfaces  S  et  S.  Je  me 
contenterai  d'indiquer  le  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  conique  pivote  autour  de  son  centre 
et  que  le  discriminant  de  la  partie  du  second  degré  de  son  équation 
reste  constamment  égal  au  carré  du  terme  constant,  les  triangles 
polaires  d'un  triangle  donné  ont  une  surface  constante. 

Je  cherche  la  forme  du  produit  P  de  mineurs,  c'est  le 
produit  des  mineurs 

Ax,  +  By,  +  1)3,      Bx^  +  Gy,  +  E^^ 
Aa;,  -[-•••  ^^a  +  Gy,  ... 

.ÏAtA/*        ...  •    •    ■ 

La  forme  de  chacun  de  ces  mineurs  est 
(AC  -  B^)(x,y,)  +  (AE  -  BD)(x,z,)  +  (CD  ^  BE){z,y,)  . . . 

Si  on  suppose  que  la  conique  est  rapportée  à  son  centrt, 
D  et  E  sont  nuls  et  le  produit  P  devient 

(AG  -  B'rix,y,){x^,)(x,y^). 

L'expression  (2)  devient  donc 

(x,y,){x^»)  ...  (AG  -  B')« 
or,  dans  ce  cas  A  =  F(AG  —  B*) 

'*°'''  ^  =    (x,y.)  . . .  (AC  -  B^)  ' 

mais  6i  AG  —  B*  =  F» 

(a?it/,) .  (a;,t/,)(aî3î/,) 

et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  Si  B  =  o,  la  conique  est  rapportée  à  un 

système   de   diamètres   conjugués.   Soit  donc   a  et  6  len 

abscisses  et  les  coordonnées  des  points  de  rencontre 

Aa?"  +  Ci/«  4-  F*  =  G 
F»  pi 

avec  îes  axes       o*  =  — r —        6*  =  -7=— 

A  Li 

d-oh  «•''*  =  ^^ 

et  comme    AC  =  F*,    o»6»  ==  F«,    ab  =  ±  F 
d'oh  Ton  déduit  que  ; 
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Lorsqu'une  conique  est  constamment  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  et  que  le  produit  des 
longueurs  des  demi-axes  est  constant,  la  surface  du  triangle 
polaire  d'un  triangle  donné  est  constante. 

On  pourrait  faire  sur  la  formule  (3)  des  remarques  ana- 
logues. 


PROBLÈME  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  Havrej  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand, 


On  donne  deux  coniques  C^  Gj,  et  on  prend  les  polaires  P|  P, 
d'un  point  p  de  leur  plan.  Elles  se  coupent  en  P.  Lieu  des  points  P 
quand  p  décrit  une  courbe  du  plan. 

Considérons  le  faisceau  de  coniques  passant  par  les  points 
(Cl,  Cj).  On  sait  que  : 

Le  triangle  formé  par  les  centres  des  sécantes  communes 
est  autopolaire  commun  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Les  polaires  d'un  point  quelconque,  relatives  à  ces  coni- 
ques, passent  par  un  môme  point  qui  est  dit  le  conjugué  de 
l'autre.  (Ghasles,  Sect.  con.  308.) 

Si  un  point  p  décrit  une  droite  Z,  son  conjugué  P  décrit 
une  conique.  —  Cette  courbe  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de 
la  droite  /  relatifs  aux  coniques.  —  Elle  est  circonscrite  au 
triangle  autopolaire  commun.  (Chasles,  loc.  cit.  309). 

Remarquons  que  la  tangente  au  sommet  S^  du  triangle 
autopolaire  est  la  polaire  du  point  d,,  oîi  la  droite  l  rencontre 
le  côté  Si  S„  par  rapport  à  l'angle  (AS^B). 

En  effet,  considérons  le  point  (5\  infiniment  voisin  de  Vj  sur 
/;  son  conjugué  S'^  est  infiniment  voisin  de  S^  sur  la  conique 
et  la  polaire  de  <y'i  par  rapport  à  l'angle  (AS,B)  qui  fait 
partie  du  faisceau  sera  la  droite  S^S'^.  Donc  à  la  limite,  la 
polaire  de  di  est  tangente  en  S^  à  la  conique. 

Cela  posé,  remarquons  que  le  problème  proposé  revient  à 
chercher  le  lieu  du  conjugué  P,  du  point  p  quand  ce  dernier 
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décrit  une  courbe.  Le  problëme  a  été  résolu  dans  le  cas  de 
la  droite.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  de  P  est  une  conique. 
Nous  dirons  que  la  droite  et  la  conique  sont  correspondantes. 


I.  —  Gela  posé,  supposons  que  le  point  p  décrive  une  courbe 

1  d'ordre  m.  Le  point  P  décrira  une  courbe  2  que  je  coupe  par 
une  conique  circonscrite  au  triangle  autopolaire  commun. 
A  celte  conique  L  correspond  une  droite  l  et  une  seule  ;  en 
effet,  prenons  deux  points  P^,  P,  sur  la  conique  et  détermi- 
nons leurs  conjugués  p^,  p^.  La  droite  pi  p,  est  déterminée 
et  sa  conique  correspondante,  passant  par  (S^,  Sj,  S3,  Pi,  Pj), 
coïncidera  avec  la  conique  L.  Cette  droite  que  je  désigne 
par  l,  rencontre  le  lieu  des  points  p  en  m  points,  auxquels 
correspondent  sur  la  conique  m  points  de  la  courbe  S.  La 
droite  S2  S3  coupe  la  courbe  <j  en  m  points  qui  ont  pour 
conjugué  le  point  S,.  Donc  les  points  S^  Sj  S,  appartiennent 
à  2  avec  le  degré  m  de  multiplicité.  Donc  la  conique  ren- 
contre la  courbe  ï  en  m  +  3?n  =  4m  points.  Donc  la  courbe 

2  est  d'ordre  2m. 

IL  Tangente  en  un  point.  —  Soit  /  une  sécante  rencontrant 
la  courbe  <7  en  deux  points  voisins  p  et  p.  Soient  leurs  con- 
jugués P,  F,  ils  se  trouvent  à  Tintersection  de  S  et  de  la 
conique  correspondante.  Faisons  tourner  la  sécante  l  autour 
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de  p,  de  manière  que  le  point  p'  vieaue  eu  p.  La  coniqae  se 
déformera  en  restant  circonscrite  au  quadrilatère  (Si,  S„ 
S„  P)  jusqu'à  ce  que  F  vienne  en  P.  La  conique  devient 
tangente  au  point  P  à  S  et  correspond  à  la  tangente  en  p  à 
(j.  On  peut  donc  construire  la  tangente  en  P  à  S. 

Si  la  tangente  en  p  a  un  contact  d'ordre  u.  avec  ç,  la 
conique  correspondante  aura  un  contact  d'ordre  |x  avec  la 
courbe  S. 

Un   point   de  degré  r  de  multiplicité  dans  <t  possède  r 
tangentes,  auxquelles  correspondent  dans  S,  r  coniques  pas- 
sant par  le  conjugué  du  point  multiple.  Ce  point  a  dès  lors 
r  tangentes  et  est  du  degré  r  de  multiplicité.  Remarquons 
que  les  points  A,  B,  C,  D,  d'intersection,  de  Ci  et  de  C,  sont 
à   eux-mêmes    leurs   conjugués  ;   s'ils  appartiennent  à  la 
courbe  a,  ils  appartiendront  aussi  à  S  avec  le  même  degré 
de  multiplicité. 
Cherchons  les  tangentes  en  ces  points. 
Prenons  le  point  A,  par  exemple,  et  cherchons  la  tangente 
en  ce  point  à  la  conique  correspondant  à  une  tangente  ASj  à 
la  courbe  (t. 
Considérons  les  points  A  et  s^  ;  la  conique  est  le  lieu  des 

intersections  de  leurs  polaires  qui 
passent  toutes  par  les  points  A  et  S,. 
Considérons  la  droite  S,A  comme 
appartenant  au  faisceau  Si  et  cher- 
chons le  rayon  homologue  dans  le 
faisceau  A.  SjA  est  la  polaire  de  5, 
par  rapport  à  une  certaine  conique 
du  faisceau.  Cette  conique  passant 
par  les  points  A  et  B  est  tangente  à 
s,  A,  5,  B.  Par  rapporté  cette  conique 
la  polaire  de  A^est  la  droite  AT. 

C'est  le   rayon  homologue,  de  S,A 
et  par  conséquent  la  tangente  cher- 
chée. Il  en  résulte  que  si  £  et  <t  passent 
par  les  points  (A,  B,  C,  D),  elles  sont 
tangentes  en  ces  points. 
On  verrait  facilement  que  les  tangentes  en  Si  S,  S3  sont 
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les  polaires  des  points  oh  ^  rencontre  les  côtés  opposés  du 
triangle  autopolaire. 

Cas  de  décomposition.  —  Si  la  courbe  a  est  irréductible  et 
ne  passe  pas  par  un  point  S»  la  courbe  £  est  irréductible. 
Si  la  courbe  «  passe  r  fois  par  Sj,  pour  cbaque  point  S,,  le 
conjugué  est  indéterminé  sur  S,  S3. 

Donc  8,83  fait  r  fois  partie  de  ]£.  Si  <x  passe  r  fois  par  S^, 
S,,  S3,  Jj  se  décompose  en  r  fois  chaque  côté  du  triangle  et 
une  courbe  de  degré  2m  —  3r. 

Faisons  en  particulier  r  =  —- .  Le  degré  est  2W  —  m  =  m, 

3 

Donc  une  cubique  circonscrite  au  triangle  autopolaire  se 
transforme  en  une  autre  cubique.  Si  en  outre  elle  passe  par 
les  points  ABCD,  sa  transformée  aura  avec  elle  sept  points 
communs  et  mêmes  tangentes  en  quatre  de  ces  points. 
Donc,  en  général  ces  deux  courbes  coïncideront.  Cette  cu- 
bique sera  donc  une  sorte  d'anallagmatique  dans  la  trans- 
formation que  nous  étudions.  Telle  est  entre  autres  la 
cubique  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  fixe,  aux  coniques  du  faisceau. 

m.  Asymptotes.  —  Les  points  à  Tinfini  de  la  courbe  S  cor- 
respondent aux  points  communs  à  d  et  au  lieu  des  centres  de 
coniques.  Ce  lieu  est  une  conique  dite  des  neuf  points.  On 
construira  Tasjmptote  comme  la  tangente  en  un  point.  Remar- 
quons que  la  tangente  au  point  considéré  de  a  rencontre  la  co- 
nique des  neuf  points  en  un  second  point  qui  donne  l'autre 
asymptote  de  la  conique  correspondante. 

Donc  si  a  est  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  les 
deux  asymptotes  de  la  conique  correspondante  à  la  tangente 
à  <y  sont  confondues.  La  conique  est  une  parabole  et  S  a 
une  branche  parabolique. 

On  peut  avoir  directement  la  direction  asymptotique. 
Considérons  la  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  au 
point  oh  elle  rencontre  la  courbe  a.  Cette  tangente  est  la 
polaire  du  point  conjugué  à  Tinfini  par  rapport  h  une  conique 
du  faisceau.  Elle  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique* 
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Celle  couique  a  donc  son  cenlre  au  poinl  considéré,  el  la 
direction  asymptoiique  est  le  diamètre  conjugué  de  la  Lan* 
gente  par  rapport  à  cette  môme  conique. 

Application,  —  Considérons  deux  hyperboles  équilalères 
concentriques.  Toutes  les  coniques  passant  par  leurs  points 
d'intersection  sont  concentriques,  puisque  la  droite  de  Tin- 
iini  fait  partie  du  triangle  aulopolaire  commun.  De  plus  ce 
sont  des  hyperboles  équilalères.  En  effet  ces  coniques  déter- 
minent une  involution  sur  la  droite  de  l'infini,  et  le  faisceau 
des  asymplotes  ayant  pour  base  celte  division  est  involutif. 
Il  a  deux  couples  de  rayons  reclan gulaires.  Donc  tous  les 
autres  couples  de  rayons  homologues  sont  rectangulaires  et 
les  hyperboles  sont  équilatères. 

Les  sécantes  communes  réelles  sont  rectangulaires  comme 

faisant  partie  du  fais- 
ceau. Les  deux  sommets 
du  triangle  autopolaire, 
autres  que  le  centre 
commun  0,  sont  les 
points  doubles  de  l'in- 
volulion  délermiuée  sur 
la  droite  de  l'infini, 
c'est-à-dire,  les  poinls 
cycliques  I  et  J. 

De  là  résulte  que  la 
transformée  d'une  droi- 
te est  une  conique  pas- 
sant O.I.J.  c'est  donc 
un  cercle.  Si  nous  con- 
sidérons les  tangentes 
à  la  courbe  a,  S  sera 
une  enveloppe  de  cer- 
clespassantparunpoinl 
fixe.  C'est  une  porfatVe.  Soilw  le  cercle  correspondant  à  la 
tangente  pr  à  la  courbe  a.  Soit  P  le  conjugue  dep  et  Mie 
point  diamélralemenl  opposé  au  point  0.  La  droite  PMsera 
tangente  en  M  à  une  courbe  dont  S   esl  la  podaire.   Tout 
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revient  à  trouver  lo  lieu  de  M,  La  taagonteOR  est  la  polaire 
du  poiat  à  Tinfiai  par  rapport  à  (01,  OB).  Donc  OR  et  la 
parallèle  or  àpr  sont  conjuguées  et  égalemant  inclinées  sur 
OA.  La  droite  OM  est  la  polaire  du  point  à  Finfini  de  pr 
par  rapport  à  une  certaine  hyperbole  du  faisceau.  Par  rap- 
port à  cette  même  hyperbole,  la  droite  or  est  conjuguée  de 
OM. 

Donc  les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  bissectrices  des 
angles  de  Or'  avec  OM.  Soit  OH  une  de  ces  asymptotes. 

Soit  a  Fangle  de  0?-'  avec  OA. 

On  a  r'OA  =  ROA  =  a 

MOR  est  droit. 

Donc  MOr  =  90**  —  2a 

MOr' 

et  HOr  = =  45^  —  a 

2 

HOA  =  HOr'  +  r'OA  =  45^  —  a  +  a  ==  45^. 

Donc,  l'hyperbole  cherchée  est  une  hyperbole  fixe  ayant 
pour  axes  les  sécantes  communes  OA,  OB. 

D'un  autre  côté,  le  pôle  de  pr  par  rapport  à  cette  hyper- 
bole se  trouve  sur  le  cercle  w.  H  se  trouve,  en  outre,  sur 
OM.  Donc,  il  se  trouve  en  M.  Le  point  M  étant  le  pôle  de 
pr  par  rapport  à  l'hyperbole  H,  décrit  la  polaire  réciproque 
de  (S  par  rapport  à  cette  môme  hyperbole.  Donc  S  est  la 
podaire  de  la  polaire  réciproque  de  <j  par  rapport  à  H. 

Supposons  que  a  soit  un  cercle.  Il  passe  par  I  et  J.  Donc 
S  se  décompose  en  OJ  et  01  et  un  cercle,  à  condition  que 
^  ne  passe  pas  par  0.  Si  a  passe  par  0,  on  obtient  01, 
OJ,  la  droite  de  l'infini  et  une  droite.  Dans  le  premier  cas, 
la  polaire  réciproque  de  a  est  une  conique  de  foyer  0  el 
dans  le  second  une  parabole  de  foyer  0. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  transformation  présente  do 
nombreuses  analogies  avec  l'inversion  qui  aurait  pour  pôle 
le  point  0. 

En  effet  : 

1°  Un  cercle  passant  par  0  donne  une  droite  ; 

ï*  Un  cercle  quelconque  donne  un  cercle  ; 

3*^  Une  droite  donne  un  cercle  passant  par  0; 

4**  Une  conique  donne  une  podaire  de  conique; 
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S^  L'inverse  d'une  figure  est  la  podaire  de  sa  polaire  réci- 
proque prise  par  rapport  au  cercle  qui  définit  Tinversion. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  fi.  «i.  Boquel. 

(Suitûy  voir  page  80. j 


Méthode  générale  pour  passer  de  V équation  d'une  ligne  en  coor- 
données cai'tésiennes  à  Véquation  de  cette  ligne  en  coordonnées 
tangentielles,  et  inversement. 

Pour  passer  de  Téquation  'P(x,y)  =  o  d'une  ligne  en  coor- 
données cartésiennes  à  l'équation  f{u,v)  =  o  de  cette  même 
ligne  en  coordonnées  tangentielles,  il  suffit  évidemment  de 
former  la  condition  qui  doit  exister  entre  les  quantités  ueiv 
de  l'équation  ux  -^^vy  --^  i  =  o  pour  que  cette  équation 
représente  une  tangente  de  la  courbe  F(a?,  y)  =  o. 

(a?,j/)  étant  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes,  la 
droile  a  pour  équation  en  coordonnées  homogènes  : 

XF'^+YF'y  +  ZF'.-  =  o. 

L'identification  de  cette  équation  avec  l'équation  uX  -f-  vY 
—  Z  =  o,  ou  mieux  avec  l'équation  homogène  uX  -f-  vY 
-L  loZ  =  o  donne  les  deux  relations 

F»  T?'  T?' 

m  -P  y  ^  z 

U  V  IC 

qui,  jointes  à  la  condition  T?{x,y,z)  =  o,  permettent  d'éliminer 
X  eiy  (en  faisant  s  =  i  ),  et  donnent  entre  u,v  eitolei  relation 
cherchée.  Si  l'on  ne  veut  conserver  queti  et  v,  on  fera  w=  i. 
et  si  l'on  veut,  en  outre,  avoir  la  condition  relative  à  la  forme 
UX  -{-  vy  —  I  =  o,  et  non  à  la  forme  ux  -\-  vy  -^  î  =z  Oy  on 
donnera  à  t^  la  valeur  —  i . 

La  difficulté  du  calcul  se  réduit  un  peu  si  l'on  remarque 
que  le  point  (x,y)  appartenant  à  la  courbe  et  à  âa  tangente  en 
ce  point,  on  peut  remplacer  la  condition  F(a?,y,jj)  =  o  par  la 
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condition  équivalente  ux  -\-  vy  -{-  ws  =,  o,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  du  théorème  d'Euler  ;  car  on  a  : 

œ¥\c  +  yV'y  +  z¥'^  =  rnF{x,  y,  z)  =  o. 
relation  qui,  en  vertu  des  égalités  de  rapports 

00  ^  y  ^  z 

U  V  W 

devient  :  ilx  -\-  vy  -\-  wz  ^=^  o. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'équation  tangentielle  de  la 
cissoïde  de  Dioclès,  dont  Téquation  est,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires :           x{x*  +  y")  —  lay'  =  o 
c'est-à-dire          x{x*  +  y')  —  2ay^z  =  o 
On  aura  à  éliminer  a;  et  j/  entre  les  relations  : 
Sa?"  +  y'    2xy  —  4ay    -—  2ay* 

et  ux-^-vy-^-w^^o 

qui  peuvent  s'écrire  : 

w(Sx^  +  y*)  +  2ai/«tt  =  o  (1) 

(x  —  2a)w  +  ûj/v  =  o  (2) 

,ibx  -\-vy-\-w=zo.  (3) 

On  tire  de  (2)  et  (3)  : 

3aio  w(w  +  2au) 

m  —  au  v{^  —  au) 

et,  en  reportant  dans  (1)  : 

t(;[27a*i^'î;"  +  w;'(w?  +  2au)*]  +  2auw^{w  +  aaw)*  =  o 
En  faisant  to  =  i ,  il  vient  : 

27a'i;«  +  (ï  +  2au)*  +  2au(i  -4-  ^Qu)*  =±  o 
c'est-à-dire  270*1;"  +  (i  +  ^f^^)^  ^^  o. 

Eu  égard  à  la  forme  ux  -\-  vy  —  i  ==  o,  on  aurait  : 
27a"t;'  -f-  (2at*  —  0*  —  2au{2au  —  i)*  =  o 
c'est-à-dire 

270V  —  (2au  —  I  )«  =  o,  ou  encore  270*1;"  -(-  { t  —  2auY  =  o* 
Cet  exemple  montre  que  l'équation  tangentlelle  d'une 
courbe  est  généralement  d'une  tout  autre  forme  que  l'équa*' 
lion  cartésienne  ;  sauf  dans  des  cas  tout  à  fait  particuliers, 
dont  l'exemple  précédent  fait  partie,  elle  est  même  d'un 
autre  degré  que  cette  dernière;  nous  reviendrons  sur  cô 
point. 
Avant  de  poursuivre^  nous  appliquerons  encore  la  méthode 
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générale  à  la  recherche  de  Téquaiion  iangentielle  générale 
des  coniques,  dont  l'équation  cartésienne  homogène  est 
Aœ*  +  2Ba3y  +  Gj/*  +  2J)xz  -f-  2Eyz  +  Fis*  =  o. 
Il  faut  éliminer  a?  et  j/  entre  les  équations 
kx  +  Bij  +  Dz  _  Bx+Gy-}-Ez  _  Bx  +  Ey  +  Tz 
u  V  w 

et  i«c  +  vy  +  ^^  =  o . 

En  appelant  À  la  valeur  commune  des  trois  rapports  pré- 
cédents, on  a        kx  +  By  +  D;5  — wX  =  o, 

Bx -\- Cy -^-Ez  —  vK  =0, 
Da;  +  Et/  +  Fjï  —  t^X  =  o, 

WX  +  l^  +  t^J5  =  o. 

Ces  quatre  équations,  homogènes  et  linéaires  en  a?,  y,  j3,a, 
admettent  des  solutions  qui  ne  sont  pas  toutes  simultanément 
nulles,  puisque  dans  tous  les  cas  l'une  d'elles  z  est  égale  à 
l'unité;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit 
nul.  L'équation  tangentielle  homogène  des  coniques,  et  rela- 
tivement à  la  forme  wa?  +  vy  +  w;  ==  o,  est  donc 

k    B    D    u 

B     G    E    v 

D     E    F   tv 

U      V      IV     o 


=  o. 


—  Inversement,  pour  passer  de  l'équation  f  (w,  v)  =  o,  en 
coordonnées  tangentielles,  à  l'équation  F  (x,  y)  =  o  en  coor- 
données cartésiennes,  il  faut  résoudre  un  cas  du  problème 
des  enveloppes. 

En  effet,  puisque  /(u,  v)  :=  o  est  la  condition  entre  u  et  r 
pour  que  la  droite  uX'\-vy  —  i  =  o  soit  tailgente  à  la  courbe 
considérée,  l'enveloppe  de  cette  droite,  quand  w  et  r  varient 
d'une  manière  continue  sous  la  condition  f{u,  v)  =  o,  est 
précisément  la  courbe  dont  il  s'agit. 

Regardons  u  comme  la  variable  indépendante,  le  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  très  voisines  sera  donné  par  le 
système  des  deux  équations 

ùx  -{-  vy  —  I  =0 
(m  -j-  Ati),x  -f-  (r-f  lv)y  —  I  =i=  o 
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Au  et  At;  élant  liés  enlrc  eux  par  la  relation 

f(xi  -f-  Aw,v-|-  ^v)  —  f(^9  v)  =  o 
ou  bien 

Am  [/'«  (u,  v)  +  a>]  +  Al?  [/"«  (u,  v)  +  0)']  =  o 

Aie  et  At;  tendant  simultanément  vers  o,  le  point  considéré 

tend  vers  une  position  limite  sur  la  droite  ux  -{-vy  —  i  =  o, 

et  la  deuxième  équation  étant  remplacée  dans  le  système 

par  sa  différence  avec  la  première,  elle  devient 

a?  .  Att  +  y  .  Ai;  =  o 

et  par  conséquent  à  la  limite,  on  aura  le  système  des  quatre 

équations  ux  -\-  vy  —  i  =  o 

At? 
X  4-  y  lim  -- —  =  o 

Al? 
/'u  (w,  V)  -f  lim  -—  fv  (u,  v)  =  o 

f(u,  v)  =  o 
Le  point  limite  sur  ux  -^  vy  —  i  =  o  est  donc  défini  par 
les  deux  équations  :    iix  -\-  vy  —  i  =  o 

X 

et  t'u  (w,  i?) ff,  {u,  v)  =  o, 

,  .  /"«  (u,  V)  fv  (a,  v) 

ou  bien  - — ■ =  - — ^ 

X  y 

Les  valeurs  de  u  et  v  qui  répondent  à  un  point  particulier 
étant  un  certain  système  de  solutions  de  Téquation  /\m,  t?)=o. 

Si  donc  entre  les  trois  équations 

ux  -^  vy  —  I  =  o 
yfu  (ti,  t?)  —  X  fv  (w,  v)  =  o 
et  /"(m,  v)  =  o 

on  élimine  les  deux  paramètres  u  et  i?,  il  restera  entre 
X  et  y  une  relation  s'appliquant  à  la  succession  de  tous  les 
points  limites  définis  précédemment;  cette  relation  sera  donc 
réquation  cartésienne  de  la  courbe  considérée. 

Supposons  que  Téquatiou  f(Uy  v)  =  o  soit  algébrique  et 
du  degré  m,  on  peut  la  rendre  homogène,  comme  on  le  fait 

en  coordonnées  rectilignes,  en  remplaçant  u  et  t;  par  — 

w 

v 
el  — ;  elle  prend  alors  la  forme  /*(m,  t?,  w)  =  o,  d'où  Ton 
tu 
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déduit,  par  le  théorème  d'EuIer 

ufu  V,  +  vf'v  ■\-wfv=o 
Écrivant  alors  la  relation 


f'u      _     f\ 

X             y 

saufl  la  forme 

f'u 

f'v     ufu  +  «^r« 

X 

y            ux-\-vy    ' 

c'est-à-dire 

f'u    __   fv     _  —  wf'w 

X  y  i 

L'expression  u/"«  -f-  vft, ,  qui  est  du  degré  w,  se  trouvera 
ramenée  au  degré  m  —  i,  et  le  calcul  d'élimination  de  u  et  r 
sera  quelque  peu  simplifié. 

Cherchons,  par  exemple,  l'équation  en  coordonnées  recti- 
lignes  de  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
Au*  +  2Buv  +  Cv*  -f  2Dm  +  2Et;  +  F  =  o. 
Nous  aurons  à  éliminer  u  et  v  entre  cette  relation  et  les 

.       ^.  Au  4- Bv  4-1)  Bm  +  Cy  +  E 

équations      ■ =  ■ 

^  X  y 

et  tix  -\-  vy  —  I  =  o. 

Si  nous  prenons  les  formes  homogènes 

Au*  +  2Buv  -f  Gv*  -f-  aDuw  -j-  ^Evio  +  Fw*  =  o 
et  tix  -^  vy  -\-  wz  =  o. 

Les  relations  deviendront 
Au  -f-  Bv  +  Hw    __    Bu  +  Ov  +  Ew   _  Du  +  Et; -}>  Fw 

x  y  z  ' 

On  aura  donc,  en  appelant  X  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,     Au  +  B^  +  Dw;  —  Xac  =  o. 

Bu  -f-  Ci;  +  ^^  ~  ^2/  =  o, 

Du  -|-  Et;  -j-  Fw;  —  Xjj  =0, 

avec  tix  +  vy  -^  wz  =  o. 

Tour  que  ces  équations  admettent,  comme  cela  a  lieu,  des 
solutions  qui  ne  soient  pas  simultanément  nulles,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  n'uL 
L'équatioiï  cherchée  sera  donc 

[A  B  D  X 
B  G  E  y 
DBF* 
X     y     z     o 


=  o,  établie  plus  haut, 
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II  7  a  lieu  d'observer  la  forme  remarquable  de  cette  équa- 
tion, qui  se  déduit  de  Téquation  tangentielle 

A  B  D  1* 
B  C  E  v 
D    E    F    1^ 

U     V     w     o 

par  le  simple  changement  de  u,  v,  w  en  x,  y^  %. 

C'est  encore  là  un  résultat  du  principe  de  dualité  et  un 
exemple  de  la  facilité  avec  laquelle  l'emploi  des  coordonnées 
tangentielles  met  ce  principe  en  lumière.  Nous  reyiendrons 
d'ailleurs  sur  ces  deux  équations,  dont  la  réciprocité  est  si 
remarquable. 

—  Pour  achever  de  faire  bien  comprendre  la  méthode, 

considérons  encore  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 

tt*  —  a»*  =  o,  et  proposons-nous  de  trouver  son  équation  en 

coordonnées  cartésiennes. 

Il  faut  éliminer  u  et  i;  entre  les  équations 

ux  -^  vy  -\-  wz  =  o 

u'  —  av^w  =  o 

.     3u'  2avw 

et  =  —  ■ 

X  y 

Mais  la  dernière  donne  : 

3tt*  ^aow    3u'  —  lav^w    av^w    ay* 

X  y  ux  -\-  vy  —  io%  % 

d'oii  Ton  tire  (en  faisant  js  et  u;  =  i)  : 

v  =  - —  et =  —  -Vt  d'où  ««  =  —  -^--- 

y  X  y^  3t/* 

L'équation  cherchée  est  donc  : 

.s 


2    1/  OfiC       ,  ,  ^  400;* 


—  ^80 


THÉORÈME  DE  M.  LAGUERRE 


On  sait  que  si  Ton  considère  Texpression  imaginaire 
a  4"  P*»  ^^  P®^^  représenter  cette  quantité  par  un  point,  en 
convenant  de  prendre  pour  ce  point  celui  dont  les  coordon- 
nées sont  a,  p  ;  les  axes  étant  d'ailleurs  rectangulaires. 

Ceci  posé,  considérons  Timaginaire, 

"  —  Y  +  5X  -|-  t(r  +  8'X) 
dans  laquelle  X  représente  un  périmètre  réel  et  xxiriabk.  Pour 
chaque  valeur  de  X,  u  prendra  la  forme  A.  +  Bt  et  si  Ton 
considère  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  j?  =  À, 
j/  =  B ,  ce  point  M  décrira  un  lieu  géométrique.  On  propose 
(le  démontrer  que  ce  lieu  est  un  cercle  ;  ce  théorème  a  été 
donné  par  M.  Laguerre. 

En  multipliant  haut  et  bas  la  valeur  de  u  pari'  expression 
imaginaire  conjuguée  du  dénominateur,  on  trouve  d'abord  ; 

^  («+ C-^)(y  +  5X)  +  («'  -f  p'm  +  a-x) 

(Y  +  SX)' +  (Y  +  s  V  ^'> 

■■  _   (»'  +  my  +  SX)  -  (g  +  6X)(t'  +  8'X) 

J  (Y  _|_  8X)«  +  (y  +  8'à;'  ^  ' 

Il  faut  éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  A  cet  effet, 
multiplions  (1)  par  (y  +  8'X)  ;  et  (2),  par  (y  -|-  S>)  ;  il  viendra, 
après  avoir  ajouté  les  deux  résultats  : 

x{X  +  8'X)  +  y{y  +  $A)  =  a  +  pX.  (3) 

On  trouve  de  même, 

x(y  +  Z\)-y(:f'  ^o'X)  =  x  +  pi  (4) 

Il  n'y  à  plus  aucune  difficulté  à  éliminer  X  entre  (3)  et  (4) 
et  l'on  trouve  (x*  +  t/«)(8Y'  —  yS)  +  P  =  o, 
équation  dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  du  premier 
degré  en  x  et  y.  Les  axes  étant  supposés  rectangulaires, 
cette  équation  est  bien  l'équation  d'un  cercle.  Il  faut  pour- 
tant observer  que  ce  cercle  se  réduit  à  la  droite  P  =  o,  quand 
on  suppose  Sy  —  yS'  =  o. 
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Sans  former  explicilement  l'équalion  du  cercle,  ou  peut 
encore  démon  Irer  le  théorème  de  la  manière  suivante  : 
En  ajoutant  les  carrés  de  x  et  y,  on  obtient 

^.    I   ^.  -  ('  +  SX)'  +  (-'  +  !^'>^)' 

'^y  -  (r  +  SX)'  +  (r  +  a-x)'  ' 

Mais  le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ao?  +  Bî/  +  G 
car  a?,  y,  ne*  -(-  y*  sont  trois  fractions  rationnelles  de  la  forme 

/jX'  +  qX  +  r 
A-X»  -j-  /x  +  u  ' 

p'x*-f-  7^4"'" 


>  • 


.sX»  4-  A  +  u 
f\-  +  q'X  +  r\ 

sl^  4-  /X  +  w  ' 
on  peut  donc  poser 

.VX*  +  /X  +  u  .çX«  +  /X  +  W      "^       5X*   +   /A  +  H  '         * 

Les  coefficients  A,  B,  C  sont  déterminés  par  les  équations 

Ap  +  Bp+Gs=p\ 

Aq  +  Bq  +  G«  =  q\ 

Ar  +  Br  +  Cw  =  7'\ 
L'équation  du  lieu  est  donc 

0?»  +  t/»  =  Ace  +  Bt/  +  ^'»        ^-   ?•  ^'  ^• 


QUESTION  D'ALGÈBRE 


On  demande  souvent  duns  les  examens  la  sommation  de  la  suite, 

X  +  2x«  +  3x'  +  . . .  +  nx" 

Cette  question   n'est   qu'un    cas   particulier   de   la    sui- 
vante, qui  est  beaucoup  plus  étendue  : 

Sommation  d^une  suite  de  la  forme 

X  +  2P  x«  +  3p  x«  -f-  ...  +  nP  x" 

Posons  Sp  =  iP  ce  -|-  2P  X*  +  ^^  ^'  +  ...  +  wP  a»» 
et  prenons  la  dérivée  de  Sp  par  rapport  à  x*  ;  il  Tient  : 
S'p  =  iP  +  <  +  2P  +  ^  a;  +  3p  +  ^  05*  +  ...  +  HP  +  ^  a;»  -  U 
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Par  conséquent  : 

xS'p  =  ip  +  1  a;  +  2P  +  ^  05*  +  3p  +  <  a?»  +  •  •  •  +  nP  +  *  x" 
c'est-à-dire  : 

tZ7o  «  ^^   op  -f-  1  • 

Cette  relation  générale  permet  de  calculer  S^  connaissant 
Sq,  puis  S,,  connaissant  S^  et  par  conséquent  S'^  ;  ayant  S,, 
on  formera  S'^,  ce  qui  donnera  Sg,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple, 

S,  =  oî  -f-  20?*  -f-  3cd^  4"  •  •  •  4"  *^^* 

résultera  de  la  relation 

S,  =  œS'o 

Or, 

_  .....  ,  x'^  —  i  ce"  +  ^  —  X 

Sa  =  05  -j-  a?*  -f-  a:'  +  ...  +  a;»*  =  ce = 

'  '  *  X  —   I  X  —  i 

donc 

[(n  -f-  i)  x"  —  i]  (x  —  i)  —  (x^  +  ^  —  x) 


S'«  = 


(X  -   i)« 
lur"  +  ^  —  (n  -|-  i)  ûc"  +  ï 


(x  ~  0* 
Par  suite, 

_   nx^  +  2  —  (n  4"  i)  x^  +  ^  -{-  X 

Formant  S'^,  on  eo  conclura  S,  par  la  relation  S,  =  .tS'i 
et  ainsi  de  suite. 


SUR  L'ÉQUATION  AUX  CARRÉS  DES  DIFFERENCES 


Pour  calculer  cette  équation,  on  forme  habituellement 
réqualion  aux  différences  des  racines,  équation  que  I'od 
transforme  ensuite  de  manière  à  obtenir  l'équation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  nous  paraît  sensible- 
ment plus  simple  d'opérer  d'une  façon  inverse  et  de  calculer 
directement,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  le  cas  du 
troisième  degré,  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 
racines. 
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1.  —  Soit  /*=û5*-f"P^"f"î=o 

réquation  proposée  ;  x,  x'  deux  racines  de  c^Ue  équation  ; 
y  la  racine  correspondante  de  TéquaMQn  cb«retié9  ;  de  t^lle 
sorte  que  j/  =  (as'  —  aï")* 

ou  y  =  \x  +  ^'T  —  4a;V 

soit  a;,  la  troisième  racine;  on  aura  donc 

î/  =  ^'  +  ^- 

ou  a?'  —  on/  +  4Ç  =  G  ; 

d'ailleurs  a?*  -}"  P^  +  î  =  ^ 

et,  par  différence,  oc  =  ^ — • 

On  obtient  ainsi  l'équation  demandée 

ou  enfin 

?=!/'  +  6p!/"  +  9P'»  +  4P'  +  27?*  =  o. 
L'équation  f^  par  un  théorème  connu,  aura  toutes  les 
racines  réelles,  si  ^  est  une  équation  complète  et  n^offrant 
que  des  yariations  ;  on  retrouye  ainsi  la  condition 

4P«  +  27c*  <  o. 

3.  —  Considérons  maintenant  le  cas  le  plus  diiQpile  de 
réquation  complète  du  troisièn-ie  degré  ; 

fz=.  a*'  +  ^^*  +  6a;  +  c  =  o.  (i) 

On  a  toujours     t/  =  (a;'  -f  ^"Y  —  4a?V 

ou  J/  =  («  +  ^y  +  -^ 

c'est-à-dire    a;'  +  ^aa?*  +  a;(a*  —  j/)  +  4c  =  o  (2) 

Il  s'agit  maintenant  d'éliminer  a;,  entre   (1)  et  (2).   Une 

soustraction  donne  d'abord  : 

ax^  +  ^(<ï*  —  6  —  t/)  +  3c  =:  o  (3) 

D'aulre  part  l'élimination  du  terme  constant  entre  (1)  et 

(%)  conduit  à  la  combinaison, 

3a;*  4-  2ax  +  (46  —  a*  +  y)  =  o  (1) 

Des  équations  (3)  et  (4)  et  par  la  règle  connue  qui  sert 

à  éliminer,  entre  deux  équations,  un  paramètre  qui  y  entre 

au  second  degré  ; 
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(^ah  —  a»  —  9C  4-  ay)*  =  (a«  —  3b—  3y) 
[y'  -h/(56  —  2a«)  +  (a«  —  6)  {a*  —  46)  -f  6ac] 
Développant  et  simplifiant  on  a  Téquation  aux  carrés  des 
différences; 

(A)         y»  —  2y»(a«  —  36)  -f  y  {a*  —  36}«  -f  H  =  0 
en  posant 

H  =  27c*  +  2ac(2a*  —  96)  -f  *'(4*  —  û*) 
Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  remarques. 

3.  —  L'équation  aux  carrés  des  différences  devant  être 
complète  et  n'offrir  que  des  variations,  si/* n'a  que  des  racines 
réelles,  on  voit  d'abord  que, 

a»  —  36  >  o. 
Cette  relation,  entre  les  trois  premiers  coefficients,  appli- 
quée à  l'équation  aux  inverses,  donne,  pour  les  trois  derniers 
coefficients,  la  condition; 

6*  —  3ac  >  o 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant;  théorème  qu'on 
peut  établir  de  bien  des  façons  différentes  ; 

Lorsquune  équation  du  troisième  degré  a  ses  racines  réelles, 
le  carré  d'un  coefficient  quelconque  est  toujours  plus  grand  que  le 
triple  produit  des  coefficients  voisins. 

On  peut  remarquer  pourtant  le  cas  limite  ;  celui  ou  Ton 
aurait  à  la  fois 


a«=  36 

et 

6« 

^_ 

3ac. 

L'équation 

est  alors 

x^  +  ax*  +  - 

3 

aî  + 

27 

==  0 

ou 


(x+iy  =0. 


Les  racines  sont  réelles  mais  coïncidentes;  l'équation  aux 
carrés  des  différences  se  réduit  a  y'  ==  o;  c'est  ce  qu'on 
vérifie  facilement. 

4.  —  Le  coefficient  de  y  est  lui-même  positif  ou  nul  : 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réelles,  sont  donc 

a"  —  36  >  o, 
H  <  o. 


Nous  alIoDs  montrer  (*)  que  ces  deux  couditions  rentrent 
l'une  dans  Tautre  et  que  la  seule  condition  nécessaire  et 
suffisante  est  H  <  o. 

Posons  gc  —  a6  =  U  (1) 

et)  dans  Tégalité 

3H  =  8ic*  +  6ac(2a}  —  96)  +  36»(46  —  a"), 
remplaçons  c  au  moyen  de  Tégalilé  (1)  ;  on  obtiendra,  après 
des  calculs  simples  et  éyidents, 

9H  =  3U«  +  4aU(a«  —  36)  +  46(a«  —  ib)K 

Dans  ce  trinôme  du  second  degré  en  U,  la  quantité  sou- 
mise au  radical  est        4(0*  —  36)'. 

Si  Ton  avait  a*  —  36  <  o,  les  racines  de  Téquation  H  =  o 
seraient  imaginaires  et  H  conserverait  le  signe  de  son  pre- 
mier terme,  le  signe  -f-»  P&i*  conséquent,  et  Ton  ne  saurait 
avoir  H  <  o.  En  résumé,  les  deux  inégalités 

H  <  o        et        a*  —  36  <  o 
iiont  en  contradiction  ;  et,  du  moment  que  H  >  o,  on  a  nécessai- 
rement a*  —  36  >  o. 

5.  —  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  et  qui 
consiste  à  faire  rentrer  les  unes  dans  les  autres  des  inégalités 
qu'on  pourrait  nommer  surabondantes,  pour  exprimer  ce  fait 
que  quelques-unes  d'entre  elles  suffisent  et  que  toutes  ne 
sont  pas  nécessaires,  se  présente  aussi  dans  la  discussion 
de  réquation  du  troisième  degré  par  la  méthode  de  Sturm  • 

L'équation  étant  toujours 
V  =aj'+Aa;»+Ba;-f-C 
on  a,  pour  la  suite  de  Sturm, 
V^  =  3ac«  +  2Ax  +  B 
V,  =  2(A«  —  3B)a?  4.  AB  —  9G 
V,  =  — 3(9G-AB)«— 4A(9C— AB)(A*— 3B)— 4B(A*— 3B)* 

Les  conditions  données  par  cette  méthode  seraient,  comme 
celles  qu'a  fournies  l'équation  aux  carrés  des  dilTérences, 

A*  -^  3B  >  o  ;       V3  >  o 
et  comme  V,  =  —  9H 


(*)  Celte  question.  ci*oyon&-nous,  a  été  soulevée  aux  eianiens  de  l'année  (ter- 
oière  par  M.  Marie, 
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on  trouve,  par  une  discussion  semblable  à  celle  que  nous 
avons  faite  sur  H,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  Véquation,      x^  +  Ax*  -{-  Bx  -|-  C  =  o 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  est  : 

270*  +  200(20*  —  96)  -|-  6»(46  —  a*)  <  o. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Ofréométrie  analytique  plane. 

—  On  donne  l'un  des  sommets  de  l'axe  focal  d'une  ellipse,  et  une  extrémité 
de  l'un  des  diamètres  conjugués  égaux.  Former  Téquation  des  courbes  qui  ont 
ces  éléments  communs. 

—  On  considère  les  paraboles  ayant  une  tangente  et  son  pomt  de  contact 
communs,  ainsi  qu'un  point  de  la  tangente  au  sommet.  —  Trouver  le  lieu  de« 
sommets  de  ces  courbes. 

—  Asymptotes  de  la  courbe 

^  ^20.7  -I-    3£D«  +     .     .     . 


«  =  V^ 


4a;'  +  3a;  —  I 

-e-  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  et  les  points  où  elle  est  coupée  * 
1*  par  la  directrice;  f  par  la  tangente  inclinée  à  45*  sur  l'axe.  —  On  demande 
r^aation  générale  de  ces  paraboles. 

—  Expliquer  a  priori  pourquoi  dans  la  valeur  générale  du  paramètre  d'une 
parabole  contenant  à  son  numérateur  À  et  sin  9,  et  à  son  dénominateur  A+C— 

2  B  cos  fi,  le  rapport  des  exposants  A  et  de  A  -|-  C  —  2B  cos  u  est  -5-.  et  pour- 

quoi  — •  est  facteur  dans  ces  exposants. 

—  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  équilatères,  ayant  un  foyer  donné  et 
pa.ssant  par  un  point  donné. 

—  Lieu  du  foyer  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  donné. 

—  Construire  la  courbe 

I  -—  sin  co 

P  =  

I    —   2C0S  iù 

—  Construire  la  courbe  y  sjx  -f  i  —  \ii—x.Qi  étudier  celte  courbe  autoar 
de  l'origine. 

—  Lieu  des  sommets  das  paraboles  qui  ont  la  directrice  et  une  tangente 
communes. 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  comme  éléments  com- 
muns un  sommet  réel  et  le  point  de  rencontre  de  l'une  des  directrices  avec  l'une 
des  asymptotes. 

—  On  donne  la  droite  fur  laquelle  est  compté  un  des  diamètres  conjugué* 
égaux  d'une  eUipie,  et  la  grandeur  de  ce  diamètre  (mais  non  u  position)  ;  on 


—  187  — 

doooe  aussi  le  pied  d'une  directrice  sur  l'axe.  ^  Former  l'équation  de  la  courbe 
1^  satisbit  à  ees  conditions. 

—  On  forme  l'équation  générale  des  paraboles  ayant  une  tangente  et  l'axe 
communs,  trouver  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  qui  font  avec  l'axe  un 
angie  de  45*. 

—  Expliquer  pourquoi  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  est 
homogène  par  rapport  aux  coefiBcients  de  Péquation  de  la  courbe,  pourquoi 
AC  —  B'  est  fadeur  dans  les  deux  premiers  termes,  et  pourquoi  A  est  (acteur 
dans  les  deux  derniers. 

^  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

I  —  tang*  (I) 

tang*  (0  —  I 
~  Etant  donnée  la  courbe  y  =x^  ,  trouver  le  lie^  4es  miliieux  ffes  cordas 
parallèles  à  la  droite  y  =  2X. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

J5*  -f  a?*  y-  —  6x^  +  1/*  =  o. 

—  Construire  la  courbe  dont  un  point  quelconque  a  pour  coordonnées 

r  +  «  -h  I  ;*  —  X 

t-^  l  ^  2  —  t 

~  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  éqn|)atères  passant  par  un 
point  Ùxe,  et -Celles  que  le  lieu  de  leurs  centres  est  un  cerclç  de  fayon  H,  4oo^ 
on  donne  le  centre. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

I  -{-  sin  0) 

ces*  o> 
— >  Construire  le  lieu  dont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  sont 

t  I 

X  =  ■  W  =:  — — 

A  priori  quel  sera  ce  lieu? 

Géométrie  analytique  dans  1* espace. 

—  Étant  donnés  l'ellipsoïde  x^  -\ 1 =   i   et  le  plai|  a?  +   *v 

4  9 

-f  3s  =  o,  former  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  de  la  sectiop  de  li|  sur- 
face par  le  plan,  et  trouver  les  directions  de  ces  axes. 

—  Faire  voir  a  priori  que  le  lieu  des  points  où  les  génératrices  de  l'hyper- 
holoïde  à  une  nappe  se  coupent  à  angle  droit  est  l'intersection  de  la  splière  de 
Monge  avec  l'hyperboloïde. 

—  Reconnaître  la  nature  de  la  surface 

X^   +!/•■+-  2Z^  —  23r  —  2S  =  o 

par  la  méthode  des  contours  apparents. 

—  Lien  des  centi'es  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre 
par  les  plans  qui  passent  :  1*  par  un  point  fixe;  2*  par  une  droite  llxe. 

—  A  quels  axes  est  rapportée  la  surface  ary  =  5? 

—  Étant  donnée  l'équation  a^  —  y'-fl/*  +2  —  x=  o,  calculer  l'angle 
des  deux  génératrices  de  la  surface  qui  passent  à  l'origine,  et  l'équation  du 
plan  des  deux  droites. 

—  Étudier  la  surface  représentée  par  l'équation 

(.T - «)(v  -  p%» -  T)  =  («' -  x){v  -  ?')(»  -  ï). 
QiwlU  partlcnUritè  prétente  le  plan  os  —  a  =  o  par  rapport  à  «rtta  aurfiiM? 


—  \8H  — 

'C'  !/'  *^ 

-*  Etant  donnée  l'équation  -^-  -f  -r; r  =  i.  former  l'équation  géué- 

^  a*  o'  C 

raie  des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  droites. 

^  L'équation  générale  du  second  degré  à  trois  variables  représentant  un 

paraboloïde,  on  demande  les  équations  de  son  axe. 

—  Trouver  les  plans  principaux  de  la  surface 

xy  +  x%  —  y-  -{-  1=0. 

—  Étant  donnée  la  sphère  x^  -\-  y^  +  »*  =  R^  former  l'équation  de  la  sur- 
fooe  engendrée  par  une  droite  tangente  à  la  sphère,  et  assujettie  à  s'appuyer 
sur  l'axe  des  s  et  sur  la  droite  (a?  =  a,  «  =  y)- 

—  Étant  donnée  la  surface  x[x  ■\-  y  -\-  i)  +  v(s  -f  y  —  2)  =  o,  on  donne 
sur  l'axe  des  z  un  point  à  la  hauteur  2  =  v  ;  former  les  équations  de  la 
seconde  génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

—  Étant  donnée  l'équation  yju  -{-  \^v  H-  yjw=-  o  dans  laquelle 

u  =  ax-{-by-\-cz-\-d 
V  =  a'x  +  b'y  +  c'«  +  d' 
w  =:a'x  +  b'y  -\-  c'z  +  ^^ 
on  demande  les  propriétés  de  la  surface  qu'elle  représente. 

—  Former  l'équation  de  l'hyperboloîde  à  une  nappe,  quand  on  prend  pour 
axe  des  x  une  génératrice  du  cône  asymptote,  et  pour  plan  des  sy  son  plan 
diamétral  conjugué. 

—  Former  l'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent 
es  axes  Ox  et  Oy.  —  On  prend  sur  0^  deux  points  A  et  A'  symétriques  par 
rapport  à  l'origine;  on  mène  dans  le  plan  des  zx  AB  parallèle  à  Ox  et  dans  le 
plan  des  zy  A'B'  parallèle  i  Oy.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée 
par  une  droite  s'appuyant  sur  AB  et  A'B'  et  parallèle  aux  génératrices  de  l'un 
des  cônes  considérés.  Quel  est  le  cône  asymptote  de  celte  surface? 

—  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  fuites  dans  une  surface  du  second  crdre 

f[x,y,z)-=,o  par  des  plans  constamment  tangents  à  une  sphère  donnée. 

x^          1/^          3' 
^  On  coupe  l'ellipsoïde  — j-  +  -rr-  H rr  =  i   par  des  plans   parallèles 

au  plan   px  -{-  qy  -^  rz  =:  o  ;   trouver  le  lieu  des  foyers  das  sections  ainsi 
obtenues. 

—  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  ayant  pour  directrice  l'ellipse 


f  x^  y^  \ 


Gôométrie  descriptive. 

—  Étant  donné  un  triangle  par  les  projections  et  les  côtés  de  ses  sommets, 
mener  par  l'un  des  côtés  un  plan  faisant  avec  le  plan  du  triangle  un  angle  de 
45  degrés.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection,) 

—  On  donne  deux  droites  AB,  BC  dans  le  plan  horizontal.  ABest  la  projection 
d'une  droite  située  à  un  décimètre  au-<lessus  du  plan  horizontal.  Cette  droite 
tourne  autour  de  BC  et  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution.  Par  AB  on 
fait  passer  un  plan  incliné  de  45  degrés  sur  le  plan  horizontal.  On  demande 
un  point  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point.  (Pas  de  plan  vertical  <fe 
projection). 

—  Étant  donnés  un  cercle  dans  le  plan  vertical,  et  une  droite  quelconque,  le 
cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite. 


—  189  — 

Mener  à  ce  cjrlindre  un  plun  tangent  faisant  avec  le  plan  vertical  un  angle  de 
45  degrés. 

—  Étant  donné  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal,  ce  triangle  est  la 

bjse  d'un  tétraèdre  dont  le  sommet  se  projette  horizontalement  en  Set  dont  le 

âB 
côté  est  — .  On  demande  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le 

létnèdre. —  On  demande  aussi  les  centre?  et  les  rayons  de  toutes  les  sphères 
qu'on  peut  mener  tangentes  aux  quatre  foces  du  tétraèdre.  (Pas  de  plan  ver- 
tical de  projection.) 

—Etant  donnédans  le  plan  vertical  un  cercle  quiestla  section  droite  d'un  cylin- 
dre, on  considère  un  plan  déflni  par  sa  trace  horizontale  qui  ne  rencontre  pas  lu 
ligne  de  terre  dans  les  limites  de  l'épure,  et  passant  par  un  point  (c.  c');  on 
demande  :  1*  un  point  quelconque  de  l'interiection  du  cylindre  par  le  plan  ; 
i*  si  dans  les  développements  du  cylindre,  le  développement  de  l'intersection 
présentera  des  points  d'inflexion. 


QUESTION  256 

Jl^latloii^  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 

Oa  donne  une  ellipse  dont  les  aœes  sont  OA  et  OB  ;  la 
laiigente  en  "M,  à  la  courbe  rencontre  les  axes  en  C  et  D;  on 
comlruit  le  rectangle  OCPD  et  enjoint  le  sommet  P  au  point  M, 
Démontrer  que  si  du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
PM,  cette  perpefidiculaire  rencontre  la  ruyrmale  en  M  en  un 
point  I  qui  est  le  centre  du  cercle  osculateur  de  l'ellipse  au 
point  M. 

Je  rapporte  Tellipse  à  deux  axes  rectangulaires  d'origine 
M,  parallèles  aux  axes  de  la  courbe.  L'équation  de  Tellipse 

ûc*     ,      V*     .      20?  cos  ç      ,       2V  sin  o 

est      _-  -f  -^  -^ 1-  ^ ^ — ï-  =  o  ; 

a^      '      6*      '  a  b 

celle  de  la  tangente  en  M  est 

X  cos  &      ,      V  sin   9 

+  "^ — z —     =  o- 


a  b 

On  sait  que  les  cordes  communes  à  Tellipse  et  au  cercle 
osculateur  en  M  sont  la  tangente  et  la  droite  symétrique 
de  la  tangente  par  rapport  à  la  parallèle  à  Taxe  focal 
menée  x)ar  M.  Cette  droite  aura  pour  équation, 

X  cos  zt  II  sin  C; 

^-^ —f—^  =  o.  (t) 

a  b  ^ 
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Bile  coupe  Tellipse  au  point  M»  et  au  point  M',  dont  les 
coordonnées  sont  a?'  =  —  4a  sin'  <p  cos  9 

y  =  —  46  sin  9  cos*  9. 
Le  centre  du  cercle  osculateur  sera  donc  détermini  par 
l'intersection  de  la  normale 

^  sin   9  .^ 

^         6  cos  9  ^  ' 

et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MM'  : 

(1/  4"  26  sin  9  cos*  9)  = T '—  {x  -\-  2a  sin'  9  cos  9).  (S) 

Cela  posé,  je  cherche  les  coordonnées  du  point  P;  elles 

6  cos*  9 
seront  y  =  : ^ 

sin  9 

a  sin*  m 
cos  9 
La  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  PM  aura  donc  pour 
équation 

{y  +  h  sin  9)  =  —   \  ^"^    \    (^  +  o  cos  9).    (4) 

u  cos*  9 

Si  cette  droite  détermine  le  centre  du  cercle  osculateur 
par  son  intersection  avec  la  normale,  il  faut  que  Tintersec- 
tien  des  droites  (3)  et  (4)  soit  sur  la  normale  en  M. 

Si  je  cherche  Téquation  de  la  droite  passant  par  M  et 
Tintersection  des  droites  (3)  et  (4),  je  trouverai  après  rédac- 
tion 

h  cos  9  .  j/(i  — •  2  cos*  9)  =  a  sin  9  .  x{i  sin*  9  —  i) 
c'est-à-dire  Téquation  de  la  normale  en  M.  Donc  le  point  I 
est  bien  le  centre  du  cercle  osculateur  cherché. 

Nota.  —La  même  questions  été  résolue  par  M»  Bonvalet,  étère  au  Lycée  de 
Versailles. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


tues  élémentaires. 

322. —  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique, 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 
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I.  —  Trouver  le   minimum  du  volume  d'un  tronc  de 
cône  droit  à  bases  parallèles  circonscrit  à  un  hémisphère. 

324.  —  Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côtéy  le  périmètre  et  la  surface. 

325.  —  Résoudre  Téquation 

326.  —  Étant  donné  un  cercle  0  et  deux  points  extérieurs 
A  et  B  donnés  par  les  quantités  suivantes  :  OA  =  a,  08  =  6, 
AB  =  d,  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que 
la  somme  des  carrés  des  distances  MA  et  MB  soit  égale  à 
une  quantité  donnée.  On  discutera  le  problème  et  on  cons- 
truira  géométriquement  le  point  M  lorsqu'il  existe. 

327.  —  On  donne  un  cercle  G,  une  corde  AB  de  ce  cercle, 
et  sur  AB  un  point  P;  mener  par  le  point  P  une  corde  XPY 
telle  que,  si  on  abaisse  XX'  et  YY'  perpendiculaire  sur  AB, 
on  ait  XX'  —  YY'  =  D.  (Lieber.) 

328.  —  On  donne  un  cercle,  un  diamètre  et  deux  points 
P  et  F  sur  ce  diamètre,  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  des 
dislances  inégales  du  centre.  Mener  par  P  et  F  deux  cordes 
égales  qui  se  coupent  sur  la  circonférence.  (Lieber,) 

Mathématiques  spéciales. 

329.  —  On  considère  une  ellipse  et  deux  normales  à  cette 
courbe  faisant  entre  elles  un  angle  droit.  Soit  M  le  point 
de  rencontre  de  ces  deux  normales.  Par  ce  point  M  on  mène 
à  Tellipse  les  deux  autres  normales,  dont  les  pieds  sont  A 
et  B.  En  A  et  B,  on  mène  les  tangentes  à  Tellipse.  Trouver 
le  lieu  du  point  P  de  rencontre  de  ces  tangentes,  quand  le 
point  M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont 
les  côtés  sont  normaux  à  Tellipse  donnée. 

330.  —  On  donne  trois  points,  A,  B,  C,  dans  un  plan. 
Autour  du  point  A,  on  fait  tourner  un  angle  de  grandeur 
constante,  dont  les  côtés  rencontrent  en  M  et  N  une  droite 
ûxe  donnée  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  ren- 
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contre  des  lignes  BM  cl  CN  lorsque  l'angle  donné  tourne 
autour  du  point  A.  Etudier  les  propriétés  de  ce  lieu. 

331.  —  Étant  données  deux  ellipses  homofocales,  par  un 
point  P  de  leur  plan,  on  mène  à  Tune  d'elles  deux  tangentes, 
A  et  B  d'une  part,  G  et  D  d'autre  part  étant  les  points  oîi 
ces  tangentes  rencontrent  la  seconde  ellipse,  établir  la  rela- 
tion 


PA    —    PB  PC    —    PD   ' 

trouver  à  quelles  positions  du  point  P  conviennent  respec- 
tivement les  signes  -f-  ®t  — . 

332.  —  On  coupe  un  ellipsoïde  : 

1^  Par  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné; 
2®  Par  des  plans  passant  par  une  droite  donnée; 
3<>  Par  des  plans  passant  par  un  point  donne. 
Trouver  les  lieux  décrits  par  les  foyers  de  ces  sections 
dans  les  trois  cas. 

333.  —  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  parabole,  P  le 
point  de  concours  des  tangentes  en  ces  deux  points,  et  F  le 
foyer,  démontrer  que  l'on  a  : 

PM«  _  PM  « 

MF    ~ldT" 
Existe-t-il  un  théorème  analogue  pour  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole ? 

334.  —  Étant  donnée  la  fonction 

on  demande  de  calculer  la  fonction  analogue  f^{2x)  en  fonc- 
tion de  <^{x), 

336.  —  Construire  les  courbes  suivantes  : 

2x^y^  +0?*  —  1/*  —  2xy  =  o 
^h/  -\-  x^  —  y*  +  5ir'î/'  (x'*  —  y*)  —  4x1/  =  o. 


Le  Rédacleur-Gémal, 
J.  KŒHLER. 
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QUESTION  DE  GEOMETRIE 

Par  MM.  Delpii  et  lioetenr,  élèves  de  TÉcole  préparot  oirc 

de  Sainte-Barbe 

Holatlon  et  déTeloppeicent  de  la  qaesiion   316. 


Oit  donne  dans  un  cercle  deux  diamètres  fixes  AB,  CD.  Par 
le  centre,  an  mène  des  rayons  perpendiculaires  OP,  OF  ;  on 
abaisse deV  et  V  des  perpendiculaires  PQ  et  P'Q'  sur  AB  ;  soient 
w  et  m'  les  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  POQ, 
P'OQ'.  La  figure  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  trois  points  P,  w,  C,  sont  en  ligne  droite. 

En  effet»  le  triangle  OCP,  qui  est  isoscèle,  donne 

OPC  =  OGP; 
de  plus  PQ  est  parallèle  à  OC;  donc 

CPQ  =  OGP  ; 
par  suite  PC  est  la  bissectrice  de  Tangle  en  P  ;  elle  contient 
donc  le  point  a>.   Pour  la  même  raison,  les  points  F,  tù\  G 
sont  en  ligne  droite. 

9^  Les  deux  droites  <dP,  «oA  sont  égales  et  rectangulaires. 

Ces  lignes  sont  égales,  parce  que  PH  =  AH;  elles  sont 

P           0 
perpendiculaires  parce  que  P(oH  = —  H =  45**.  Donc 

PwA  =  90®. 

On  voit  aussi  que  les  angles  «oAO,  OPa>  sont  égaux  ainsi 
que  OPo)  et  w'OQ'  ;  donc  les  droites  wA,  o/O  sont  égales  et 
parallèles. 

di^^La  droite  (o<«>'  est  égale  au  rayon. 

Cela  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire;  les  ligues 
foA  et  taO  étant  égales  et  parallèles,  la  figure  ctxo'AO  est  un 
parallélogramme. 

4®  Le  lieu  du  centre  I  du  cercle  oirconscfit  au  triangle  Gtow' 
est  un  cercle. 

En  effet,  l'angle  en  G  étant  égal  à  45**,  bxo'  est  le  côté  du 

JOmUIAL  DS  MATH.  18B1.  18 
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carré  inscrit  dans  le  cercle  (ùGtù'y  el  si  par  le  point  E,  milieu 
de  (00)',  on  élève  à  cette  droite  une  perpendiculaire  sur  laquelle 
on  prend  une  longueur  El  égale  à  (oE  dans  Tintérieur  du 
triangle,  le  poipt  I  e9t  le  centre  du  oercl^  circonaorit;  on  a 

RvTT 

donc  CI  =  Iw'  ;  or  comme  on  a  Iw'  =  ■     ■        ,   on    voit  que 

2 

CI  est  constant;  le  lieu  du  point  I  est  donc  un  cercle  ayant 
le  point  C  pour  centre,  et  pour  rayon . 


H**  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PF  et  de  tytà'  est  constatite 
et  égale  4  la  nnoiUé  du  rayon. 

D^abord  les  droites  OK  et  CI  sont  égales;  de  plus  elles 
sont  parallèles.  Bn  effet,  on  a 


KOD  =  KOP  —  DOP  =  45«  —  OPQ. 

ICO  =  ICCO  —  —  =  Q0«  —  Gco'o)  —  — . 

2  ^  2 

ut   '  n    '  P'QD 

Mais  Ccoti)  =  go» —-^ — : 

2 

donc  ICO  =  -^^ i  =  450  —  OPQ. 

2  2 

6t  par  suite  KOD  =  ICO. 

Il  en  résulte  que  la  figure  OKIC  est  un  parallélogrApiine, 
et  puisque  lE  est  déjà  parallèle  à  CO,  la  ligne  KE  est  aussi 

R 

parallèle  à  CO  ;  enfin,  on  a  IK  ==  R,  et  comme  lE  «f  — r,  il 

2 

en  résulte  que  KE  est  égal  à  — . 

0^  Les  points  K,  tù,  co',  I  sont  les  sommets  d'un  carré. 

Cela  résulte  de  ce  que  les  droites  £1  et  ùmu'  ap  poupent  en 
leurs  milieux  et  à  angle  droit  et  sont  de  plus  égales. 

V  Les  iroiê  points  A,  cd,  F,  sont  en  ligne  drotle. 

P  P 

En  effet  on  a  wAB  =  — ,  et  puisque  P'AB  =  — ,  les  droites 

Aa>y  AF  se  confondent. 

S^  Les  trois  droites  BP,  AP'  et  CI  comjiwfmt  en  Un  m^ 
point. 

Bn  effet,  nous  avons  vu  que  G<tf  était  perpendicaltire  sur 
AM  ;  de  même,  C^'  est  perpendiculaire  anr  BM  ;  dopo  le  qua-^ 
drilaiëre  McoCia'  est  inscriptible,  et  CM  est  un  diamètre  du 
cercle;  ce  diamètre  passe  donc  par  le  point  I. 

• 

d^  £si  cinq  points  P,  F,  ca,  v>\  0  smt  sw  une  mim  ^rçon- 
férence  ayant  pour  centre  le  point  K. 

Gela    résulte   de  la    propriété   démontrée    (6),    puisque 

E(ii  =  K(i>'  = ,  et  que  cette  môme  quantité  exprime  les 

2 

distances  KO,  KP  et  KF. 

40»  On  a       Go»  +  Ow<  =1  G»«  +  Oa>'«  =^  2R«. 
En  effet,  on  a  Ovi  =s  PV  =3  Bia't 
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Donc    Co/»  +  Oo)'*  =  C(i)'«  4-  Bw'*  =  CB*  =  2R*. 
On  a  de  môme  Cw'  -f-  Ow'»  =  sR*. 

Il  existe  beaucoup  d'autres  propriétés,  dont  nous  allous 
signaler  les  plus  importantes. 

1  i^  Le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  C. 
Cela  résulte  immédiatement  de  (8),  puisque  CM  =  2CI 

=  RV2.  On  voit  que  cette  circonférence  passe  par  les  points 
A  etB. 

12^  Le  lieu  du  point  E  est  une  circonférence. 

En  effet,  si  nous  joignons  le  point  E  au  milieu  L  de  OC., 
la   ligne  EL   est   toujours   égale  et  parallèle   à  CI;  donc 

2 

\S^  Le  point  0  est  le  point  d'intersection  des  hauteurs  du 
triangle  Cwo^'. 

En  effet,  les  cordes  PA,  P'C  sont  parallèles,  parce  que  les 
arcs  PF  et  AC  sont  égaux;  donc  Ow,  perpendiculaire  à  PA. 
est  aussi  perpendiculaire  à  P'C. 

Pour  la  môme  raison,  w'O  est  perpendiculaire  à. PC. 

14®  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  gravité  du  triangle  Guk.)* 
est  un  cercle. 

En  effet,  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  01,  et  sa  dis- 
tance au  point  0  est  les  deux  tiers  de  01.  Donc,  le  lieu  du 
centre  de  gravité  est  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OC,  à 
une  distance  de  0  égale  aux  deux  tiers  du  rayon. 

l^^Le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  Cw©' 
est  un  cercle. 

En  effet,  ce  centre  se  trouve  au  milieu  de  01.  Donc  le  lieu 
de  ce  centre  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  L. 

16<»  Les  six  points  P,  H,  Q,  R,  0,  K  sont  sur  une  même  circon- 
férence. 

Car  les  angles  qui  ont  pour  sommets  les  points  H,  Q, 
R  ou  E  et  passent  par  les  points  0,  P  sont  droits. 
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17^  Les  lieux  des  points  ta  et  a>'  se  composent  de  deux  cercles. 

En  effet,  l'angle  OtdC,  opposé  par  le  sommet  à  Taugle  Po>H, 
est  égal  à  45®.  Le  lieu  du  poiut  (o  est  donc  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  AOC. 

48®  Les  trois  points  D»  E,  M  sont  en  ligne  droite. 

Car  lE  est  la  moitié  de  CD,  et  le  point  I  est  au  mi- 
lieu de  MGy  lE  étant  parallèle  à  CD.  Donc  le  point  K  est  le 
milieu  de  DM. 

i9^  La  ligne  Ea>  passe  par  le  point  Q. 

En  effet,  l'angle  wQO  est  égal  à  45«  ainsi  que  l'angle 
K<t>(i>\  et  les  droites  coo)'  et  AB  sont  parallèles. 

20<>  Les  six  points  E,  w,  w',  I,  R,  R'  sont  sur  une  même  c*/-- 
eonférence. 

Les  quatre  premiers  points  sont  sur  une  circonférence 
ayant  E  pour  centre,  et  les  angles  <i)Rco',  wRV  sont  droits: 
donc  cette  circonférence  passe  par  les  points  R  et  R'. 

2i®  Le  lieu  du  point  F  est  une  stropho'ide. 

Menons  AF.  L'angle  aigu  de  cette  droite  avec  OF  sera 

égal  à  PFH,  ou  P  -j .Or,  l'angle  DOF  a  la  môme  valeur. 

Donc,  le  point  F  s'obtiendra  en  portant  à  partir  du  point  de 
rencontre  de  AF  avec  OD  une  longueur  égale  à  la  distance 
de  ce  point  au  point  0.  Il  appartient  donc  à  la  boucle  d'une 
strophoïde. 

i2<»  Soit  [A  le  centre  du  cercle  inscrit  au  tnangle  Cox*)'.  Le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  (ojjwo'  est  un  cercle. 


En  effet,  l'angle  (ojjwo'  est  égal  à  -^ 1 = 1- 


22  22 

Doue,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  o>[f.(a  est 
constant.  Soit  S  le  centre  de  ce  cercle;  la  droite  SE  est  cons- 
tante. Prenons  sur  CO,  à  partir  du  point  L,  une  longueur 
LV  égale  à  SE.  SV  sera  toujours  égal  à  LE;  donc  V  sera  le 

centre  d'un  cercle  de  rayon  qui  sera  le  lieu  du  point  S. 
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W  Les  troiê  pointi  B,  |jl,  C  sont  en  ligne  droiie. 

En  effet,  on  a       Sao)  = . 

it          (1)0)0 
L'angle  aigu  de  C{jl  avec  a)|i.  est  égal  a  -^ — | 


8 
Si  l'on  égale  ces  valeurs,  on  en  tire 

telle  est  la  condition  k  laquelle  doivelit  satisfaire  les  angles 
en  iù  et  co'  du  triangle  Ccoo)'  pour  que  les  trois  points  S,  u 
et  G  soient  en  ligne  droite;  on  sait  que  cette  condition 
est  remplie. 

24®  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  datis  le  triangle  Gom' 
est  un  limaçon  de  Pascal 

En  effet,  le  point  S  appartient,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  au  cercle  circonscrit  au  triangle  Guxi)',  puisque  la 
ligne  Gfi.  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  G  ;  il  en  résulte 
que,  puisque  SfA  est  constant;  le  point  \t.  décrit  un  limaçon 
de  Pascal. 

25*^  Il  existe  une  ellipse,  ayant  pour  foyers  les  points  O  et  ï, 
et  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  Cuxo'. 

Nous  Remarquons  que  les  angles  IGo)',  OGtu  sont  égaui; 
en  effet,  l'angle  o'GO  et  l'angle  IGu>  sont  égaux  comme  com- 
plément d'un  môme  angle  G(i>'u).  Donc,  en  retranchant  la 
partie  commune  IGO,  on  voit  que  les  angles  qCO,  cd'GI  sont 
égaux.  En  outre,  les  angles  WG,  Ou)'(o  sont  égaux;  en  effet, 
l'angle  Oco'o)  est  le  complément  de  l'angle  G(i)(i)'  ;  il  en  est  de 
tnême  de  l'angle  lœ'G,  qui  est  le  complément  dô  la  moitié 
de  l'angle  au  centre  GIw'.  On  prouverait  de  môme  que  les 
angles  (o'cjO  et  Io)G  sont  égaux.  Gela  posé,  prenons  une  ellipse 
ayant  pout*  foyers  0  et  I  et  tangente  à  ùm»)'.  Si  des  points  w 
et  iù'  on  inëne  deui  autres  tangentes  à  cette  ellipse,  elles 
feront  respectivement  avec  les  droites  (ol,  œ'I  des  angles 
égaux  à  0)  wO  et  oxo'O.  Les  droites  wC,  to'G  satisfont  précisé- 
ment à  celte  relation.  Le  théoi'ème  est  donc  démontré. 

Note  d$  la  Rédaction^  —  Les  auteurs  auraient  pu  démon- 
trer ce  dernier  théorème  en  rappelant  que  les  symétriques 
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de  0  pat  rapport  aux  cdtéd  du  triangle  Gboo)'  sbut  6ut  la 
circonféreuce  éircouscrlle,  puisque  le  point  0  est  le  point 
de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  ;  si  Ton  appelle  R 
le  symétrique  de  0  par  rapport  à  Gw,  le  point  de  rencottttë 
de  IR  ateo  Gu»  est  tel^  que  la  somme  de  ses  distaubes  aui 
points  I  et  0  est  égale  à  IG»  et  de  plus  la  ligne  Gto  est  éga- 
lement inclinée  Sur  les  deux  droites  qui  joignent  ce  point 
aux  points  I  et  0.  Donc  Gw  est  tangente  à  Tellipse  ayant  I 
et  0  pour  foyers,  et  pour  cercle  directeur. le  cercle  circons- 
crit à  GûMo'.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés 
du  triangle.  Nous  avons  reproduit  la  démonstration  des  au- 
teurs, quoiqu'elle  s'appuie  sur  un  théorème  moins  connu 
des  élèves  de  Mathématiques  élémentaires. 

Nota.  —  La  questioD  315,  telle  qa'elle  avait  été  proposée,  a  été  résolue,  en 
outre,  par  MM.  Launay,  à  Bourges;  Baudouin,  au  collège  de  Beauvais;  Fiévet, 
à  Lille;  Hamon,  au  Mans;  JuUien  et  Lapareillé,  au  lycàs  Henri  IV,  à  Paris. 

APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Glno-Iiorla 

.  [Suite  et  fin,  vdlr  pages  62, 104  et  148.) 


21.  —  (T,  "W)  0  est  le  œnirey  r  te  rayon  du  cercle  inscrit 
dam  un  triangle  quelconque  ABC.  On  mène  OAj,  OBi,  OC, 
perpendiculaires  aiix  côtés  BC,  GA, 
AB.  Soient  r^,  r,,  rj  les  rayons  des 
cercles  insci'ils  dans  les  quadrilatères 
ABiOCi,  BGiOAi,  CA^OBi.  Trouver 
des  relations  entre  rj  r,  r^  et  les  élé- 
ments du  triangle  donné. 

Considérons  le  quadrilatère 
ABi  0(J,  ; 
puisque 

OB,  =  OCt,      ABi  =  ACi, 

on  a 

OBi  +  ACi  =  OGi  +  ÀB, 
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et  le  quadrilatère  est  circonscriptible.  OA  étant  la  bissec- 
trice des  angles  A  et  0,  cette  droite  doit  contenir  le  centre 
0^  du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère.  Menons  la  bissec- 
trice de  Tangle  C^  ;  cette  droite  aussi  contient  0^.  Donc 
ce  point  est  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites. 
Ayant  tiré  0|P  perpendiculaire  à  OCj,  on  aura  OiP  =  r,. 

Dans  le  triangle  OOiG  Tangle  0  est  égal  à ,  l'angle  C, 

est  égal  à ,  donc  Tangle  0^  vaut  — — . 

.  4  4 

r  sin  -^ 

Il  viendra  donc   OOi  = 


.    'ir-f-2A* 
sin — ■ 


Le  triangle  00,P  donne 


sin  —  sin 


)\  =  OOj  sm =  r  ^ 


7:+  2A 
sin ■ 


4 
on  en  lire 

7t  A 

?•  sm  —  cos  — 

Tj  2  2 


r           .      îT           A    ,  -ïT      .     A 

sm —  cos- h  cos —  sm  — 

4  2      '  4  2 

iz  A 

sin  —  cos  — 

et  î^i =  ^ ^  =  col  —A.        (!) 

/•  —  r.  7c      .      A  2 

cos  —  sm  — 
4  2 

De  mémo —  =   cot — B;  ri) 

r  —  i\  2  ^ 

^^         =   cot  —G.  (3) 


î'  —  r,  2 

a)  Additionnant  les  égalités  (1)  (2)  (3),  on  obtient  : 

!i \ îî I îi 

r  —  r^  r  —  r,  r  —  r, 

!..  .        I    ^     .  .1 


=  cot  — A  4-  cot  —  B  +  cot 

2  2  ' 


■G. 

2 


1 
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Mais,  puisque  A  -|-  B  +  G  =  7t 

on  a  (*)  cot  — ^A.  -|-  cot  — B  +  col  —  C 

3  2  2 

=  cot — A  cot — B  cot — c. 

2  3  2 

Par  conséquent 

r  —  r^  r  —  r^  i*  —  t'a 

__        /      pip  —  fl)  /     Pip  —  b)  I     p(p  -  c) 

Y  {1>—  à){p  —  ^-   y  (P  —  c)(p  —  a)  y  (p  —  a)(p  —  6) 

c'est-à-dire 

^'i  ,  r^         ,  ^'3        __.  _P, 

r  —  Tj  r  —  r,  r  —  r,  r  ' 

fc)  Les  équations  (i)  (â)  (3)  peuvent  s'écrire 

tg— A 
r  —  Ti  2 


r/\ 

7' 

—  r. 

rr^ 

r 

— »•. 

uu 


rr, 

I  I 

t\  r 


i 


r,  r 


i 

V 

> 

Ig- 

I 

2 

B 

1 

r 

4 

tg- 

I 

2 

• 

r 

« 

tg 

I 

2 

-A 

?• 

Ig 

I 
2 

-B 

r 

tg 

I 

2 

-C 

I  I 

r7         r    '  r 


1*1  Desbûves,  Pm««<»o/m  de  trigonométrie,  2'  éd.,  p.  lâO. 
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Par  conséquent: 

\  r,  r  /  \  n  r  ) 

tg  -i-A  tg  ^B  +  tg  -^B  tg  ^G  +  tg  ^ 


-^) 


tg— A 

2 


Comme 
en  a  (*) 
I 


A+B  +  C=7r 


I 
r 


tg^Atg-lB+  ig^Btg-i-C+tg-4-Ctg-i-A=i 

w  «  Â  ^  2  2 

il  s'ensuit  que 

(i-^)(i-^)+(i-^Xi- 

.  /J LYJ i-W  — 

22.  —  (T)  Enjoignant  alternativement  deux  à  deux  les  sommets 

d*un  polygone  régulier  de  n 
côtés  par  n  droites,  on  fonnc 
un  second  po  lygone  de  n  côlé^. 
Si  Von  effectue  sur  ce  nou- 
veau polygone  et  sur  les  sui- 
vants la  même  opération^  on 
propose  de  trouver  la  somme 
des  aires  de  tous  ces  poly- 
gones. 

Appelons      A,    A^,   A,, 
Aj,   ....  les  aires  du  poly- 
gone donné  et  des  poly- 
gones  formés   suivant  la 
loi  donnée;  OP,  OPi,  OP,,  OP,,  ...  leurs  apothèmes. 
Les  triangles  rectangles  OPH,  OP^A  donnent 


OP  =  R  cos 


TT 


n 


OPj  =  R  cos 


27: 
71 


(*)  Desboves,  Questions  de  trigonométrie^  â'  éd..  p.  120. 


f 
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et  comme  les  figutes  Bemblables  sont  entre  elles  comnie  les 
carrés  de  deux  lignes  homologues,  on  aura 

cos* 

A  n 


cos' 

n 

Cette  équation  montre  que  les  aires  des  polygones  consi- 
dérés forment  une  progression  géométrique  Indéfitiie  dont  le 

21T 


cos* 

n 
premier    terme    A-    est      A  et   la    raison    est 

cos" 

n 


cos* 

2lt 

n 

cos*  • 

7C 

.  Gomme  cette  dernière  quantité  est  moindre  que 

n 
l'unité,  la  progression  est  décroiissanie  ;  en   appelant  S  la 
somme  de  ses  termes,  on  ajira 

27T 


S  = 


A    f*o<i'  . 

71 

2:r 

n 

n 

27T 

.»X     UU9       " 

n 

sin  -— —  sin  ■ 

7t 

OU  (*)  s  = 

sin  — 

n  n 

Cas  particultevH,  —  1°  Soit  n  =  3  ;  on  a  alors 

cos*-5- 
S  =  A , 


sin  ir  sm  -x- 
5 


et  comme  sin  :r  =  o»  on  aura  S  =  oo.  En  effectuant  en  effet 
sur  le  triangle  l'opération  indiquée  par  le  problème,  on 
obtietlt  toujours  le  triangle  donné;   et  comme   la  somme 


(•)  CoteMO,  Plaik»  frigonàmelfv,  p.  9S. 
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d'une  série  infinie  de  termes  égaux  est  infinie,  on  doit  avoir 

S  =  00. 

cos* 

2®  Sin  =  4,  onaS  =  A ô >  et  comme  cos—=  o, 

sm sin  — 

4  4 

S  =  o  ;  en  effet,  tous  les  polygones  déduits  d'un  carré  de 

la  manière  indiquée  se  réduisent  ù  un  point  (point  de  ren- 
contre des  diagonales),  donc  leur  somme  est  égale  à  o. 
3*»  Soit  n=  6;  alors  on  a 

2ir  7C 

COS*  — ^  COS*  — 

S  =  A r =  A ^ =  A  COS  -r =—  A 

âi:      ,       Tz  .       ir  ic  3       2 

sin  —r-  sin  -:-  sin  —  cos  -:r- 

6  b  2  3 

III 

23.  Entre  tous  les  rectangles  qui  ont  la  ménie  diagonale  déter- 
miner relui  a)  de  périmètre  ma^vimum,  h)  de  la  plus  grande 
surface. 

Soit  AG  =  (/  la  diagonale  donnée;  appelions  cp  Tang^Ie 
BAC;  alors    AB  =  d  cos  <p;       BG  =  d  sin  cp. 

a)  Le  demi-périmètre  p  du    triangle  sera   donné   par  la 

relation     p  =  rfj  sin  çp  +  sin  ( 9  j  1 

p  =  2dsin  — cos(<p j 

Le  maximum  de  p  correspond  donc  au  maximum  de 
cos  (îp j,  c'estrà-dire  à  9  =— ^. 

b)  La  surface  S  du  rectangle  sera  donnée  par  Téquation 

S  =  d^  sin  <p  cos  <p  =  —  rf"  sin*  <p. 
Le  maximum   de  S    correspond   donc  au   maximum  de 


(*)  Toutes  les  questions  suivantes  sont  tirées  de  l'ouvrage  de  M.  Reidt. 
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siii  2îp,  c'est-à-dire  à 


el 


2(p  = 


?   = 


:t 


Donc  :  Entre  tous  les  rectangles  ayant  la  même  diagonale  le 
carré  est  celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre  et  la  plxi^  grande 
surface. 

Il  s'ensuit  aassi  {*)  :  Enti^e  tous  les  rectangles  ayant  le  même 
périmètre  ou  la  même  surface,  le  carré  est  celui  qui  a  la  moindre 
diagonale . 

24.  Un  quadrilatère  a  deux  côtés  parallèles^  et  les  deux 
autres  égaux  ;  on  en  donne  une  diagonale  el  la  somme  des  côtés 
parallèles^  et  oti  demande  de  trouver  entre  tous  les  quadrila- 
tères qui  satisfont  à  ces  conditions^  celui  dont  Vaire  est  un 
maximum. 

Soit  AG  =  d  la  diagonale  donnée,  et  soit   aussi   donne 
AB  4-  CD  =  2S.  Posons  BAC  ^  c 

=  (p.  En  appelant  h  la  hauteur 
CH  du  quadrilatère,  on  aura 
A  =  d  sin  9. 
La  surface  S  du  quadrilatère 
sera  donc  donnée  par  l'équation 
S  =  sd  sin  cp. 
Le  maximum  de  S  corres- 
pond donc  au  maximum  de  sin  cp,  c'est-à-dire  à 

2    ' 

Par  conséquent,  entre  tou^  les  quadrilatères  proposés,  celui 
qui  a  la  plus  grande  surface  a  b»  diagonale  perpendiculaire 
aux  côtés  parallèles. 

25.  Inscrire  dafis  un  secteur  circulaire  un  parallélogramnw 
ayant  un  angle  commun  avec  le  secteur  y  un  sommet  sur  l'arc  du 
secteur  et  dont  la  surface  soit  un  maximum. 

Soit  OXTZ  un  parallélogramme  ayant  un  angle  commun 
avec  le  secteur^  et  le  sommet  Y  sur  Tare  du  secteur.  Posons 


(*;  Bertrand,  TraUé  d*algèbrê,  V  partie,  10*  éd..  p.  247. 


ou 


-«06- 

AOB  =  a,  AOY   =  <p.  L'aire  S  du  parallélogramme   sera 

donnée  par  la  relation 

R"  sin  <p  sin  (x —  cp) 

sin  a 
Le  maximum  de  S  correspond  donc  aa 
maximum  de 

sin  ç  sin  (a  —  9) 
ou  de       cos  {2<f  —  ot)  —  coa  a 

Et  eomn^e  cette  expression  atteint  sou 
maximum  quand 

2cp  —  a  =0 
a 

nous  pourrons  dire  que,  entre  toitë  les  parallélogrammes  con^ 
sidérés,  le  losange  ayant  son  sommet  au  milieu  de  Varc  du 
secteur  a  la  plus  grande  surface. 

36.  —  Du  centre  G  d!un  cercle  donné  on  tire  un  rayon  qui- 
conque CA  sur  Uquel  on  prsn^ 
un  segment  arbitraire  GB  =z  a. 
Trouver  le  plus  grand  de  tous 
les  angUs  dont  le  sommet  est  sur 
la  circonférence  et  dont  les  côléi 
passent  par  B,  G. 

Soit  X  un  point  quelconque 

de  la  circonférence  :  posons 

BXC  =  <p;       BX  =  X. 

Le  triangle  BOX  donne 

a*  =  R"  +  oî*  -^  aRo;  cos  9 

ou 

05*  —  aR  flc  008  4p  •+•  (H*  -^  ••) 
=  o. 

D*où  Toa  tire  ^ ^ 

JC  =  R  008  f  ±  Va«  —  R'(i  —cos»  y) 

ou  a;  =  H  cos  (p  ±  \/a*  —  R'  sin*  «p). 

l*our  que  le  problème  soit  possible  il  faut  qu*on  ait 

a 
a^  —  R*  siu* 9^  o;      sin  cp^  -g-é 
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Le  maximum  de  sia  9  et  de  «p  a  lieu  donc  quand 

a 

Dans  ce  cas  BX  est  perpendiculaire  à  BG  et  ou  déduit 
qu'en/re  tous  les  angles  proposés,  le  plus  grand  est  celui  dont 
le  côté  passant  par  B  est  perpendiculaire  à  BG. 

27.  —  Entre  tous  les  triangles  ayant  la  même  base  et  pour 
lesquels  la  somme  des  deux  autres  côtés  est  constante,  détermine^"" 
celui  qui  a  le  plus  grand  angle  au  sommet. 

Soient:  a  la  base,  s  la  somme  des  deux  autres  côlés  Xy  y^ 
9  l'anjçle  au  sopamet.  On  aura  : 

X -\- y  =  S]  (1) 

a*  =  £c*  +  y'  —  2an/  cos  9.  (2) 

L'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

a*  =  (x  +  yy  —  4^  cos*  —  9; 

2 


c'est-à-dire  a*  =  .«■  —  4  aîj/  cos*  —  9 

d'oïl  l'on  tire         cos*  —  9  = 


2  4xy 

Le  maximum  de  —  9  (et  de  9)  correspond  au  minimum  de 


2 


cos 9  (et  de  cos*  —  9)  :  or,  le  minimum  d'unie  fraction 

correspond  au  maximum  de  sou  dénominateur  ;  donc  le  maxi. 
mum  de  9  correspond  au  maximum  du  produit  xy  de  deux 
nombres  dont  la  somme  s  est  constante. 

L'angle  9  atteint  donc  son  maximum  quand  (*) 

qp  ==  1/  =  —  «. 

Donc  :  Entre  tous  Us  triangles  qui  ont  méf^e  base  et  même  somme 
des  deux  autres  côtéSj  le  triangle  isoscèle  a  le  plus  grand  angle 
au  sommet, 

28.  —  Partager  \in  arc  en  deux  parties  telles  que  :  a)   Iq 


(*)  BertraiMl,  l  c,  p.  333. 
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sonimi\  b)  le  produit,  c)  la  somme  des  carrés  des  cordes  soient 
m/iximum. 

Soit  AB  =  c  la  corde  de  Tare  *  donné,  X  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence.  Posons 

AX  =  Xy    BX  =  cp,    BAX  =  ^,    ABX  =  f 
On  aura  a;  =  2R  sin  ç  (*f  ) 

1/  =  2R  sin  •}  (2) 

a)  Des  équations  (1)  (:2)  on  lire 

a;  +  y  =  4R  sin  -;j-  (9  -f  '|)  cos  -;;-(?  —  ^) 

ou  J5  -^  t/  =  4R  cos y.  COS (9  —  <j^). 

Le  maximum  de  a;  -j-  y  correspond  donc  au  maximum  de 
cos  —  (ç  —  <f),  c'est-à-dire  à 

b)  Les  équations  (1)  (2)  donnent  aussi 

ory  =  4R*  sin  cp  sin  <j/ 
ou  xy  =  2R'  [cos  (çp  —  ^')  -f-  cos  a]  o. 

Le  maximum  de  œy  correspond  donc  au  maximum  de 
cos  (<p  —  J^),  c'est-à-dire  à  ?=  ^'^ 

c)  On  a  encore  des  équations  (1)  (2) 

03*  -f-  y*  =  4R*  (sin»  9  +  sin»<j/). 
Le  maximum  de  jr'  4"  V^  correspond  donc  au  maximum  de 
siD»cp-j-sin»']/  =  (sin  op  -|-  sin  ^}/)»  —  2sin  9  sin  •} 

=  4C0S»  — xcos*  — ((p  —  •]/ )  —  cos  a —  cos  (cp  —  •}) 
s=  I  —  cos  a  -f-  2  cos»  —  (<p  —  <j/)  cos  a 

2 

c'estrà-dire  au  maximum  de  cos  — ((p  —  ^j;). 
La  fonction  .t»  -f"  y»  atteint  donc  son  maximum  quand 

Concluons  donc  :  Pour  partager  un  arc  en  deux  parties  telles 
quelasomme^  le  produit^  ou  la  somme  des  carrés  des  cordes  soient 
maximum f  il  faut  le  partager  en  deux  parties  égales. 

29.  —  Entre  tous  les  triangles  isoscèles  inscrits  dans  un  cercle 
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donné  quel  est  celui  dont,  a)  fe  périmètre,  b)  la  surface  est  un 
maœimum  ? 

Soit  9  Fangle  au  sommet  du  triangle  isoscèle  ;  les  autres 

7C  I 

BDgles  seront  chacun  égal  à —   9.   Sa    base   sera 

donc  2R  sin  o  et  chacun  de  ses  côtés  sera  2R  ces  —   9. 

^  2     ^ 

a)  Le  périmètre  de  ce  triangle  est  donc 

2RJ  sin  «p  +  2C0S  —  cp  I  =  4R  cos  —  çf  i  -j-  sin  —  cp  J. 

I  TC 

Ayant  posé  —  9  = if,  (1) 

la  question  est  réduite  à  trouver  le  maximum  de 

sin  ']/(i  +  cos  ^)  ou  de  4sin  —  -J;  cos'  —  ^ , 
qui  est  le  même  de  celui  de  Texpression 

sin'  —  i'Xf  I  —  sin'  —  ^\   . 

Comme  les  quantités  positives  sin»  — d/,  i  —  sin»  — •  '} 

ont  uno  somme  constante,  le  maximum  de  ce  produit  sera 
atteint  quand  (*) 

I  I  —  sin*  —  ^ 

sin*  —  'if  =z                     2     ' 
f>     * • 


3 

d'oli  l'on  tire  sm  —  y  =  —  et  —  0/  =  — . 

2  2  2  2 

La  relation  (1)  donne  par  conséquent 

2ir  7t 

ç  =  X  -  2.}  =  ^  -   ^-  =  — . 

6)  La  surface  S  du  triangle  est  donnée  par  l'équation 
S  =  2R*  cos*   —  cp  sin  9  =  4R''  sin  —  cp  cos'  —  <p 
Donc  le  maximum  de  S  correspond  au  maximum  de 

^i  —  sin*  -^  cp)    sin*  ^  cp. 


(•)  Bertrand,  i.  c,  p.  245. 
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Cette  expression  atteint  son  maximum  quand 

I 


T  —  sin' 


3 


=  sm*     2 


De  cette  équation  on  tire 

cp  =  —   et  cp 


sm 


c 


2       •  2  3     * 

Donc  :  Entre  tous  les  triangles  isoscèles  inscriptibles  dans  un 
cercle  donné,  le  triangle  équilatéral  est  celai  doîit  le  périmètre  et 
Vaire  sont  maxima. 

30.  —  La  hauteur  AB  d'une  tour  est  a  ;  sur  son  commet  est 

fixé  U7i  étendard  BG  de  hau- 
teur b.  On  demande  de  trouver 
le  point  du  terrain  horizontal 
doit  rétendard  est  vu  sous 
l'angle  maximum. 

Soit  X  le  point  cherché.  En 
posant 

AX  =  x;    AXG  =  9; 
AXBr=:};     BXC  =  (x, 
on  aura  : 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 

a  +  6 
.r 
donc,  toute  réduction  faite, 


tg  cp  = 


Or  on  a 
i       tg  '}  = 


I+tgçtgï»/ 


a 

X 


bx 


x^  +  a{a  +  b) 
ou              x^  ig  IL  —  bx  -|-  a(a  +  è)  tg  ^a  =  o. 
D'oîi  l'on  tire  

b  ±  Y  h''  —  4^'(«  +  b)  tgV 


X  = 


2lga 


Les  racines  de  celle  équation  seront  réelles  si 

6»  —  4a(a  +  b)  i^j;^  î^  >  o 

b' 


ou  si 


tg*  V'  â 


4a{a  +  b) 
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Le  maximum  de  tg  |j.  et  de  ja  sera  donc  atteint,  quand 

,  b 

tg    UL    =    

2/ a(a  +  b)  ' 

Alors  X  =  Ya{a  -f-  b), 

qui  est  l'expression  de  la  distance  cherchée. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Démontrer  que,  quel  que  soit  V entier  positif  n,  2^"  —  i  est 
divisible  par  5. 

En  e£fet,  cette  expression  peut  s'écrire 

(2*)'*  —  I. 

Or,  on  sait  que  2*  est  terminé  par  6,  et  que  toutes  les 
puissances  d'un  nombre  terminé  par  6  sont  elles-mêmes 
terminées  par  6.  Donc,  en  retranchant  Tunité,  la  différence 
sera  terminée  par  5. 

On  p«ut  remarquer  aussi  que  ce  nombre  peut  s'écrire 

(2"  )♦  —  I . 

Or  I  peut  être  considéré  comme  la  quatrième  puissance 
de  runité  et  l'on  sait  que,  lorsque  deux  nombres  sont  pre- 
miers avec  5,  la  différence  de  leurs  quatrièmes  puissances 
est  divisible  par  5;  mais  2"  est  premier  avec  5,  donc 

(2"  )*  —  I 
est  divisible  par  5. 

Cette   seconde    démonstration    s'applique  à   un  nombre 

quelconque  premier  avec  5  et  n'est  même  qu'une  conséquence 

du  théorème  de  Fermât, 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  petits 
cercles  d'une  sphère  se  coupent  à  angle  droit,  est  que  le  sommet 
du  carie  circonscrit  à  la  sphère  suivant  l'un  des  cercles  soit  dans 
le  plan  de  Vautre. 

On  saii  que,  dans  une  surface  de  révolution  quelconque, 
un  parallèle  rencontre  tous  les  méridiens  à  angle  droit;  que 
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les  génératrices  du  cône  de  révolution  circonscrit  à  la  sur- 
face le  long  d'un  parallèle  donné  sont  tangentes  aux  divers 
méridiens  aux  points  où  ils  coupent  ce  parallèle  et  rencon- 
trent Taxe  au  même  point;  enfin,  que  chacune  de  ces  géné- 
ratrices est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  parallèle  au 
point  de  contact. 

D'après  cela,  si  je  considère  uue  sphère  et  deux  petits 
cercles  se  coupant  à  angle  droit,  la  tangente  à  l'un  de  ces 
cercles  au  point  d'intersection  est  dans  le  plan  tangent,  et 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'autre  cercle;  elle  se  con- 
fond donc  avec  une  génératrice  du  cône  circonscrit  à  la 
sphère  le  long  de  ce  second  cercle,  et,  par  suite,  contient 
le  sommet  de  ce  cône;  elle  est  du  reste  aussi  dans  le  plan 
du  premier  cercle;  donc  la  condition  nécessaire  pour  que 
les  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit  est  que  le  som- 
met de  l'un  des  cônes  soit  dans  le  plan  de  l'autre  cercle. 

Je  dis  de  plus  que  la  condition  est  suffisante:  car,  si  par 
Tune  des  génératrices  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  le 
long  d'un  cercle  donné,  je  fais  passer  un  plan  quelconque, 
ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  ayant  pour  tan- 
gente la  génératrice  considérée,  et,  par  conséquent,  ortho- 
gonal au  cercle  donné. 

Le  raisonnement  précédent  montre  bien  que  la  condition 
s'étend  à  chacun  des  deux  sommets;  on  peut  voir,  du  reste, 
que,  le  sommet  du  cône  étant  le  pôle  du  plan  du  cercle  de 
contact,  le  pôle  de  tout  plan  qui  passe  par  ce  sommet  est 
situé  dans  le  plan  de  ce  cercle  de  contact;  la  condition 
indiquée  est  donc  bien  applicable  pour  les  deux  sommets. 


On  a  un  triangle  ABC,  inscrit  dajis  xni  cercle.  Par  k  sommet 
A  on  mène  une  tangente  au  cercle;  cVun  point  M  de  la  circon- 
férence on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  sur  la  tangente^  MQ, 
MR,  MS  respectivement  sur  BG,  GA  et  AB.  Démontrer  que  Von  a 

MR.  MS  =  MP.  MQ. 

Ce  théorème,  que  l'on  pourrait  démontrer  directement,  est 
une  conséquence  du  théorème  suivant  et  se  démontre  de 
môme  : 
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5/  un  quctdrUatère  ABCI)  est  inscrit  à  une  circonférence, 
et  que  d'un  point  M  de  cette  circonférence  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  deux  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux 
autres  {'^), 

En  effet,  si  nous  menons  les  droites  MA.  et  MG,  les  deux 
triangles  MAP,  MGR,  qui  sont  rectangles  et  ont  un  angle 
aigu  égal,  sont  semblables,  et  donnent 

MP    _   UA^ 
MR    "^  MG  • 

De  même  les  deux  quadrilatères  ABGM,  SBQM  étant  l'un 
inscrit,  l'autre  inscriptible  puisqu'il  a  deux  angles  opposés 
droits,  les  angles  AMS,  GMQ  sont  égaux  et  on  en  tire 

Ms  _  m^ 

MQ    ■"  "MG"- 
On  en  déduit  Téffalité 


MQ  MR  • 

Si  maintenant  nous  supposons  que  le  point  D  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  A,  le  côté  AD  devient  la  tangente  en  A 
et  comme,  dans  le  raisonnement,  nous  ne  nous  sommes  pas 
occupés  de  la  longueur  des  côtés,  nous  arrivons  au  Ihéorèrac 
proposé. 

Si  nous  supposons  successivement  que  ce  soit  l'un  des 
côtés  autre  que  AG  qui  se  réduise  à  la  tangente,  nous  aurons, 
en  appelant  MP,  MT,  MU  les  perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes menées  à  la  circonférence  par  les  trois  sommets  du 
triangle  inscrit  :       MP.  MQ  ==  MR.  MS 

MT.  MR  ==  MQ.  MS 
MU.  MS  =  MR.  MQ. 

En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient,  après  réduc- 
tion MP.  MT.  MU.  =  MR.  MQ.  MS. 

Donc,  si  Ton  considère  un  triangle  inscrit  à  une  circonfé- 
rence et  le  triangle  circonscrit  tel  que  les  points  de  contact 
de  ce  dernier  triangle  soient  aux  sommets  du  premier,  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  cir- 
conférence  sur  les  côtés   du    triangle  inscrit  est  égal  aux 


(*]  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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produit  des  perpendiculaires  abaissées   du  même  point  sur 
les  côtés  du  triangle  circonscrit. 


Soient  AB  wi  arc  de  cercle,  M  son  milieu,  C  etJ)  deux  points 
quelconques  de  la  circonférence;  démontrer  que,  si  Von  a 

sin  G  A.    sin  DA 

sin  CB  .sin  DB  ' 

on  aura  tg^  AM  =  tg  MG  .  MD  (*). 

Il  est  d'abord  évident  que,  des  deux  points  C  et  D,  Tun  est 
sur  Tare  AMB,  Tautre  sur  l'autre  partie  de  la  circonférence; 
sans  quoi,,  si  les  deux  points  C  et  D  étaient  entre  A  et  B,  la 
somme  des  arcs  CA  et  GB  étant  égale  à  DA  +  ^^  ®^  ^^^  ^^^^' 
ayant  le  même  rapport,  les  points  G  et  D  seraient  confondus. 

Gela  posé,  on  a      AB  =  GA  -j-  GB, 
avec  AB  =  DA  —  DB,  par  exemple. 

Puis,  de  régalilé  proposée,  on  tire,  par  une  propriété  des 
proportions, 

sin  GA  —  sin  CB 


sin  CA  +  sin  CB 
CA  —  CB 


[cr 


ou  bien 


2 


,       CA  4-  CB 

tg  ■ 


2 

Or  on  a  GA  —  GB  ==  2MC; 

GA  +  GB  =  DA  —  DB  =  2AM; 

DA  +  DB  =  2DM. 

On  a  donc  bien,  en  remplaçant, 

1g  MG    _    tg  MA 
tg  MA    ~    tg  MD 


sin 

DA 

— 

sin 

DB 

sin 

to-    . 

DA 
DA 

+ 

sin 
DB 

DB 

*'o 

2 

ig- 

DA 

+ 

DB 

■ 

Etant  donné  l'angle  x  par  la  relation 

a  — b 


sin  X  = 


a+b  ' 
déterminer  tg  (45 ^Y 


C)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
•"1 
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Delà  relation  donnée,  on  tire  facilement 

I  —  sin  X  b 


ou  bien 


«e  (4S  +  -f  ) 


a 


oc  ce 

Mais  les  angles  45 et  45  +  "- — '  sont  complément 


2 


taires  ;  on  a  donc  tg«  [45 —A  =  , 

qui  est  la  relation  cherchée. 

Des  droites  de  l'espace  qvi  coupent  deux  autres  droites  données 
en  parties  proportionnelles  sont-elles  parallèles  àunmêmeplan{^)  ? 

Soient  les  deux  droiles  AB  et  CD,  partagées  en  parties 
proportionnelles  aux  points  EF  pour  Tune,  IIK  pour  l'autre; 
je  mène  AM  égal  et  parallèle  à  CD,  et  je  prends  les  points 
I.  L  tels  que  AI  =  CH,  IL  =:  HK;  alors  IH  est  parallèle 
à  AG;  il  en  est  de  môme  pour  les  lignes  LKetMD.De  môme, 
je  mrMie  CQ  égal  et  parallèle  à  AB,  et  je  prends  AE  =  GN, 
EF  =  NP.  Donc  EN,  FP  et  BQ  sont  parallèles  à  AC.  On 
verrait  de  môme  que  les  lignes  El,  FL,  BM  sont  parallèles 
entre  elles;  donc  le  plan  lEH  est  parallèle  au  plan  LFK 
et  au  plan  MBD.  Il  en  résulte  que  toutes  les  droites  qui 
partagent  AB  et  CD  en  parties  proportionnellos  sont  paral- 
lèles au  plan  qui  est  parallèle  à  BD  et  AG. 


QUESTION  186 

Nolutlon  par  M.  du  Motel,  élève  nu  Lycée  Sf\int-Louis. 


On  considèreun  losange  A^  Aj  A.,  ^^.  SoitG^  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  A^Aj  A3.  On  a  ainsi  quatre  points  C^ïG,, 
C,  C4.   On  prend  les  milieux  des  longueurs  AjCi,  Aj  G,,  A3  Gj, 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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A4  G*.  Démontrer  que  la  figure  formée  par  ces  quatre  poinis  es^ 
un  losange  homothétique  à  celui  des  points  Ci,  C,,  0$,  C4. 

(De  Longchamps) . 

Soient  M^,   M„  les  milieux  de  A^  Cj,  A,  C,.   li  suffit  de 

OM,  OC, 


démonlrer  que 
Or 


OMi 


OC, 


OC.  +  OA,  ^^A^ 

2  2 

De  plus  I  étant  le  milieu  de 
C„  IMt  =  OC,.  Donc  OM, 


A 


Dès  lors 


OM,         A,  C, 


Aj_Cj_ 


OM,         A,  G, 
Soit  D  le  milieu  de  A,  A,. 
Les  triangles  semblables  A,  C^  D, 
Al  D  G„  donnent 
A,D         A,  D 


DC, 


DG, 


mais  dans  les  triangles  semblables  A,  D  G,,  G,  0G«  on  a 

Aj  D  OG, 


D  G,   ' 

donc  * 

Al  G, 

et  le  théorème  est  démontré. 


OG, 
OG. 

OG. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  U.  Bourget,  à  Aix;  Lagier,  à 
Autun. 


QUESTION  266 

Solution  par  M.  H.  Bourget,  élève  au  Collège  d'Aix. 


On  donne  un  point  P  dans  Vintérieur  d*un  triangle.  Par  ce 
point, on  mène  des  parallèles  aux  côtés;  la  parallèle  AG  rencontre 
les  côtés  aux  points  i  et  4;  la  parallèle  BC  aux  points  2  e/  5 , 
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enfin  la  parallèle  AB  renœntre  les  côtés  aux  points  3  et  6;  en 
joignant  les  points  i,  3,  5.  on  forme  un  triangle;  de  même  pour 
les  points  2,  4,  6.  On  demande  :  1**  de  démx)ntrer  que  ces  deux 
triangles  sont  équivalents  ;  2®  de  déterminer  le  point  P  de  façon 
que  le  triangle  i,  3,  5  soit  maximum, 

\^  Tirons  les  lignes  2,  3  ;  i,  6  ;  4,  5  ;  le  triangle  2  3  P  est 
équivalent  au  triangle  i  3  P  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur;  de  même  i  6P  et  45P  sont  respectivement  équiva- 
lents à  I  5  P  et  à  3  5  P,  Ainsi  le  triangle  i  3  5  est  équivalent  à 


la  somme  des  triangles  2  3  P,  i  6  P,  4  5  P.  On  prouvera  de  même 
que  le  triangle  246  est  équivalent  à  la  môme  somme;  donc, 
les  deux  triangles  246,  i  3  5  sont  équivalents  entre  eux. 
2**  Il  s'agit  de  trouver  le  maximum  de  la  somme  des 
triangles  2  3  P,  i  6  P,  4  5  P.  Or,  ces  triangles  étant  chacun  la 
moitié  d'un  parallélogramme,  la  question  revient  à  trouver 
le  maximum  de  la  somme  des  trois  parallélogrammes  B  2P3, 
A  6  P I ,  C4  P  5 .  On  voit  que  cette  somme  sera  maxima  lorsque 
la  somme  des  surfaces  3  4  P,  5  6  P,  i  2  P  sera  minima.  Soient 
a,  p,  Y  C6S  surfaces  semblables  entre  elles  et  semblables  au 
grand  triangle.  Si  l'on  désigne  par  23  la  somme  de  a,  p  et  y, 
et  si  l'on  pose  34  =  u,  B3  =  v,  4C  =  m;,  on  aura 
g    _  ^_  JL—  ^  ^ 

a  étant  la  ligne  BC. 
De  là  on  lire 


w 


V 


w*  +  v'  +  10^ 
S(m*  +  t;*  +  w^) 


a' 


W 


a' 


étant  une  constante,  ^  sera  minimum  quand  la  somme 


w 


-f-  V*  -f-  to'  sera  minima. 
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Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Trouver  sur  une  droite  a  deux  points  tels  que  la  somme  des  carrés 
des  segments  x,  y,  z,  déterminés  par  cev  points,  soit  minima. 

Dans  la  solution  de  ce  problème  nous  distinguerons  trois 
cas  : 

Ou  les  segments  sont  égaux, 

Ou  il  y  en  a  deux  plus  petits  et  un  qui  sera  forcément 
plus  grand, 

Ou  deux  plus  grands  et  un  plus  petit. 

Premier  cas.  —  Soit  x  =  y  =  a  =  —. 


En  élevant  au  carré  x,  y  ei  z  et  faisant  la  somme 


Deuxième  cas.  —  Soit  x  =  —--  —  e  ;  i/  =  -:^ 5  :    alors 

«  =  TT-    +  s    +   8, 

et,  de  môme  que  dans  le  cas  précédenl.  il  vient 

^^  +  y^+  ^^  =  —  +  2e*  +  28*  +  268; 

d'où  nous  concluons  que  do  ces  deux  cas  le  premier  est  le 
minimum. 

Troisième  cas.  —  Soit  x  =  -- — f-  e;  t/  =  -r-   +  8;    dès 

3  3 

lors  %  = €  —  8.  Ce  cas  est  identique  au  précédent, 

3 

si  nous  changeons  les  signes  de  e  et  de  8.  Et  comme  dans 
le  cas  précédent,  ces  quantités  n'entrent  que  comme  fac- 
teurs ou  comme  carrés;  on  trouvera  donc  la  môme  valeur 
pour  l'expression  considérée. 

Donc  dans  tous  les  cas  le  minimum  de  la  somme  ce*  +  !/'  +  ^* 

fl*  a 

sera  égal  à  -j-  et  x,  y,  z  égaleront  chacun  -— .    C'est-à-dire 

qu'il  faut  par  le  tiers  de  a  mener  une  parallèle  à  un  côté 
du  triangle  ABC,  faire  de  même  par  les  deux  tiers,  et  l'in- 
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terseclion  de  ces  droites  sera  le  point  P,  qui  donnera  le  ma- 
ximum de  Taire  du  triangle  i  3  5.  Ce  point  P  sera  le  point 
de  rencontre  des  médianes  du  triangle  ABC. 


QUESTION  28i 

^tolotioB  par  M.  Jolt,  élève  aa  Lycée  de  Tarbes. 


Résoudre  le  système 

+ 


ax  —  by  —  1      '      by  —  ax  —  i  ax  -f-  l^y  "^  ï 

bx  +  ay  =  m. 

Chassant  les  dénominateurs  de  la  première  équation,  il 
vient,  après  réductions 

a^x^  —  zax  -f-  I  =  2by  (i  -\-  ax  —  6'j/')î 

171  ■^~*  bx 

remplaçons  ï/ par  sa  valeur ^,  on  a,  après   simpli^ 

'i 

fi  cation, 

jc'(fl*+  6*)  —  2x\a^  +  2a"6m  —  2a6*  +  2m6'^]  -|-  («  — bmY=  o, 

et  si  l'on  pose  Sb^a»  +  6*)«  =  A, 

2a«6'  +  406*  —  2a^b  —  2a*6  — .  2a*6'  —  6»  =  B 

3a«6«{a»  —  6«)  —  G, 
la  valeur  de  x  devient 

___    a'  +  2a^b  —  206»  +  2mb^  ±  Am*— 2Bm  — G 
*^  ""  (a*  +  6»)*  * 

Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  on  doit  avoir 

Am*  —  2Bm  —  G  >  o 
ou  A{m  —  m) {m  —  m")  >  o, 

ce  qui  exige  que      m>^m';    m  j<  w". 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura  pour  chaque  in- 
connue des  valeurs  bien  déterminées. 

m  =  m  est  un  minimum 
m  =  m"  est  un  maximum. 
On  déduira  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  x  et 
dey. 
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QUESTION-  284 

tiolution  par  M.  L.  MalcoR)  élève  aa  Lycée  du  Havre. 


X*  -4-  y*  121 

Résoudre  le  système  — 


x»  +  y»  i3 

On  a,  en  divisant  haut  et  bas  par  x  -}-  y  : 

a?»  +  y'  _  (a;*  +  y')^  —  og'y'  —  xy  (x«  +  y')  ^ 

^'  +  y'  "~  («?  +  !/)'  —  3  aîj/ 

or  a?  +  j/  =  2  ;  donc  ac*  +  j/*  =  4  —  2  a?y. 

remplaçant  et  simplifiant  et  il  vient 

65  a?'t/*  +  io3  xy  —  276  =  —  o  ; 

d'oïl  {\)xyr^-^eixy=3{i); 

(1)  donne  pour  x  etj/  des  valeurs  imaginaires  Si  Ton  prend 
xy  =  —  3,  les  valeurs  à'x  et  d'y  sont  données  par  Téquation 

X«  —  2X  —  3  =  o  ; 
d'oîi  a?  =  3,  y  =  —  i 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Fleury,  au  Havre  ;  Flevct,  Boudi- 
gnier,  à  Lille;  Leclair,  Masserond,  à  Passy  ;  Bourget.  à  Aix  ;  Gobert,  au  collège 
Chnptal,  à  Paris;  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;Hellot.  Tinel.à  Rouen;  Baudoin, 
à  Beauvais  ;  Barchat,  à  Vilry-le-Fr«)nfois  ;  de  LagenanUère,à  Besançon  ;  Henr>, 
à  Brechaincourt  (Vosges)  ;  Calon,  lycéa  Louis-le-drand  ;  Simonet,  à  Xeulchà- 
teau  ;  Gino Loria,  à  Mantoue  ;  Joly,  àTarbes;  Perrier,  ù  Lons-le-Saulnier. 


SUR 

UNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION 

Par  M.  Catalan. 


Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  récemment  (*)  un  inté- 
ressant articledeM.  Candèze,  élève  de  rÉcolepolytecbnique; 
mais  la  limite  indiquée  est  moins  avantageuse  qu'une  autre 
limite  attribuée  à  Lagrange  (**). 

(•)  Nouvelles  Annales^  février  1881. 

[**)  Nouvelles  Annales  (t.  !•',  1842,  p.  58).  —  Cours  d'anrilysede  l'université 
de  Liège. 
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En  effet, 
Acd^  ...  —  Nx*»  -  "  —  Pa?'»  -  P  ...  —  Qx^n  -  7  =  o  (1) 
étant  la  préposée,  posons  x  =  Kt/,  et  disposons  du  nombre 
K  de  manière  que  dans  la  transformée 

AK«yw. . .  _  NK'»  -  «y"»  -  "  ...  —  PK"*  -/'  y"»  -p  =  o 
le  coefiScient  du  premier  terme  surpasse  tous  les  coefficients 
négatifs  (ceux-ci  étant,  bien  entendu,  pris  en  valeurs  abso- 
lues). Alors,  d'après  un  lemne  préliminaire,  2  sera  une  limite 
supérieure  des  racines  de  la  transformée. 

Or,  la  condition  énoncée  donne 

K>ff.K>F|K,>F!,... 
par  conséquent,  la  plus  grande  des  quantités, 

.il  .vl  .]fi 

sera  limite  supérieure. 
2^  Supposons  pour  fixer  les  idées 

p, —        Qr —       **/■ — 

»   A  "    '    A  "    '  A    •  •  • 
Il  est  clair  qive  l'on  a 

Donc  la  limite  trouvée  par  M.  Gandèze   est  moins  avanta- 
geuse que  Tautre. 


NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  STURM 


Lorsqu'on  applique  le  théorème  de  Sturm  à  la  recherche 
des  conditions  de  réalité  des  racines  d'une  équation  de 
degré  m,  on  est  conduit  à  poser  m  —  i  inégalités  consti- 
tuant m  —  I  conditions.  Ces  conditions  sont-elles  distinctes 
les  unes  des  autres  ?  peuvent-elles  en  général  se  ramener 
à  un  nombre  de  conditions  moindre  ? 


—  as- 
soient V,  Vi,  V„...  Vm  les  polynômes  composant  la 
suite  de  Slurm  pour  Téquation  V  =  o  de  degré  m  ;  pour 
que  les  racines  soient  toutes  réelles,  on  sait  que  les  coeffi- 
cients I,  pi,  Pj,  ...  pm  des  premiers  termes  de  V,  Y^,  Yj, 
. . .  \m  doivent  être  tous  positifs.  On  peut  ajouter  qu'il  y 
aura  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  que  de 
variations  dans  la  suite  i,  p^,  p,«  , .  .pm  (dont  les  deux 
premiers  termes  sont  essentiellement  positifs).  Le  nombre 
maximum  de  variations  possibles  est  évidemment  m  —  i  ; 
mais  il  ne  peut  être  atteint  lorsque  m  surpasse  2,  car  ou 
aurait  2m  —  2  racines  imaginaires,  nombre  plus  grand 
que  le  degré  de  Téquation.  Si  Ton  forme  le  tableau  de 
toutes  les  alternances  de  signes  que  peuvent  présenter  les 
m  —  1  quantités  Pj,  p,,  ...  p,»,  il  est  assez  facile  de 
reconnaître  que  le  nombre  des  combinaisons  possibles  est 
2*»  -  ^  ;  mais  il  faudra  rejeter  toutes  celles  qui  donnent  un 

nombre  de  variations  supérieur  à  —  dans  la  suite  complète, 

si  m  est  pair,  supérieur  à  ,  si  m  est  impair. 

On  ne  peut  donc  pas  disposer  tout  à  fait  arbitrairement 
des  signes  de  p,,  p,,  ...  pm;  ces  fonctions  des  coefficients 
de  réqualion  ne  sont  pas  indépendantes  les  uues  des  autres. 
Toutefois  il  n'est  pas  exact  de  dire  que  les  conditions  de 
réalité  des  racines  fournies  par  le  théorème  de  Sturm 
rentrent  nécessairement  et  dans  tous  les  cas  les  unes  dans 
les  autres. 

Ce  qui  est  seulement  vrai,  c'est  qu'on  n'a  pas  le  droit  de 
changer  arbitrairement  le  sens  des  inégalités  qui  expriment 
ces  conditions,  car  ou  pourrait  être  conduit  à  des  absur- 
dités. Nous  allons  éclairer  ces  considérations  par  des 
exemples. 

1®  Éqtmtion  du  troisième  degré,  —  On  a 

Y    =  x"^  -f"  ^P^*  H~  ^9^  "h  '' 
Y^  =  ic*  +  -ipx  +  q 

V.  =  2x(p«  —  9)  +  p^  —  '•...(/?*  —  <?=  Pi) 

Va  =  ft  =  in  —  r)Up'  —  bpq  +  r)  —  4g  (p«  —  qf 

Toutes  les  combinaisons  de  signes  des  pi   sont  données 


'sr^ 
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parle  tableau: 

<+  +  +  +)(+  +  +  -)(++ )  (4-  +  -4-)- 

La  dernière  ne  peut  avoir  lieu^  car  on  aurail  deux  couples 
de  racines  imaginaires.  Donc,  si  p,  est  positif,  p,  le  sera 
aussi  ;  ainsi,  pour  l'équation  du  3*^  degré,  les  conditions  de 
réalité  des  racines,  p,  >  o,  p,  >  o  se  réduisent  à  une  seule  : 

Pi  >  o. 
C'est  ce  qu'il  est  facile  de^  vérifier  directement. 
La  condition  Pa  >  o  peut  s'écrire 

(p?  —  n[4p{p^  —  9)  —  (pq  —  '•)]  —  49(P'  —  g)'  >  o 

ou  49(p*  —  g)^  —  4p(pi  ^  q)(pq  —  r)  +  (pq  —  r)'  <  o. 

Si  q  est  négatif,  la  condition  p,  >  o  ou  p*  —  q  >  o  est 
satisfaite  d'elle-même.  Si  q  est  positif,  l'inégalité  ci-dessus 
peut  s'écrire 

(p.  _  ç).  _  ^  (p«  _  j)(pç  _  r)  +    ^'"'  ~  ''^'    <  o 

et  l'on  doit  avoir  nécessairement  i ^—  <ooup* — ûf>o. 

q 

2®   Équation  du  quatrième  der/ré.    —  Nous    considércrous 
l'équation  simplifiée  x*  +  bpx^  -f-  4,qx  -f-  r  =  o.  On  a 
V^  =:  x-*^  +  3px  +  q 

V^  =  —  3pa;»  —  3qx  —  r  . . .  (p^  =  — •  p) 
V,  =  xipr  —  39»  -  9p»)  —  q(3p^  +  r)  . . .  (p,  =  pr  —  3^»  —  9P^0 
V,  =  p,  =  r(pr  -  3q*  —  <^p'Y  '+  3p9»  (3p^  +  /f 

+  39^(3p*  +  V)  {pr  —  3f  -  9P«). 
Les  conditions  de  réalité  sont  —  p  >  o,  pj  >  o,  p^  >  o. 
Toutes  les  combinaisons  de  signes  des  p,  sont 

(+++++)  (++++-)  f+++-+)  (+++ — ) 
(++-++)  (++ — +)  (++ )  (++-+-) 

On  ne  peut  plus  dire  ici  que  les  trois  conditions  de  réalité 
rentrent  les  unes  dans  les  autres.  Mais  il  y  a  une  combi- 
naison de  signes  qui  ne  peut  se  présenter,  c'est  la  dernière: 
car  elle  donnerait  trois  couples  de  racines  imaginaires. 

Il  est  très  facile  de  voir  directement  qu'on  ne  peut  avoir 


m 


—  224  — 

en  môme  temps  p^  <  o,  Ps  >  o,  pt  <  o  ou  bien  p  >  o. 
pr  —  39*  —  9p'  >  o,  p,  <  o. 

Si  les  deux  premibres  inégalités  ont  lieu,  r  est  nécessai- 
rement positif;  alors  les  trois  produits  dont  la  somme 
constitue  p^  sont  séparément  positifs  et  on  ne  peut  avoir 
P*  <  o. 

3®  Équation  du  cinquième  degré,  —  La  formation  de  la 
suite  de  Sturm  conduisant  à  des  calculs  d'une  excessive  lon- 
gueur, nous  ferons  seulement  les  remarques  suivantes. 

Il  y  a  seize  combinaisons  de  signes  pour  les  quantités  p,, 
Ps»  P*  et  Ps-  Mais  parmi  ces  seize  combinaisons,  il  y  en  a 
cinq  qui  no  peuvent  se  présenter,  savoir 

(+-+-)  (-+ — )  (-++-)  ( — +-)  (-+-+)• 

Les  quatre  premières  donnent  trois  couples  de  racines 
imaginaires,  la  cinquième  donne  quatre  couples. 


SUR  L'EQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRE 

Par  M.  Koenlf  s,  élève  à  l'Ëcole  normale  supérieure. 


Rappelons  d'abord  ce  théorème  : 

Si  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  que  deux  valeurs 
a  et  p  à!x  donnent  pour  /"(a)  et  /(;^)  des  valeurs  de  signes  con- 
traires, il  y  a  sûrement  entre  a  et  p  une  racine  de  f{x)  =  o. 

En  substituant  —  oo ,   o  et  -|-  oo  dans  une  équation  de 

degré  impair,  par  exemple  dansa?' -j-px*-|-ça;-j-^  =  A^)  =  o» 
on  trouve  les  signes  — ,  +>  +  o^  — >  —  +  selon  que  r  est 

positif  ou  négatif:  il  y  a  dans  un  cas  une  racine  négative 

et  dans  Tautre  une  racine  positive.  Ce  qui  montre  dans  tous 

les  cas  que 

L'équation  x^  +  P*^*  -|-  çx  +  r  =  o  admet  toujours  une 

racine  réelle.  Appelons  a  cette  racine  et  posons 

U  {x)  =x^  +  {p  +  a)  x  +  {a^  +fa+  q). 

En  divisant  f{x)  par  {x  —  a)  on  trouve 

/  {X)  =  {x-a)  f,{x)  +  /-(a), 

et  comme  /'(o)  =  o, 

f(x)  =={x—  a)  f,(x). 


Od  démoutre  des  les  débuis  de  TÂlgëbre  que  tout  poly- 
nôme du  degré  n  qui  s'annule  pour  plus  de  n  valeurs  dis- 
tinctes données  à  x  est  identiquement  nul  :  ainsi  /(ce)  =  o 
n'a  pas  plus  de  trois  racines.  L'une  d'elles  est  a,  les  deux 
autres  sont  celles  qui  annulent  fi(x).  La  condition  de  réalité 
des  racines  de  f^{x)  =  o  s'exprime  en  posant 

çp(a;)  =  3x*  +  2px  -|-  4c  —  p*, 
par  l'inégalité  (p(a)  <  o. 

Si  les  racines  de  <p(a;)  =  o  sont  imaginaires,  c'est-à-dire 
si  p*  —  3q  <  o,  ^(x)  n'est  jamais  négatif  et  f(x)  =  o  n'a 
qu'une  racine  réelle. 

Si  les  racines  %eip  de  ^  ix)=zo  sont  réelles,  l'inégalité  (^(a) 
<  o  exprime  que  a^est  compris  entre  a  et  6.  En  résumé, 
posons 

—  p  —  2  /p*  —  3q  —  p  -j-  2  Y  P^  —  3(/ 

3  '  3 

^ï  /e*'  racines  de  l'éqiuition  f(x)  =  o  sont  toutes  réelles^  elles 
xont  comprises  entre  cl  et  f . 

Si  une  seule  racine  de  Véquatiou  f{x)  =  o  est  réelle^  ou  bien 
X  et  fj  soni  imaginaires  (p*  —  3q  <  o),  ou  bien  si  <x  et  ^  sont 
réelles^  V unique^ racine  de  f(x)  =  o  est  extérieure  à  ces  quantités. 

Supposons  toutes  les  racines  de  f{x)  =  o  réelles,  et  soient 
«  <  6  <  c  ces  racines.  On  obtient  en  substituant  —  00  et 
(a  —  s)  le  signe  —  ;  comme  a  <  a  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a  est  négatif,  car  s'il  était  positif  il  y  aurait  une 
racine  entre  -^00  et  a,  et  les  deux  autres  ne  sauraient  être 
réelles  :  pour  la  même  raison  f(p)  >  o. 

Ainsi  quand  les  racines  sont  réelles,  on  a  [{%)  <  o. 

Supposons  réciproquement  que  [{t.)  <  o  et  /*(p)  >  o;  il  y 
y  a  une  racine  réelle  de  f{x)  =  o  comprise  entre  a  et  p  et  par 
suite,  en  vertu  d'un  théorème  précédent,  en  appelant  a  cette 
racine,  9(0)  <  o. 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  autres  racines  6  et  c  sont 
féelles,  donc 

La  condition  nécessaire  et  su/fisante  pour  que  f(x)  =  o  ait 
^es  trois  racines  réelles,  c*est  que  f(a)  <  o  et  i{p)  >  o. 

En  effectuant  les  substitutions,  on  trouve 
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2p«  —  92)5  +  27  r  —  2  (p«  —  3f )  y  p^  —  3^  <  ©. 
2p»  —  9pg  +  27  r  +  2  (p«  —  3g)  f  >*  —"3g  >  <>• 

c*est-à-  dire 

—  2(p»  —  3g)  f^p*— 3g  <  2  p«  —  gpg  +  27  r  < 

?  (p«-3g)/p«-  3g 
Or  on  sait  qu'en  désigpant  par  A  upie  quantité  positive,  la 

condition 
X«  — -  A*  <C  o  comprend  les  suivantes  -^  A  <  X  <  A. 
L'inégalité  ci-dessus  se  traduit  dojiQ  de  la  sortq  : 
(2p»  —  9pg  +  27r)«  —  4(p«  —  39)»  <  q 
ou  bien 

—  (4g3  +  27  r*)  +  ï8  pgr  +  p*  g*  —  4p»r  >  o. 
Ce  qui  est  la  condition  bien  connue  pour  que  les  treis 
racines  soient  réelles. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL 


6n  sait  comment  on  déduit  ce  théorème  de  eette  preptiM 
plus  générale  des  coniques  :  Si  trois  coniques  Sj,  S»,  839  ^^ 
une  sécante  commune  A ,  les  cordes  A^  communes  à  S^  et  S,, 
A,  à  Si,  8,  ;  A,  a  81,  Sj,  concourent  au  même  point. 

Mais  il  est  intéressant  de  démontrer  directement  ce  ihéo« 
rème,  et  on  peut  le  faire  très  simplement  comme  nous  allons 

rindiquer. 

Représentons  par  Pi  =  o  P,  =  o Pj  =  o  les  équations 

des  six  côtés    de  Thexagone,  et  par  a  =  p  réquattou  d'une 
diagonale  de  cet  hexagone*  La  conique  proposée  étant  «ir- 

conscrite  au  quadrilatère 

Pi  =  o,  P'  =  o,  P,  =  o,  a  =  G 

a  pour  équation  P,  a  =  Pj  Pj.  (1) 

Si  on  considère  cette  même  conique  comme  oircoiiseFit» 

au  quadrilatère 

P,  e=  o,    P,  =  o^  Pe  s=  o,    »  s=  a 

son  équation  sera  P4  P«  =  P|  a.  (») 
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Si  avfic  (1)  et  (i),  on  forme  la  combinaison 

P.  P,  P.  =  P,  P3  P„  (3) 

celte  équation  représente  une  courbe  du  troisième  degré, 
et  les  coordonnées  x  y'  d'un  point  quelconque  de  la  conique 
considérée  satisfaisant  à  (1)  et  à  (^)  vérilieront  aussi  la 
combinaison  (8),  Or,  cette  équation  {S)  du  troisième  degré,  étant 
satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  conique ^ 
représente  donc  une  conique  et  une  droite  :  tous  les  points  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  Téquation  (3)  et  qui  ne  seront 
pas  sur  la  conique,  seront  donc  en  ligne  droite.  Tels  sont  les 
points  Pi  ==0  P4  =0;  P,  =  o,  P6=  o;  enfin  P,  =  o,  Pj  — o; 
c'est  précisément  le  théorème  de  Pascal. 


QUESTIONS    D'EXAMEN 


Parmi  les  questions  qui  re¥iennent  le  plus  fréquemment 
dans  les  examens,  il  en  est  une  catégorie  qui  mérite  de 
fixer  spécialement  Tattention,  en  raison  de  la  diversité  des 
méthodes  auxquelles  elle  donne  lieu  :  c'est  la  formation  de 
réqualion  générale  d'une  conique  satisfaisant  à  un  certain 
nombre  de  conditions  données,  et  lorsque   ces   conditions 
sont  au  nombre  de  quatre  pour  les  coniques  à  centre,  ou  de 
trois  pour  la  parabole  et  l'hyperbole  équilatère,  la  recherche 
du  lieu  décrit  par  un  élément  remarquable  de  la  conique 
dont  il  s'agit.  Lorsque  ces  questions  n'ont  pas  été  préparées 
à  l'ayance,  et  que  Ton  prend  comme  données  des  conditions 
quelconques,  elles  sont  généralement  difficiles   à  résoudre 
directement,   et   nous  donnerons  quelques   exemples    des 
procédés  analytiques  plus  ou  moins  indirects  h  l'aide  des- 
quels on  peut  tourner  les  difficultés   qu'elles  présentent. 
Quant  aux  solutions  géométriques,  sans  les  proscrire  d'une 
façon  absolue,  nous  ne   les  présenterons  le  plus   souvent 
que  comme  moyens  de  vérification,  parce  que   c'est  à  la 
dolution  analytique  que  l'examinateur  s'attache  de  préférence 
et  que  ))ien  souvent  même,  en  posant  la  question,  c'est  cette 
solution  seulement  qu'il  a  en  vue. 
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Voici  d'abord  un  premier  exemple,  dans  lequel  on  arrive 
assez  facilement  au  lieu  demandé  en  en  cherchant  préala- 
blement un  autre. 

On  considère  toutes  les  paraboles  pour  chacwie  desquelles  Vajce 
rencontre  la  directrice  en  un  même  point  A  donné,  et  qui  ont  en 
outre  une  tangente  commune;  on  demande  le  lieu  décrit  par  leur 
sommet. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  commune,  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  tangente  du 
point  donné  â,  lequel  est  le  pied  de  chaque  directrice  sur 
Taxe  correspondant.  Soit  h  Tordonnée  de  ce  point. 

L'équation  focale  des  courbes  du  deuxième  degré  étant 
{x  —  a)*  +  (y  —  p)*  =  (mx  +  ny  -{•  /)«,  pour  que  ces 
courbes  soient  des  paraboles,  il  faut  que  leur  excentricité 
soit  égale  à  l'unité,  ce  qui  donne 

w*  +  n*  =  I .  (1) 

Écrivons  d'abord  que  l'axe  des  x  est  tangent  à  la  courbe, 
en  exprimant  que  l'équation  aux  x  des  points  d'intersection 
de  la  courbé  avec  Ox  a  ses  racines  égales;  on  aura,  pour 
y  =  Oy  (a?  —  y.y  +  (5*  =  {mx  -f  /)* 

c'est-à-dire 

X*  (i  —  w»)  —  2a;  (a  +  mt)  +  a*  +  p*  —  t«  =  o. 

La  condition  de  tangence  à  l'axe  des  x  est  donc 
(a  +  mty  =  (1  —  w»)  (a»  +  p*  —  t*) 
c'est-à-dire       2oLmt  =  p'  —  /*  —  mV  —  m*p*, 

ou  bien      (ma  +  /)*  =  3*  (i  —  ^*)-  (*) 

L'axe  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  {%.  ^)  sur  la 
directrice  {mx  +  nj/  -f"  '  =  o)  î 
son  équation  est  donc 

My  —  W  —  w(^  —  a)  ==  o.  (3) 

Il  faut  écrire  que  l'axe  et  la  directrice  passent  par  le  point 
(œ  =  o,  y=h)  ; 

on  a  ainsi  :  m(h  —  p)  +  na  =  o  (4) 

et  nh  -{- 1  =  o.  (3) 

Pour  avoir  directement  le  lieu  des  sommets,  il  faudrait 
éliminer  m,  n,  ^,  a  et  p  entre  l'équation  de  la  courbe  et  les 
équations  (1),  (2),  (3),  (4)  et  (8).  Mais  ce  calcul  serait  labo- 
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rieux;  au  Heu  de  procéder  ainsi,  cherchons  le  lieu  des 
foyers,  pour  lequel  il  sufifit  d'éliminer  m,  n,  t  entre  (1),  (2), 
(3)  et  (4). 

L'équatiou  (2)  donne,  en  vertu  de  (1), 

(ma  +  ty  =  p«n«  ; 
prenons  ma  +  ^  =  P»;  l'équation  (S)  donnant  ^  =  —  nA,  on 
a     mx  =zn  (h  -\-f)  avec  l'équation  (4). 

De  ces  deux  dernières  on  tire  par  division 

A  —  B  a 

^  =  —    ^    ,       .  d'oU  A«  —  6>  +  a«  =  o.    (6) 

L'équation  du  lieu  des  foyers  est  donc  f*  —  a*  :=  A*,  qui 
représente  une  hyperbole  équilatëre  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  l'axe  transverse  étant  dirigé  suivant  Ot/,  et 
ayant  pour  demi-longueur  h,  c'est-à-dire  que  le  point  A 
donné  est  un  de  ses  sommets  réels. 

De  ce  lieu  on  peut  alors  déduire  très  facilement  celui  des 
sommets.  En  effet,  le  sommet  de  chaque  parabole  est  sur 
l'axe,  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  directrice  ;  ses  coor» 
données  X  et  Y  sont  donc  données  par  les  formules 

a  3  4-  /ï 

X  =  —  et  Y  =  LjUL, 

2  2 

Par  conséquent  a  =  2X  et  ^  =  2Y  —  A,  et  comme  a  et  p 
satisfont  à  la  relation  (6),  on  a  entre  X  at  Y  la  relation 

(2Y  —  A)«  —  4X«  '-=:  AS  ou  [  Y ^y  —  X^  =  —  , 

équation  d'une  autre  hyperbole  équilatèredont  le  centre  est  sur 
l'axe  des  y  au  milieu  de  la  distance  oA,  et  dont  les  axes  sont 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  l'axe  transverse  étant 

dirigé  suivant  Oj/,  et  ayant  —  pour  demi-longueur,  de  sorte 

que  les  sommets  réels  sont  en  0  et  A. 

Il  est  souvent  commode  d'opérer  comme  dans  l'exemple 
précédent,  et  tel  lieu  dont  la  recherche  directe  peut  être 
très  difficile,  s'obtiendra  aisément  par  l'intermédiaire  du 
lieu  d'un  autre  élément  auquel  l'élément  considéré  est  lié 
par  des  relations  simples. 

—  La  transformation  des  coordonnées  est  une  méthode 
générale,  toujours  applicable;  lorsqu'elle  ne  conduit  pas  à 
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des  calculs  trop  laborieux,  elle  e^t  souvent  la  plus  coilitnodê 
de  toutes.  En  voici  un  exeitiple  : 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  som- 
met réel  commun,  ainsi  qu*un  point  de  l'une  des  asymptotes.  On 
demande  V équation  générale  de  ces  hyperboles  et  le  lieu  de  leurs 
foyers. 

Soit  A  le  sommet  réel  donné,  et  B  le  point  cdmmuu  aux 
asymptotes.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  à  AB  au  point  A.  Une  des  hy- 
perboles considérées  û  pour  équation,  par  rapport  à  son 
centre  et  à  ses  axes,      x^  —  S*  =  ^*' 

Si  (p  est  l'ânglè  que  fait  la  droite  AB  avec  Taxe  transvet^e, 
les  formulés  à  employer  pour  rapporter  la  courbe  aux  axes 
Ax  et  At/,  sont 

j  =  a  -f-  ^'   cos  tp  —  y'  sin  cp, 

y  =  a?'  sin  cp  -f"  V'  ^^s  ff, 
et  réquation  do  l'hyperbole  dont  il  s'agit  est,  par  rapport 
aux  nouveaux  axes, 

(a  +  x  cos  9  —  y'  sin  ç>)*  —  {x  sin  9  +  y'  cos  9)*  =  a*. 

1.0  faisceau  des  asymptotes  a  pour  équation,  dans  le  nou- 
veau système  d'axes, 
(a  -f"  ^  cos  9  —  y'  sin  9)*  —  (x'  sin  9  +  y'  co^  9)*  =  0. 

Si  d  désigne  Tabscisse  du  point  B,  il  faut  exprimer  que 
l'équation  précédente  est  vérifiée  pour  y'  =  0,  x'  =  3,  ce 
qui  donne       {a  -\-  d  cos  9)*  —  d*  sin*  9=0. 

Si  l'on  veut  l'écjuation  générale  des  hyperboles  considérées 
on  fonction  d'un  seul  paramètre,  on  tire  de  cette  dernière 
relation  a  -\-  d  cos  9  =  +  rf  sin  9, 

d'où  a  =  d{zïz  sin  9  —  cos  9), 

ce  qui  conduit  à  l'équation  géuéfale 
(a;'  cos  9  —  y'  sin  9)'  +  2d(db  sin  9  —  cos  f){x'  cos  ^  —  y  sin  9) 

—  [x  sin  9  -j-  //  <?os  9)*  =  o 
ou,  en  posant  tg  9  =  )., 

{X  —  Xj/')«  +  2d(±:  X  —  ijix  —  Xt/')— (Xx-'  +  j/'j»  =è  ë. 
c'est-à-dire 
(i  —  X*)(,x'«  —  y'^)  —  4.Xx'y'  +  2d(x  —  }.y'){±.  )i—  t)  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  il  suffît  dô  rëltlër^aer  qelè 
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les  coordonnées  des  foyers,  dans  le  premier  système  d'axes, 

èdùt  A  =^  ±  à}^^i  p  =  6. 

Dans  le  système  (Ax,  Ay),  elles  seront  donc  données  par 
les  relations 

a  +  *'  cos  <p  —  p'  sin  <p  =  ±  ay  2 
et  a   siti  ç  +  ?'  coS  ç  =:  G. 

En  les  joignant  à  la  condition  a  +  d  cos  cp  =  Hh  d  sin  cp, 
on  obtient  trois  équations  enlre  lesquelles  on  éliminera  9 
et  a,  pour  avoir  Téqualion  en  a  et  p'  qui  représente  le  lieu. 

On  a  ainsi 

d(db  sin  f  —  008  (p)  +  of'  cos  cp  —  p'  sin  <p  =  ±  d  r2  (ih  sin  f 

—  cos  (p), 
équation  koinogènë  en  âin  9  et  cos  cp. 

f\         j»  -n             sîn  9                 cos  (p 
On  a  d  ailleurs    r^-  = r-^. 

f>  a 

L*équation  du  lieu  est  donc 

d{±  P'  +  a  )  —  a*  —  ^'*  =  ±  dyT(±  1^'  +  a') 
ou,  en  remplaçant  p'  et  x  para;  et  1/,  et  réduisant, 

d{œ  ±  î/)(i  ±  YT)  =  a?»  +  t/«. 
Cette  équdtiôn  représente  un  cercle,  dans  toutes  les  hypo- 
thèses que  Ton  peut  fëire  sur  les  signes  qu'elle  renferme. 
Il  j  ft  qiiatre  de  Ces  cercles.  Le  signe  à  choisir  dans  le 

fdctëùr  (i  +  yi')  dépëtid  de  celui  deâ  deux  fdyei-s  dont  on 
considère  le  Heu,  el  le  signe  à  choisir  dans  le  facteur  (x-^y) 
dépend  de  celle  des  asymptotes  sur  lactuelle  se  trouve  le 
point  fixe  B. 

Oil  ë  ici  Un  ëxëtaj)lè  vraiment  remarquable  de  la  facilité 
âvfec  lâqttellè  Itt  méthode  par  la  transformation  des  coor- 
dbntléës  bdhdult  à  l'équëtion  d'un  lietl  dont  la  recherche 
directe  ëxigëhttit  des  calculs  fort  pénibles.  On  obtiendrait 
toit  ausâi  aisément  le  lieu  dès  seconds  sommets  réels, 
cëlttf  déè  fceritrcS  et  ceux  dès  sottimeis  irtiaginaires,  c'esl- 
à-fllté  dei  soillmetsj  des  hyperboles  qui  sont  les  conjuguées 
âes  pr0|joSéeà  ;  noUs  engagediis  noâ  lecteurs  à  les  chercher, 
1  ihrt  d'eiëfbicè  utile. 


—  234  — 

■ 

ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  E.  ^.  Bo««el. 

[Suite,  voir  page  174.) 


Classe  (Tune  courbe.  —  L'équation  tangentielle  f  (UyV)  =  o 
d'une  courbe  établissant  entre  les  coordonnées  u  et  v  d'une 
droite  la  relation  qui  exprime  que  cette  droite  est  tangente 
à  la  courbe  considérée,  si  l'on  veut  déterminer  en  particulier 
celle  de  ces  tangentes  qui  passe  par  un  point  donné  (a,ji) 
du  plan,  il  faudra  résoudre  le  système  des  deux  équations 

/  (u,i;)  =  o 
(en  prenant  l'équation  de  la  droite  sous  la  forme  ux  -{-  vy 

La  première  étant  du  premier  degré,  le  système  admet  au- 
tant de  solutions  qu*il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation 
f  {u,v)  =  o.  Ce  degré  est  exprimé  par  celui  du  terme  qui 
contient  les  Variables  ti,  v  au  plus  baut  degré.  Il  y  a  donc 
autant  de  tangentes  passant  par  un  point  donné  du  plan  qu'il 
y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation  f  (t/,t;)  =  o. 
Ce  nombre  est  ce  que  l'on  appelle  la  classe  de  la  courbe. 

F  {x,y)  =  o  étant  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
de  la  môme  courbe,  le  degré  de  F  {x,y)  indique  le  nombre 
des  points  de  cette  courbe  situés  sur  une  même  droite;  on 
sait  que  ce  nombre  est  ce  qu'on  appelle  Vordre  de  la  courbe. 

Ces  deux  éléments,  ordre  et  classe,  ne  sont  pas  les  mêmes, 
sauf  dans  des  cas  particuliers  ;  on  sait,  en  effet,  que  l'on 
peut  généralement  mener  d'un  point  du  plan  m  (m —  i)  tan- 
gentes à  une  courbe  de  l'ordre  m  ;  donc  à  partir  du  troisième 
degré,  la  classe  de  la  courbe  est  supérieure  à  son  ordre. 

Les  courbes  du  deuxième  degré  sont,  au  contraire,  de  la 
deuxième  classe  ;  nous  avons,  en  effet,  trouvé  que  l'équation 
tangenlielle  des  coniques  est  du  deuxième  degré  en  u  et  v. 

Les  courbes  de  la  première  classe  ne  peuvent  être  que  des 


—  233  — 

points;  ety  en  effet,  nous  avons  yu  que  Téqualion  du  pr€«- 
mier  degré  Au  +  Bv  +  C  =  o  représente  un  point. 

La  classe  d'une  courbe  n'est  pas  toujours  nécessairement 
m  (m  —  i);  nous  verrons,  en  effet,  que  Texistence  de  points 
singuliers  dans  la  courbe  F  (x,  t/)  =  o  exerce  une  influence 
sur  la  classe  de  cette  courbe,  et  que^  dans  ce  cas,  cette 
classe  subit  un  abaissement. 

—  Le  premier  membre  de  V équation  tangenlielle  des  coniques  est 
la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique  ternaire  qui  constitue  le 
premier  membre  de  leur  équation  cartésienne  homogène.  —  Cette 
propriété,  très  importante,  résulte,  en  effet,  de  ce  que  nous 
avons  trouvé  pour  l'équation  tangenlielle  de  la  conique 
Aa:«  +  2  Bœy  +  Cj/*  +  2  Dxz  +  2  Eya  +  Fj5«  =  o  (1)  l'é- 
quation suivante  : 


A 

B 

D 

u 

B 

G 

E 

V 

D 

E 

F 

w 

u 

V 

w 

0 

=  o 


(2 


=  O 


dont  le  premier  membre  est,  au  signe  près,  la  forme  adjointe 
de  la  forme  (1). 

Le  calcul  que  l'on  a  fait  pour  l'obtenir  n'est  autre,  en  effet, 
que  le  calcul  qui  sert  à  la  formation  de  la  forme  adjointe, 
les  variables  nouvelles  étant  proportionnelles  à  u,  v,  w. 

On  a  donc  immédiatement,  en  vertu  de  cette  remarque,  le 
développement  de  l'équation  (2)  qui  est 
u«  (E«  —  CF)  +  t;*  (D«  —  AF)  +  to»  (B«  —  AG) 

+  2  VM?  (AE  —  BD)  -f  2  wu  (CD  —  BE) 

+  2  uv  (BF  —  DE) 

En  changeant  tous  les  signes,  on  a  la  forme  adjointe  elle- 
même  égalée  à  zéro. 

Il  résulte  de  cette  propriété  que  l'équation  tangentielle  des 
coniques  jouit  par  conséquent  de  toutes  les  propriétés  de  la 
forme  adjointe. 

1*  D'abord,  la  forme  adjointe  ayant  pour  expression  géné- 
rale (^) 

^'(o.,)  Xj»  +  A'i^,  X,»  + f  à\aik)  X,Xa  + 


'*]  Ce  Uiéorëine  et  les  suivants  ont  ^lé  démontrés  dan^i  notre  travail  de  \'i\ï\ 
^iernier  sur  les  formes  quadratiques. 


—  234  — 

oh  A  Sfisigliè  le  discHtnlùdtit  de  lé  fbrmë  proposée»  et  les 
lettres  a  âes  diteré  éléfnenls,  les  coëfâcièntâ  de  lé  forme  qui 
conâtUtie  le  iibetnlëb  membre  de  Tâquâltion  tangenlielle  des 
eddiquèâ  doivent  être  les  dérivéeâ  du  discrîminant  de  la 
fdfitié  {{)  pit  rapport  S  ses  divers  éléments,  c'est-i-dire  les 
Initiëurs  relatifi^  à  ces  mômes  élémeills  pris  avefe  les  signes 
dont  ils  sont  affectés  dans  le  dévëlapiilëmeiit  dti  discrimi- 
nant. 

3^  En  second  lieui  oo  âail  que,  lorsque  FiiiYariant  (qui 
n'est  autre  que  le  discriminant)  d'une  fot-më  quadratique  est 
nul^  sa  forme  adjoinlo  est  lin  carré  parfait.  Donc  ai  A  =s  o, 
le  premier  membre  de  (â)  est  un  carré  parfait.  Or  écrire  que 
A  =  o^  c'est  écrire  que  la  forme  (1)  dst  un  |)roduit  de  deux 
facteurs  linéaires;  donc  l'équation  (1)  représente  dans  ee 
cas  deux  lignes  droites;  les  coordonnées  de  leur  point  d'in- 
tersection [point double  de  la  courbé  (1)],  senties  coefficients 
X  y'  z  de  u,  t;,  w  dans  la  forme  (2)  mise  sous  la  forme 
(xu-j-  y  v-f-jï'  tu)*.  L'équation  (2)  exprime,  en  effet,  que  la 
droite  ux  -{-  vy  -f-  t^js  =  o  est  tangente  à  la  courbe  (1); 
celle-ci  étant  formée  de  deux  droites,  il  ne  peut  y  avoir 
d'autres  tangentes  que  deâ  droites  passant  pbr  le  poitit  double* 
puisque  ces  droites  soiit  les  seules  qui  rencontrent  la  courbe 
en  deux  pointa  isonfdndUs  ;  elles  passent  donc  toutes  par  ce 
point  double,  et  comme  l'équation  «a?  -f*  ^ï  "t"  *^*  ^^  ®  ^^^ 
prime  précisétùent  que  les  droites  qu'elle  représente  ren- 
ferment le  jioint  {dc;  y^  a),  ce  point  est  le  point  d'intersection 
des  deux  droites.  Bû  faiâëiltle  calcul,  on  trouve  bien,  comme 
il  fallait  s'y  attendre,  les  coordonnées  du  centre  delà  conique 
générale  représentée  par  (i).  Si  Ton  représente  par  au*  -f- 
2buv  -\-  cv*  +  2duw  +  2Ctn<^  -f  /*^*  ^^  forme  (4),  et  qUe  Ton 
preUne  ses  demi-dérivées  par  rapport  aux  variables  w,  t),  t*' 

I  /2  fu  =  au  -{-  bv  -\-  dic 

1/2  f  f,  =  bu  +  cv  -|-  eiv 

I  /  2  f'io  =  du  -j-  ew-^-fw 
on   reconnaît  que  quand  A  =  o  touà  les  mineurs   de  son 
discriminant  sont  nuls;  car  chacun  d'eux  contient  A  en  fac- 
teur. Les  dérivées  partielles  de  la  forme  sont  donc  propor- 
tionnelles  (ou,  en  d'autres    termes,  multiplëê   d'ail    îuêiilè 


poljnàiné  linéaire);  c'est  ta  cdhdiiloil  éotititté  {Jour  que  la 
forme  soit  un  cûvhê  pàrfall. 

8^  L'învariïitit  delà  fdriiie  adjointe  d utle fdfmë  quadWll^ae 
est  le  réciproque  de  rinTariaut  de  cette  forme,  ear  il  a  po^u* 
élëmeots  les  mineurs  de  ce  dernier. 

Dans  le  cas  actuel,  il  est 

b 


a 
b 
d 


c 
e 


e 

f 


Or,  on  sait  cjue  n  étant  lenohibre  des  variables  d'une  forme, 
le  réciproque  de  A  est  égal  à  A"  -  ^  On  aura  donc  dans  le 
cas  actuel 


a 

b    d 

A 

B 

D 

b 

c    e 

=* 

B 

C 

B 

d 

e    f 

D 

È 

F 

D'ailleurs,  il  est   facile  d'ctëblir  lliimédiatement  ce  fait 
pour  la  forme  qui  nous  occupe. 

Bn  multipliant  les  deux  détermiiianls  ci-desâus  l'un  par 
l'autre,  on  a  pour  produit 
aA  4-  dB  -f  c/b  6A  +  cB  +  èD  rfA  +  é^B  -f  fD 
aB  -f  6C  +  c/E  fcB  4-  cC  +  feE  rfB  +  eC  -f  fE 
aD  +  6E  +  dF  bl)  +  eE  -f  ^F  rfD  +  eE  +  fF 
Mais  à  cause  de  la  sii^rnificaliou  de  lU  6,  c,  d,  e;  f,  on  a 
aA-|-6B+dD=A,  6A  +  cB+rD=:o,  ciA+eB-f/'D=:o, 
ffB4-60  +  rfE  =  o,  6B  +  cC:  +  cE  =  A,  dB  +  eG  +  fE=o. 
«D+6E  +  dF=:o,  6D+eE  +  eF==o,  rfD+eE  +  /'F  =  A. 
Si  donc  ou  appelle  A'  le  réciproque  do  A,  il  vient 

A     o     o 
AA    =     o     A     G     =  A^ 
G     o     A 
Donc  A'  =  A*;  c.  q,  f.  ïj. 

11  résulte  de  là  que  A'  et  A  sont  toujours  nuis  en  môme 
temps  ;  ce  qui  montre  que  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls, 
auquel  cas  A  est  a  fortiori  nul  lui-même,  A'  devra  être  nul, 
eu,  en  d'autres  termes,  que  la  réciprotjue  dd  lliêorfertië  ÎM  éâl 
Vraie,  c'est-à-dire  que  la  forme  adjointe  étant  un  càrrè  pit^ 
fait,  la  forme  qui  lui  a  donné  naissance  bsl  nêcfessëitëmènt 
uu  produit  de  facteurs  linéaires. 
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4^  La  forme  adjointe  F  d'une  forme  /"étant  trouvée,  pro- 
posons-nous de  déterminer  la  forme  adjointe  de  F. 
Les  calculs  faits  pour  obtenir  /  nous  ont  donné  comme  ré- 

F 
sultat  F  =  Hdik  Xi  X/fc,  avec  la  condition  /  =  —,  a,*   étant 

le  mineur  relatif  à  l'élément  Oik  dans  l'invariant  A  de    /*. 
Or  si  Ton  applique  les  mêmes  calculs  à  la  forme  F,  on 
devra  poser  les  équations 

^ll^l  "f"  ^lî^i  "t"  •  •  •  ~l"  ^inXn  =  Çi 
*sl^l  "h  ^î  A  "h  •  •  •   "1"  *2nXn  =  $2 


CLni  Xj  -f"*"*  ^t  "F"  •  •  •  ~p^nn  X**  =  ç» 

Équations  d'oii  Ton  devra  tirer  X^,  X,,  ...  Xn  en  fonction 
de  Çi,  Ç„  ...  Çfï,  pour  reporter  leurs  valeurs  dans  F.  Il  viendra 

ainsi  r  = — — 

<ï>(5i»5t  .  •  •   In)  désignant  la  forme  adjointe  de  F,  et  A»  —  < 
étant,  d'après  la  propriété  rappelée  dans  3%  l'invariant  de  F. 

Mais  /"=-?-;     donc/-=^^^^%-l^i^. 

D'autre  part  les  équations  primitives  (celles  qui  ont  servi 
au  calcul  de  la  forme  adjointe  F)  avaient  donné 

Aa^i  =  a^i  Xj  -f-  a^,  Xj  +  .  •  •  +  *i«  ^n 
AXj  =  a,i  Xj  -|-  ajj  Xj  -j-  . . .  -|-  *««  ^w 


AXfi  —  Xtn  Aj  -)-  ajj2  Ag  -|-   .  .  .    -|-  Xnn  A» 

On  voit  donc   que  5i,  Çj»    ...   ?n  ne  sont  autre  chose  que 
Aic^,  Aœ,,  . . .  Aa  H. 
Par  suite 

Ar      r  tfi  \  ?(^1'    *^ï'    •  •  •    J^ii   )   X  A 

Çl*^!»  ^i»    •  •  •     *^'**  ) 

et  par  suite  la  forme  adjointe  o  de  F  est  identiquement  égale 
à  /A«  -  a. 
Dans  le  cas  des  formes  ternaires,  on  aura  donc 
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—  Gela  pose,  nous  avons  vu  que  si  Ton  cherche  Téqualion 
cartésienne  de  la  courbe  dont  Téquation  tangenlielle  est 
au^  +  2buv  -\-  cv*  +  ^duw  +  2evw  -\-  fw^  =  o 

a  b  d  X 
b  c  e  y 
d  e  f  z 
X  y  z  0 
qui  n'est  autre  que  la  forme  adjointe  de  la  forme  ternaire  en 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 
a    b    d    X 


on  trouve 


=  o. 


6 
d 


c 
e 


e 

r 


u 


=  A(A.x*  +  2Bx-//  =  Gy*-(-  2Da;3+  2E1/3  +  ¥z'} 


X    y     z     0 

Cette  réciprocité  enlre  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
et  son  équation  en  coordonnées  cartésiennes  traduit  ainsi  de 
la  manière  la  plus  nette  le  principe  géométrique  de  dualité, 
au  moyen  des  seules  ressources  de  l'analyse.  Il  en  résulte  que 
tout  principe  relatif  aux  points  d'une  conique  qui  ne  dépen- 
dra que  de  la  forme  de  son  équation,  engendrera  un  principe 
corrélatif  entre  ses  tangentes,  sans  nouvelle  démonstration. 
Gomme  exemples  de  cette  corrélation,  nous  citerons  les  pro- 
priétés du  pôle  et  de  la  polaire,  les  théorèmes  de  Pascal  et 
de  Brianchon,  la  détermination  d'une  conique  par  un  certain 
nombre  de  points  et  de  tangentes,  elc.  (A  suivre.) 


QUESTION  296 

MolntioB  par  M.  QuiQUBT,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Trouver  la  relation  qui  doit  existei'  entre  les  coefficients  p»q,r 
de  Véquation  du  troisième  degré  x^  —  px*  +  qx  —  r  =  o  pour 
que  les  racines  soient  les  sinus  des  angles  d'un  triangle. 

Il  faut  éliminer  a,  b,  c  entre  les  équations 
p  =  sin  a  +  sin  6  +  sin  c, 
q  =  sin  a  sin  6  -}*  sin  b  sin  c  4-  sin  c  sin  a. 


sackant  q^^  a  4r  iï  -f-  e  ss  k. 
Des  deux  premières  ou  lire 
p*  —  2?  =  sin*  a+  sin*  b  +  siu*  c  =  2Cos  a  cos  6  cos  c  -f-  2 
d'oli 

(pt  _  2ç  —  2)*  =  4(1  —  sia»  a){i  —  sin*  6)(i  —  sin*  c);     (l) 
or 
(i  —  sin»  a){i  —  siu*  b)(i  —  sia*  c)  =  1  —  i:  3in«  a 

+  i]  sin*  a  sin*  b  —  sin*  a  sin*  6  sin*  e. 
et  comme  12  sin*  o  =  p*  —  2^, 

}t]  sin*  o  sin*  b  =  [S  sin  a  sin  6]* 

—  2  sin  a  sin  6  sin  c  i]  sin  a  ==  7*  —  2pr, 
réquation  (i)  devient 

(p«  —  2q  —  2)*  =  4(  I  —  p*  +  29  +  7*  —  ^P^  —  ''*) 

p*  'ï-  4îy- î  +  8pr  +  4r*  =  o. 
No9A.  —  I^a  même  question  a  été  résoluje  par  M.  Montérou,  Lycée  Louîs-le- 


QUESTIONS   PROPOSEES 


if^UiémaUqaes  élémentaires, 

S36*  —  Etant  donné  un  triangle  rectangle  isoscèle  ABC. 
d'uB  point  31  pris  sur  l'hypoténuse  BC,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires MP,  MQ,  sur  les  côtés  AC,  AB.  On  joint  le 
point  P  au  point  Q,  et  du  point  M  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  PQ.  Démontrer  que  cette  perpendiculaire  passe 
par  un  point  fixe. 

337i  —  Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre, 
r  \g  fayon  di|  cercle  inserit;  démentref  que  Ton  a 

p?  >  27r*.      (The  Educat.  Tin^.) 

338.  —  Soii  ABC  u&  triangle,  AD,  BB,  GF  les  hauteurs 
abaissées  respectiveiQPnt  sur  leQ  pôtésf  BG,  AG,  AB;  0  est  le 
point  d'intersection  de  ces  hauteurs.  Sur  AB  on  prend  un 
poin  t  G  tej  que  GG  ==  GA  ;  sur  AC  le  point  H  tel  que  BH  =  B  A , 


OB  mena  H^  parallèle  à  £D,  GE  parallèle  à  FD  ;  G6  ai  f)^ 
se  CQupeuIr  ^|l  n^,  3H  et  DS  se  oo^peiit  en  n.  Gela  posé,  oa 
demande  de  déi^ootrer  : 

19  Qq^e  les  six  points  B,  G,  0,  H,  G,  K  soQt  sur  une  même 
circonférence  ; 

f"  Que  les  cinq  points  0,  m,  D,  G,  P,  sopt  wî  uije  ^Ame 
circonférencei  ^in^î  que  les  cinq  poi^t§  0,  n,  D,  B,  F  ; 
3^  Que  Om  est  perpendiculaire  sur  GG,  et  Qn  sur  BH } 
4^  Que  0  est  le  centre  du  cercle  inscrit  4ftiï9  PFB,  triaqgle 
qui  est  le  quart  du  triangle  ^en^^lable  KQUy  eUufisi  le  aentre 
du  cercle  circonscrit  k  AGH  ; 

3*"  Que  les  quatre  points  E,  0,  n,  H,  sont  sur  une  même 
circonférence,  ainsi  que  les  quatre  points  F,  0,  n,  G. 

(The  Educat.  TÎmesJ 
339-  —  B^ns  un  cercle  on  mène  q  partir  d'un  point  B,  sur 
la  circonférence,  deux  cordes  fixes  et  égaler,  BQ  et  BG',  puis 
on  prend  un  point  A  fixe  sur  la  circonféreucp  ;  une  corde  PQ 
se  meut,  eu  restant  toujours  égale  à  BG.  On  joint  le  point  B 
au  point  P,  et  le  point  A  au  point  Q;  ces  deux  lignes  se 
coupent  en  0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  coupent  en 
O'.  Trouver  le  lieu  géoflaétrjque  du  ppjnt  0  et  le  lieu  géomé- 
trique de  0'.  (The  fducai.  Times.) 

340.  —  Gonnaissant  les  sommets  des  trois  triangles  équi- 
latéraux  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle,  construire 
géométriquement  ce  triangle.  (The  EducaL  Times.) 

341.  —  Galculer  la  base  et  le  côté  d'un  triangle  isocèle 
connaissant  la  médiane  et  la  hauteur  issues  4'UU  4^9  §9IA?pel8 
de  la  b§se. 

Mathématiques  spéciales. 

342<  —  Par  un  des  points  d'intersection  A  de  deux  hyper- 
boles équilatëres  de  même  centre  0,  on  mène  une  sécante  ' 
qui  rencontre  les  deux  courbes  aux  points  B  et  B'*  De  ces 
points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BG^  B'G'  sur  les  tan- 
genteil  aux  deux  courbes  au  même  point  A.  Démontrer  que 
si  l'on  JQÎpt  I9  centre  aux  pieds  G  et  G'  de  ces  deux  perpen- 
diculaires, l'angle  GOG'  est  quadruple  de  l'angle  des  asym- 
ptotes. (E,  Fauquembergue.) 


343.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  triangles  équila- 
téraux  inscrits  à  une  conique  donnée.  Cas  où  cette  conique 
est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un 
angle  de  60  degrés.  (E,  Fauquembergue.) 

344.  — Ou  mène  une  taugente  en  uu  point  variable  d'ane 
conique,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  on  consi- 
dère les  cercles  tangents  à  la  conique,  à  l'axe  des  x  et  à  la 
tangente.  \^  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles; 
2®  pour  chaque  position  de  la  tangente,  il  y  a  deux  cercles 
correspondants:  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint 
leurs  centres  ;  3®  examiner  le  cas  particulier  oli  la  conique 
se  réduit  à  un  cercle.  {E.  Patiquembergue .  1 

345.  —  Soit 

f(x,  y)  =  kx^  +  2Bxy  +  Ct/*  +  2])x  +  2E1/  -f  F  =  o 
l'équation   d'une  conique,  les  axes  de  coordonnées   étant 
rectangulaires.  Posons 

ç  =  (/-x)'  +  (fï)'  -  4(A.  +  G)f{x,  y)  =  o. 
L'équation  des  quatre  directrices  de  la  conique  est 

(p«  +  4(A  +  G)f^  +  i6S/^  =  o 
ou  8  =  AG  —  B*. 

L'équation  cp  =  o  représente  le  cercle  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 


ERRATUM 


Dans  notre  article  sur  la  série  de  Tayior,  nous  avons,  au  paragraphe  5,  pris 
des  dérivées  en  considérant  6  comme  un  nombre  comipris  enlre  0  eM.  On  a 
objecté  que  ce  nom&re  était  variable^  du  moins  en  général;  cette  objection 
nous  parait  fondée  et  l'on  doit  considérer  ce  pnragraphe  comme  non  avenu. 

G.  L. 


Le  Réducleur-Géranl, 
J.  KŒHLER. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  »«lpli,  élève  à  l'École  préparaioire  de  âainle-Uurbe. 


SLR    LE   QDADkILATtRÏ  INSCRIT  A   DIAGONALES   ORTHOGONALES 

^    1.  —  La  somme  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  constante 
et  égale  au  carré  du  dia- 
mètre. 

Nous  rappelIeroDsce 
Ihéorëme  :  si  par  un 
point  I  de  l'intérieur  ' 
d'un  cercle  on  mbne 
deux  cordes  rectan^ru- 
laires,  la  somme  des 
carrés  des  segments 
interceptés  sur  ces  cor- 
des parle  pointeat  égale 
au  carré  du  diamètre. 

Gela  posé,  on  a  (/ig.  4) 

AB'  +  CD*  =  AI'  +  BI«  +  CI*  +  DI»  =  4R'. 

2-  —  La  perpendiculaire  abaissée  da  centre  sur  un  côté  est 
égale  à  la  tnoitié  du  côté  opposé. 

Soit  OE  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  côlé  CD.  On  a 
OE*  +  EC  =  R'. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  procède,  on  a 

^  +  ^=R.; 

ou  eu  déduit  que  OE  =  -^. 

3.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sw  les  fjoatre 
tûtfe  partagent  le  quadrilatère  en  quatre  quadrilatères  équiva- 
lents. 

Soient  E,  F,  H  les  milieux  des  Irois  côtés.  Les  triangles 
GOF,  FOB  sont  égaux;   de  mfime  les  triangles  COE,  BOH 

JbURAI.  DK  lUTU.    Ittbl.  >6 


sont  égaux  puisqu'ils  sont  rectangles,  et  que,  d'après  une 
remarque  précédente,  on  a  OB  =  BH,  et  que  les  hypoté- 
nuses sont  égales  comme  rajond. 

Donc  les  deux  quadrilatères  EOFC,  FOHB  sont  équivalents. 
On  prouverait  de  môme  que  les  quatre  quadrilatères  formés 
de  la  même  manière  sont  équivalents. 

4.  —  Le  point  lïintersection  des  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  est  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  le  centré  au  point 
d*intersection  des  diagonales. 

Menons  en  effet  la  médiane  IH;  elle  est  égale  à  la  moitié 
de  AB  et  par  suite  h  OE,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà 
vu;  de  même  lE  est  égal  à  OH.  Donc  la  figure  EOIII  est  an 
parallélogramme  ;  donc  la  diagonale  HE  passe  par  le  milieu 

de  01  (*). 

5.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  des  milietix  des  côtés  sur 
les  côtés  opposés  passent  par  un  même  points  qui  est  le  point  de 
concotirs  des  diagonales. 

Nous  venons  de  voir  que  OË  était  parallèle  à  IH.  Donc, 
puisque  OE  est  perpendiculaire  à  CD,  il  en  est  de  même 
de  la  ligne  IH,  qui  est  donc  confondue  avec  la  perpendicu- 
laire à  CD  menée  par  le  milieu  de  AB. 

6.  —  Lorsque  le  système  des  diagonales  tourne  autour  du  point 
I,  tous  les  quadrilatères  ainsi  formés  ont  le  même  centre  de 
gravité. 

Soit  P  le  milieu  de  la  diagonale  BD.  Menons  les  médianes 
AiP,  CP.  Soient  y  et  y  les  centres  de  gravité  des  triangles 
ABD,  BCD;  ces  points  divisent  les  droites  AP,  CP  dans  le 
rapport  de  i  à  2,  ù  partir  du  point  P. 

(*)  Les  deux  propositions  3  et  i  ne  sont  pas  jiarlicuUëres  au  quidrilalère 
inscrit  à  diagonales  rectangulaires.  Si  par  le  milieu  de  chaque  diagonale  d'un 
quadrilatère  quelconque,  on  mène  une  parallèle  h  l'aulre,  et  qu'on  joigne  le 
point  de  rencontre  do  ces  deux  lignes  aux  milieux  des  côtés,  on  partage  le  qiuH 
driiatère  en  quatre  quadrilatères  équivalents,  et  la  ligne  qui  joint  les  milieni  de 
deux  côtés  opposés  du  quodrilatère  passe  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  le 
point  de  concours  des  diagoiiales  au  point  que  nous  renons  de  déterminer. 

(NoU  d9  ia  Rédaction.) 


En  effel,  on  a 


—  «la  — 

Appelons  J  le  point  ou  la  droite  yy  coupe  la  droite  01»  et 
L  le  point  oii  elle  coupe  la  diagonale  BD. 
Je  dis  d'abord  que  Ly  est  égal  à  Jy . 

Ly    _  _Py_  _  j_ 

AI    ""    PÀ    ""    3   • 

Donc  Ly=  —5—' 

Cl 
On  a  de  même  Ly  =  — r— . 

Les  triangles  semblables  ILJ,  lOP  donnent  facilement 

Lj  =  4-  OP. 

3 
Où  en  déduit 

j,  =  Lr  +  LJ  =  .i^l±i2L. 

Mais  AI  =  AQ  — IQ;    OP  =  IQ. 

Par  suite,  on  a  aussi        Ly  =  Jy. 
Oa  en  tire  flùaleineul 

Jy   _    Ly'   _    surf  BCD 

Tf  ~  T7  ~    surf  ABD  * 

Donc  le  point  J  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

Donc  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint 

h  centre  au  point  de  concours  des  diagonales,  et  divise  celle 

ligne  dans  le  rapport  de  i  è  2  ;  ce  point  est  donc  fixe  avec 

le  point  L 

1»  —  Chaque  diugonale  partage  le  qiAadrilatère  en  deux 
triangles f  dont  on  coneidère  les  centres  de  gi^avité.  Si  on  joint  le 
centre  de  la  circonférence  aux  centres  de  gravité  des  triangleSt 
les  points  où  ces  droites  rencontrent  les  diagonales  sont  les  points 
de  concoure  des  hauteurs  des  divers  triangles;  ces  points  son 
^  outre  symétriques  des  sommets  par  rapport  aux  diagonaleSi 

0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  et 
T  étant  son  centre  de  gravité,  le  point  de  rencontre  des 
^«uteurs  de  ce  triangle  se  trouve  sur  la  ligne  Oy  et  sa  dis- 
^neo  aa  point  y  est  double    de  Qv'.   Ce  point  est  d'ailleurs 


—  244  — 

sur  CI;  il  est  donc  bien  au  point  A'  de  rencontre  de  Oy'  cl 
do  CI. 

De  plus  on  a      Al  =  SJy'  =  S^L  —  AI. 

A'  est  donc  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  CD. 

8.  —  La  figure  formée  en  joignant  les  milieux  des  côtés 

du  quadrilatère  est  un 
rectangle,  et  par  suite 
inscriptible  dans  une  cir- 
conférence; cette  circon- 
férence, d'après  ce  que 
nous  ayons  vu  précédem- 
ment, a  pour  centre  le 
point  G,  milieu  de  01 
ifig,  j?),et  si  nous  joignons 
le  point  I  au  milieu  d'un 
côté,  la  ligne  ainsi  menée 
est  perpendiculaire  sur  le 
côté  opposé.  Il  est  facile 
d'en  déduire  que  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  I  sur  les  quatre 
côtés  sont  sur  la  même  circonférence  qui  passe  par  les 
milieux  des  côlés. 

Soit  H  le  milieu  de  AB,  E  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I  sur  AB;  les  lignes  OH  et  JE  sont 
parallèles.  Cela  posé,  prolongeons  HO  d'une  longueur 
0F=^  lE.  Lo  ligne  EF  passe  par  le  point  G;  c'est  donc  uo 
diamètre  de  la  circonférence,  et  on  en  déduit  facilement  que 
le  poiiil  F  esl  sur  la  même  circonférence  que  précédemment. 
Menons  la  ligne  HQ,  qui  passe  par  le  milieu  de  AB  et 
par  le  milieu  de  la  diagonale  AC,  et  prolongeons-la  jusqu'au 
point  M  où  elle  rencontre  la  circonférence  que  nous  avons 
considérée  précédemment;  l'angle  AQH  est  égal  à  Tangle 
AGB  ;  Tangle  POK  est  égal  à  ADB,  et  par  suite  à  ACB;  donc 
les  deux  lignes  KM  et  KO  sont  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  mené  par  G  parallèlement  à  la  diagonale  AG;  les 
points  0  et  Q  étant  deux  points  symétriques,  on  voit  que 
le  segment  QM  est  égal  à  la  perpendiculaire  abaissée  du 
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point  I  sur  le  côté  AD.  Il  en  résuUo  que  la  circonférence  qui 
passe  par  les  milieux  des  côtés  contient  en  outre  douxe 
autres  points  principaux,  savoir  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  I  sur 
les  quatre  côtés  ; 

Les  points  obtenus  en  abaissant  du  centre  du  cercle 
donné  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  côtés,  et  prolon- 
geant chaque  ligne,  au  delà  du  centre,  d'une  longueur  égale 
à  la  perpendiculaire  abaisséo  dupointi  sur  le  côté  considérée 

Les  points  obtenus  en  menant  par  le  milieu  H  d'un  côté 
AB  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  adjacents  BG,  et  prolon- 
geant cette  ligne,  à  partir  de  la  diagonale  qui  passe  par  les 
points  A  et  G,  d'une  longueur  égale  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I  sur  le  côté  AD,  opposé  à  BG. 

Cherchons  la  longueur  du  rayon  de  cette  circonférence. 
Appelons  I  la  distance  01.  Le  triangle  OIH  nous  donne 

OH»  +  HP  =  2GH*  +  — ■• 

2 

Donc,  en  appelant  r  le  rayon  GH,  on  a  : 


r^  = 


r' 


Z« 


2  4 

Il  en  résulte  que  la  position  et  la  grandeur  de  ce  cercle 
ne  dépendent  que  de  la  position  du  point  I. 

9. — La  circonférence  décrite  sur  OB  comme  diamètre  f/îj.  3) 
passe  évidem- 
ment par  les  mi- 
lieux H  et  L  des 
côtés  6A  et  BG, 
et  aussi  au  milieu 
Pdela  diagonale 
BD.  Nous  allons 
déterminer  d'au- 
tres points  de  la 
circonférence. 
Soit  B'  le  symé- 
Irique  de  B  par 
rapport  au  point 
I.  Nous  ayons  vu  fi,  3 
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que  B'  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
ADC*  Donc  AB'K  est  la  hauteur  de  oe  triangle.  Gela  posé, 
menons  la  ligne  IH  ;  soit  F  le  point  oU  elle  rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  OB.  On  a 

IF  .  m  =  BI  .  PI. 

Or  m  =  -^. 

2 

Donc  on  a 

IF  .  AB  :=  2BI  .  PI  =  BI  (DI  ~  BI)  ç=  BI  .  B  D. 
Mais  BI  .  DB'  =  BI  .  DB'  =  AB'  .  B'K, 

et  comme  AB'  =  AB, 

On  en  déduit  enfin 

IF  .  AB  =  AB  .  KB', 

d'où  IF  =  KB'. 

AB 
Menons  de  même  la  ligne  LQ  ;  cette  ligne  est  égale  à 


3    ' 

de  plus,  les  points  I  et  Q  sont  équidistants  du  point  Ë,  centre 
de  la  circonférence  OB,  puisque  ce  sont  les  projections  des 
extrémités  d*un  diamètre  sur  une  même  droite,  Il  en  résulte 
que  ces  points  ont  même  puissance  par  rapport  au  cercle  ; 
donc,  si  Ton  prolonge  la  ligne  QL  jusqu'au  point  S  oîi  elle 
rencontre  la  circonférence,  on  aura 

QL  .  QS  =  IH  .  IF. 

On  en  déduit  QS  =  IF  =  B'K. 

On  a  donc  ainsi  sept  points  situés  sur  une  même  oiroon* 
férence. 

10. — Des  extrémités  de  deux  côtés  opposés  on  abaisse  desperpen- 
diculaires  sur  ces  côtés.  Les  pieds  de  ces  quatre  perpendiculaires 
sont  sur  une  même  circonférence,  ayant  pour  centre  le  point  !• 

D'abord  le  point  H  étant  le  milieu  de  AB,  nous  savons 
que  la  ligne  IH  est  perpendiculaire  sur  CD,  Donc  le  point  I 
est  également  distant  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A  et  de  B  sur  CD.  Il  est  aussi  à  égale  distance  des  pieds 
des  perpendiculaires  menées  de  C  et  de  D  sur  AB.  En  outre, 
les  lignes  AK  et  AB  étant  symétriques  par  rapport  à  AC, 
si  de  ce  point  C  j'abaisse  des  perpendiculaires  CK  et  GT  sur 
AK  et  AB,  les  distances  IK  et  IT  sont  égales. 
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Les  huit  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  deux  circon- 
férences concentriques  ayant  pour  centre  le  point  I. 

11.  —  On  peut  démontrer  sur  les  perpendiculaires  ainsi 
menées  des  sommets  sur  les  côtés,  les  théorèmes  suivants, 
que  nous  ne  ferons  qu'énoncer. 

Les  perpendiculaires^  abaissées  de  deux  sommets  opposés  sur 

deux  côtés  opposés  sont  proportionnelles  aux  deux  autres  côtés; 

AK  AD 

on  a  = • 

CT  BG 

Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  sommet  sur  les  deux 
côtés  qui  n'aboutissent  pas  à  ce  sommet  sont  proportionnelles 
aux  autres  côtés.  On  a 

AK  AD  ^ 

AR   "^   AB  * 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  deux 
sommets  opposés  sur  deux  côtés  opposés  est  égale  au  carré  de  la 
diagonale  gui  joint  les  deux  sommets.  On  a 

AK«  4  GT«  =  AC«. 

La  somme  des  carrés  des  hauteurs  est  égale  à  deux  fois  la 
somme  des  carrés  des  diagonales. 

La  somme  des  huit  hauteurs,  multipliée  par  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit^  est  égale  au  produit  du  périmètre  par  la  somme 
des  diagonales. 

Le  produit  de  la  ligne  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  issues 
d*un  même  sommet  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal 
au  rectangle  des  diagonales. 
On  a  RK  .  2R  =  AC  .  BD. 

12.  —  On  peut  toujours  inscrire  dans  le  quadrilatère  une 
ellipse  dont  les  foyers  soient  l'un  le  centre  du  cercle,  l'autre  le 
point  de  rencontre  des  diagonales. 

Considérons  (fig.  4)  les  angles  GOD,ACB;  ces  deux  angles 
sont  complémentaires.  Par  suite  GOD  est  égal  à  AGB.  Donc 
les  angles  OGD,  IGB  sont  égaux  ;  pour  la  môme  raison  les 
angles  lAB,  OAD;  IDG,  ODA  sont  égaux. 

Décrivons  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  I» 
et  tangente  à  un  des  côtés,  BG  par  exemple;  menons  du  point 
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C  une  seconde  tangente  à  cette  ellipse  ;  l'angle  qu'elle  fera 

ayec  le  rayon  CO  sera  égal 
à  l'angle  AGB  ;  cette  tan- 
gente sera  par  suite  con- 
fondue avec  CD.  Pour  la 
même  raison,  l'ellipse  est 
tangente  aux  quatre  côtés 
du  quadrilatère. 

Les  axes  de  cette  ellipse 
sont  dirigés  suivant  01  et 
suivant  une  perpendicu- 
laire menée  à  01  par  son 
milieu.  Le  cercle  principal 
de  cette  ellipse  est  le  cercle 
qui  passe  par  les  milieux 


'-f 


des  côtés  du  quadrilatère.  Par  suite,  le  carré  du  demi-grand 

r*        P        .-      r«  — f« 

2  4. 


axe  est  a"  = 


-,  et  le  carré  du  petit  axe  est  6*=- 


13.  —  Si  par  les  milieux  des  côtés  on  mène  des  tangentes  à 
l*€llipse  précédente,  elles  sont  parallèles  aux  côtés  opposés. 

En  effety  si  par  le  pointL  par  exemple  je  mène  une  tangente 
à  l'ellipse,  elle  fera  avec  OL  un  angle  égala  ILB;  par  suite 
cet  angle  sera  le  complément  de  OLL  La  tangente  sera  donc 
perpendiculaire  à  LI,  et  par  suite  parallèle  à  AD. 

44.  —  Si  Von  mène  les  bissectrices  de  deux  angles  consécutifs, 
ces  bissectrices  rencontrent  01  aux  points  t.  et  p.  Le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  0,  %,p,  I,  est  égal  au  rapport  an- 
harmonique  des  points  correspondant  aux  deux  autres  bissecttices. 

Soient  a  et  p  les  points  oU  les  bissectrices  des  angles  A 
et  B  rencontrent  la  ligne  01  ;  les  angles  OAD,  GAB  étant 
égaux,  la  bissectrice  de  l'angle  A  est  bissectrice  de  l'angle 


OAI.  Donc 


de  même  on  a 


donc 


Oa 
"al 

31 


AI 
r 


m 


Oa 
al 


op. 


BI^ 
AI 
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On  a  de  même 

Oy         r               OS 
yI  ""  CI     '          51^ 

r 
DI 

05       Oy         ci 

"""                               81     •    yI          DI' 

Mai,                                  ^ï           ^^  . 

^*''                                DI         AI  ' 

donc  les  deux  rapports  anharmoniques  sont  égaux. 

On  peut  déduire  de  là  d'auti  es  théorèmes,  en  appliquant 
les  propriétés  des  faisceaux  anharmoniques.  Par  exemple, 
si  on  joint  le  point  B  aux  points  y  ^t  p,  et  le  point  D  aux 
points  a  et  B,  les  deux  faisceaux 

B(0,  I,f>,Y),    D  (0,  I,a,  S) 
on t  un  rapport  anharmonique  égal  et  un  faisceau  homologue 
commun  ;  il   s'ensuit   que   si  Ton  prolonge  les  droites  Bp, 
Bf,  jusqu'à  leur  rencontre  avec  Da,  D8,  la  ligne  qui  joindra 
les  points  d'intersection  passera  par  le  centre. 

15.  —  Supposons  que  le  système  des  diagonales  tourne 
autour  du  point  I.  Les  quatre  côtés  du  quadrilatère  enve- 
lopperont Tellipse  déjà  considérée.  Le  cercle  principal  et  les 
cercles  directeurs  de  cette  ellipse  resteront  fixes.  Il  s'en- 
suivra que  les  milieux  des  côtés  et  les  projections  du  point 
I  décriront  le  cercle  principal;  les  symétriques  du  centre 
et  du  point  I  par  rapport  aux  côtés  décriront  aussi  des  cir- 
conférences qui  seront  les  cercles  directeurs. 

Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  triangles 
^yant  pour  bases  les  diagonales  sont  symétriques  des 
sommets  par  rapport  aux  diagonales,  dont  ils  décrivent  une 
circonférence  ayant  même  rayon  que  le  cercle  donné,  et 
pour  centre  le  symétrique  du  centre  par  rapport  au  point 
d'intersection  des  diagonales. 

Soit  Y  le  centre  de  gravité  d'un  des  triangles  précédents  : 
Y  se  trouve  sur  la  ligne  OB',  et  la  partage  dans  le  rapport 
de  1  à  2;  or  le  point  B' décrit  une  circonférence:  il  s'ensuit 
que  le  point  y  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  se 
trouve  sur  01. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 

par  M.  Suméky  élève  du  Lycée  Charlemagne, 


Si  on  considère  des  fractions  irréduciibles  de  même  dénominateur 

N    N 

-r^j  -^  9 ^ll^s  donnent  lieu  à  des  quotients  décimaux  pério- 
diques^ simples  ou  mixtes^  qui  ont  le  même  nombre  de  chiffres  à 
la  période. 

Ordinairôinent  on  démontre  ce  théorème  dans  le  cas  oh 
P  est  premier  avec  lo,  et  on  en  déduit  le  théorème  général. 
Mais  la  démonstration  qu'on  donne  dans  la  plupartdes  cours 
est  assez  difficile  à  retenir  ;  nous  pensons  que  la  suivante 

est  plus  simple. 

N 
1^  Supposons  P  premier  avec  lo.  La  fraction  -^     donne 

JT 

alors  naissance  à  une  fraction  périodique  simple,  aYOC  ou 

sans  partie  entière. 

N 
On  a  donc  -^  =  B,  apY...XxPY...X. . . 

B  étant  la  partie  entière,  et  a^y  •  •  •  ^  ^^  période. 
La  génératrice  de  cette  fraction   décimale  est,  comme  on 

BaÔY  ...  X  —  B 

sait,  — 

999  •••  9 

N       B*6y  ...  X  —  B 

et  par  suite  -77  =  — -^ . 

^  P  999  ...  9 

N 
Mais,  d'après  un  théorème  connu,  —  étant  une   fraction 

irréductible,  P  divise  le  nombre  999  ...  9.  Si  donc  ou 
effectue  la  division  suivante,  en  ayant  soin  d'abaisser  è  1q 
droite  de  chaque  reste  le  chiffre  9, 

9999 


•  *  • 


ag 
69  . 


mnp 


kg 
o 


j 
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Le  nombre  des  chiffres  9  qui  forment  le  dividende  sera 
précisément  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  ;  ce  nom- 
bre est  indépendant  de  la  valeur  dos  numérateurs  N,  K  N'... 
Le  théorème  est  donc  démontré  quand  N  est  premier  avec  10; 
car  pour  avoir  la  période,  il  suffit  de  multiplier  le  quotient 
obtenu  par  N,  si  N  est  <  P,  et  par  N  —  BP,  si  N  est  >  P; 
d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera 
toujours  le  même,  quel  que  soit  N. 

2**  Si  P  n'est  pas  premier  avec  10,  ou  a  P=  p.2«.5\  p 
étant  preiDier  avec  10. 

N 

Si  Ton  a      -=■  =  A,  Ba^y  .  • .  Xa^y  ...  X. . . 

r 

Bf  qui  est  la  partie  irréguliëre»  renferme  autant  do  chiffres 

qu'il  y  a  d'unités  dans  le  plus  grand  des  deux  nombres  a  et  b. 

Posons  a  s=  b  '{'  c,  nous  aurons 

N 
•- — — -  =  A,  B«Py  . . .  XoPy  ...  ^  ... 

N  .  5c 

Donc        '- =  AB,  aÔY  . . .  XxSy  ...  X. . . 

p 

N  .  5<î  étant  premier    avec  p. 

En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  voit  que  le 

nombre  des  chiffres  de  la  période  est  encore  indépendant  de 

N,  et  qu'il  s'obtient  par  une  division. 

N.  B.  —  Cette  question  a  été  proposée  dans  la  composition 
d'arithmétique  du  concours  d'admission  à  l'École  navale  en 

1878. 

I       43 
On  demandait  d'en  faire  l'application  h  l'exemple 


— -.-f 

III    III 


Or.  on  a  ^99 

o 


1 1 1 


9 

La  période  a  donc  3  chiffres  ;  elle  est  9  X  i  =  9  P^^r 
la  première  fraction,  c'est-à-dire  de  009,  puisqu'on  vient  de 
dire  qu'elle  a  3  chiffres.  Elle  est  43  X  9  pour  la  deuxième 
fraction,  c'est-à-dire  387. 
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NOTE  SUR  Là  QUESTION  282 

Par  M.  li.  CleolBroar,  professeur  au  Collège  Chaptal,  répétiteur  à  l'École  centrale. 


La  solution  donnée  dans  le  numéro  d'avril  pour  la  ques- 
tion 282  est  incomplète,  les  nombres  entiers  m  et  n  ne  sont 
pas  donnés,  et  par  suite  la  formule  (4)  de  la  page  163  ne 
peut  servir  au  calcul  des  angles  du  triangle.  La  solution  sui- 
vante va  nous  montrer  que  les  tangentes  des  trois  angles  du 
triangle  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers  et  positifs. 

En  effet,  d'après  Ténoncé  on  sait  que  ;  1**  le  rapport  du 
can*é  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle  des  segments  quelle 
détermine  sur  la  base  correspondante  est  exprimé  par  un  nombre 
entier;  2®  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
duit des  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hauteurs 
sur  les  côtés  opposés. 

Il  résulte  immédiatement  de  l'énoncé  les  égalités  suivantes: 

tg  B  tg  G  =  p, 
tg  G  tg  A  =  (ï, 
tg  A  tg  B  z=  r, 
Pj  9,  r  étant  des  nombres  entiers.  Enfin,  la  seconde  condi- 
tion devient  tg  A  tg  B  tg  G  =  5. 

Or,  entre  les  tangentes  des  angles  d'un  triangle,  on  a 
tg  A  +  tgB  +  tg  G  =  tg  A  tg  B  tgC; 

d  OU  1  on  tire         tg  G  =   ,  ^, !-— 2 . 

^  tg  A  tg  B  —  I 

On  obtient  alors,  par  la  première  des  égalités  ci-dessus, 

tg  B  tg C  =  i«^^«+iiUl. 

tg  A  tg  B  —  I 

r  +  tg»  B 

ou  p  =  — ■ — 2 . 

r  —  I 

Le  dénominateur  de  cette  égalité  est  entier.  Donc  le 
numérateur  doit  être  entier,  c'est-à-dire  que  tg*B  doit  être 
un  nombre  entier,  par  suite  tg  B  est  entier  ou  incommen- 
surable. Cette  dernière  hypothèse  n'est  pas  admissible;  car, 
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puisque  l'on  a 

tg  A  tg  B  tg  C  =  s 
tg  A  tg  G  =  q 

g 

on  en  déduit  tg  B  =  — » 

quantité  comuiensurable,  puisque  s  et  q  sont  entiers. 

Donc  tg  B  est  entier.  On  Terrait  qu'il  en  est  de  même 
pour  les  autres  tangentes.  Donc 

Les  tangentes  des  angles  du  triangle  répondant  à  la  question 
sont  exprimées  par  des  nombres  entiers. 

Cela  posé,  Tégalité 

tg  A  +  tg  B  +  tg  C  =  tg  A  tg  B  tg  C 
nous  permet  de  ramener  la  question  à  la  suivante:  Tromper 
trois  nombres  entiers  dont  la  somme  soit  égale  au  produit. 

Désignons  par  x  le  plus  petit  des  trois  nombres  entiers 
cherchés,  par  x  +  j/,  a?-)-  j/,,  les  deux  autres.  On  aura 
x(x  +  y)(x  +  J/i)  =  3a;  +  y  -j-  j/, 

ou      053  +   (y  +  y^)  x*  +  Ijy^X   =    3x   +  î/   +   t/i 

ou  enfin  •  x{3  —  yy^)  =.  x^  -\- (y  -{-  y^)(x^  —  i). 

Le  second  membre  de  celte  égalité  est  essentiellement 
positif;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

3  —  î/i/i  >  o. 
Or.  y  et  y^  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  différents  ; 
donc  il  faut  faire        y  =  i,    j/^  =zz  2. 
On  obtient,  pour  déterminer  x,  Téquation 

x(x  -|-  i)(^  +  2)  =  3(a;  +  i) 
ou  x(x  -f-  2)  =  3. 

En  rejetant  la  solution  négative  —  3,  puisque  x  est 
entier  et  positif,  on  a  ce  =  i  ;  donc 

tg  A=  i;     tgB  =  2;     tg  G  =  3. 

On  voit  donc  bien  que  les  tangentes  des  angles  du 
triangle  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers,  et  même 
que  les  angles  sont  déterminés.  Le  triangle  est  donc 
d'espèce  connue,  et  il  est  facile  de  le  résoudre  puisque  l'on 
en  donne  un  élément  linéaire. 
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NOTE  DE  COSMOGRAPHIE 
(crépuscule) 

Par  H.  Boargef,  du  Cuilège  d'Aix. 


A  la  page  4ii  de  la  4®  année  de  ce  journal,  M.  Morel  a 
donné  la  formale  qui  scrl  à  calculer  la  durée  du  jour  a 
diverses  époques  de  Tannée;  nous  nous  proposons  dans  celle 
note  d'indiquer  comment  on  peut  calculer  cette  durée  en 
tenant  compte  du  crépuscule. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  méridien  du 

U«u  considéré.Soient 
Hff  IlMNriMHi,  ce 
le  cercle  crépuscu- 
laire à  i8^  au-des- 
sous de  Thorison, 
PF  l'axe  du  monde, 
et  AA'  le  parallèle 
décrit  par  le  soleil 
le  jour  considéré* 

Cela  posé,  rabat- 
tons sur  le  plan  de 
la  figure  le  cercle 
AA'  en  le  faisant 
tourner  autour  de 
son  diamètre.  Les 
interseetions  de  ce 
cercle  avec  les  cercles  HH',  CC,  se  rabattent  suivant  les 
lignes  MI,SK,  perpendiculaires  à  ÂA'.  L'orc  MS  représente 
le  crépuscule,  et  Tare  SA'  la  moitié  de  la  nuit  diminuée 
du  crépuscule.  Nous  allons  chercher  l'expression  de  l'angle 
SOA'.  Il  est  clair  que,  connaissant  cet  angle,  nous  connaî- 
trons Tangle  MOS,  car  si  l'angle  SOA'  augmente,  Tangle 
MOS  diminue  et  vice  versa. 
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Le  triangle  SOK  de  la  figure  oi-eonlrc  donne 

C03  .6  =  -^; 

cherchons  maintetlaiit  les  râleurs  OK  eiOS,  ci  nous  aurons 
la  formule  que  nous  nous  proposons  d'établir. 

Nou»  avons        OK  =  (OT  -f-  TR)  Ig  X, 
et  supposant  le  rayon  de  la  sphère  céleste  égal  à   Tunilé. 

OK  =   (sin  A  +  ii?4l)  tg  X; 
\  '      sin  l  /    ^ 

d'autre  part,  OS  =  OA  =  cos  ^. 

Nous  troarons  donc 

(  sin  A  H : — --  )  Ig  X 

.  \  sin  \  /    ^ 

cos  p  = r^ ; 

^  cos  A 

formule  qui  peut  s'écrire 

A    >  .      *    I        sin  i8* 
cof  P  ss  tg  X  ig  A  +  ^ -.  (I) 

"^      ^  cos  X  cos  Â  ' 

Donc,  la  durée  du  crépuscule  du  lieu  ne  dépend  que  de 
la  latitude  du  lieu  et  do  la  déclinaison  da  soleil. 
Discussion  de  la  formule 

cos  ?  =  tg  X  ig  A  +  - — ; -. 

cos  A  cos  A 

Pour  que  Tangle  ^  existe»  il  faut  que  son  cosinus  soit  plus 

sin  iS*' 

petit  que  Tunité,  o'est-à-dire  que  tg  X  tg  A  «f-  --— r -r  <  i . 

sin  K  cos  ■■ 

Mais  X  et  A  étant  nécessairement  aigus,  on  en  tire 

cos  (X  +  A)  >    cos  J2'\ 

ou  enfin  X  +  ^  <  72°-  (^) 

Si,  dans  cette  formule^  nous  prenons  X  pour  inconnue,  et 
si  nous  faisons  varier  A  de  o  à  23"3o',  nous  trouverons  les 
valeuis  correspondantes  de  X.  Ces  valeurs  de  X indiquent  les 
régions  pour  lesquelles  p  existe,  c'est-à-dire  pour  lesquelles 
il  y  a  nuit.  Si  Ton  se  place  à  des  latitudes  supéVieures  h 
celle  qu'indique  la  formule  ^S),  la  nuit  est  remplacée  pat  le 
crépuscule* 

Si,  par  exemple,  A  ==  o,  c'est-à-dire  si  l*on  suppose  que 
le  soleil  soit  h  Téquinoxe,    nous  trouvons  X  <  710^  valeu» 
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qui  signifie  que  si  Tou  se  place  à  72  degrés  de  latitude  et 
au  delà,  le  crépuscule  durera  toute  la  nuit. 

Si,  au  contraire,  A  =  23°3o',  X  =  48®3o',  au-dessus  de  la 
latitude  de  48^30',  au  solstice  d*été,  le  crépuscule  dure  toute 
la  nuit. 

Mais  si  J'on  faisait  varier  X  et  qu'on  prit  pour  inconnue 
A,  on  trouverait  les  déclinaisons  à  partir  desquelles  le  cré- 
puscule durerait  toute  la  nuit.  En  effet,  si  Ton  prend  X=  o 
c'est-à-dire  si  Ton  se  place  à  l'équateur,  A  <  72®,  ce  qui 
signifie  que  le  soleil  doit  avoir  une  déclinaison  de  72^  pour 
qu'il  n'y  ait  pas  de  nuit  à  l'équateur,  ce  qui  n'a  jamais  lieu. 
Si  nous  prenons  X  =  6o<>,  A  <  12**,  c'est-à-dire  qu'à  partir 
du  12®  de  déclinaison,  il  n'y  a  plus  de  nuit  jusqu'à  ce  que 
le  soleil  ait  atteint  23^3o'. 

D'après  tout  ce  qui  précède,  nous  pouvons  formuler  la  loi 
suivante  :  Le  crépuscule  suit  les  variations  du  jour.  Si  le  jour 
grandit,  le  crépuscule  croit;  si  le  jour  diminue,  le  crépuscule 
décroit. 

Remarque.  —  On  peut  facilement  rendre  la  formule  (1)  cal- 
culable par  logarithmes.  On  a  en  effet 

^     ^  ^     ,    ,       sin  18*»  sin  A  sin  X  -j-  sîn  18* 

COS   p  =  tg  X  tg  A  +  -T— r =  -— ! r 

^        00        '    sm  X  COS  A  COS  A  COS  X 

_        sin  (y +18^) 

COS  cp  COS   A    COS  X 

en  nommant  cp  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  la  relation 

sin  A  sin  X  =  cos  18^  tg  9. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Deux  triangles  sont  semblables  quand  Pune  des  condiiionc 
suivantes 'est  remplie: 

4^  Les  tangentes  des  angles  sont  proportionnelles; 
^  Les  tangentes  des  demi-angles  sont  proportionnelles  ; 
S^  Les  cosinus  des  angles  sont  proportionnels; 
4**  Les  sinv^  des  demi-angles  sont  proportionnels. 


1^  On  a  entre  les  tangentes  des  angles  la  relation 

tg  A  +  tg  B  +  Ig  G  =  tg  A  tg  B  tg  C. 
Par  hypothèse,  on  a  aussi,  en  appelant  A',  B\C'  les  angles 
du  second  triangle 

tgA   ^    tgB    _.tgG  _ 
tgA'         tgB'  lgC'~^- 

Par  conséquent  cette  hypothèse  donne 

Mtg  A.'  +  tg  B'  +  tg  G)  =  f»  tg  A'  tg  B'  tg  G'. 
Mais  la  formule  que  nous  avons  établie  plus  haut  est  vraie 
pour  un  triangle  quelconque,  donc  elle  est  vraie  pour  les 
angles  A'  B'  G'  ;  par  suite,  il  vient 

<«=  I. 
Ou  ne  peut  supposer  /  =  ^-  i,  car  cela  donnerait,  puisque 
les  angles  A,  B,  G,  A',  B',  G'  sont  inférieurs  à  i8o^, 

A  +  A'  =  2d 
B  +  B'  =  2d 
G  +  G'  =  2d 
Donc  il  faut  faire  t  =  i ,  et  alors  les  deux  triangles  sont 
équiangles. 

2^  On  a  aussi,  entre  les  angles  d'un  triangle  la  relation 

,      A  ^      B    ,    .      B         G    ,   ^      G   ^      A 

tg  — tg— +tg  — tg  — +  tg  — tg  — =  .; 

et  puisque  Ton  a 

ABC 

tg  -—  tg  — -  tg 


2  ^2 


,      A'  ^      B'  .      G' 


=  m; 


on  en  déduit  encore      m*  —  i  =  o, 

puisque  la  relation  est  vraie  pour  les  angles  d'un  triangle 

quelconque.  On  aura  donc  encore  m  =  i ,  la  solution  m  =  —  i 

A     B 
devant  être  rejetée,  puisque  les  angles  — ,  —  . . .   sont  né- 
cessairement aigus  et  ont  par  suite  des  tangentes  essentiel- 
lement positives.  On  en  conclut  que  les  deux  triangles  sont 
équiangles. 

3^  Entre  les  cosinus  des  angles  d'un  triangle,  on  a  la  rela- 
tion 1  —  cos*  A  —  cos*  B  —  cos*  G  =  2  cos  A  cos  B  cos  G. 
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Cette  relation  est  yraie  pour  un  triangle  quelconque»  et 

.  .,  .  cos  A         cos  B         cos  G 

SI  i  ai  7T  = KT  = "PT  =  w, 

•^  cos  A         cos  B  cos  G 

cette  relation  deviendra 

I  —  fn«  cos"  A' — m*  cos*  B' — m*  cos*  G' = 2m*  cos  A'  cos  B'  cos  C, 

ce  qui  peut  s'écrire 

(m*  —  i)  (cos*  A'  +  cos*  B'  -f  cos*  G) 

+  (»i'  —  i)  2  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

On  en  tire  d'abord  m  =  i  ; 

puis  (m  +  I )  (cos*  A'  +  cos*  B'  +  cos*  G) 

+  2  (m*  +  wi  +  i)  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

Gette  égalité  se  réduit,  en  vertu  de  la  relation  que  nous 
avons  rappelée,  à  2m*  cos  A'  cos  B'  cos  G'  -j-  w  +  i  =  o. 

Gette  équation  en  m  a  ses  racines  imaginaires,  car  la 
quantité  sous  le  radical  est 
I  —  8  cos  A  cos  B  cos  G  =  cos*  A  +  cos*  B  +  cos*  C  —  3. 

Or  chacun  des  carrés  cos*  A,  cos*  B,  cos*  C  étant  inférieur 
à  l'unité,  leur  somme  est  inférieure  à  3,  donc  la  quantité 
sous  le  radical  est  négative. 

Il  en  résulte  encore  que  les  triangles  ont  leurs  angles 
égaux,  puisque  les  angles  ont  mêmes  cosinus  et  sont  posi- 
tifs, moindres  que  180^. 

4^  Entre  les  sinus  des  demi-angles,  on  a  la  relation 

.,A         .B  G  .A.B.C 

i  — sin* sm* sin* —  =  2  sm  — sm  —  sin  — . 

2  2  2  222 

Gette  égalité  présente  la  même  forme  que  la  précédente, 
et  on  verrait  facilement  que  l'hypothèse  de  la  proportion- 
nalité des  sinus  des  demi-angles  conduirait  à  la  condition 

ABC 

(m  —  i)  (2m*  sin  —  sin  —  sin [-  m  -}-  1)  =  o. 

222 

Le  second  facteur  a  encore  ses  racines  imaginaires;  donc 

on  doit  prendre  m  =  i  et)  par  suite,  les  deux  triangles  sont 

encore  équiangles. 

On  donne  deux  iiombres  a  et^  h  et  l'on  prend  la  mayen»t 
anthmétiqtie  entre  ces  deux  nombres,  et  on  continue  (wtsi  en 
prfinant  toujours  la  moyenne  anthmétique  du  dernier  nombre 
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gépér^l  4c  la  jfufU  fiinsi  formée. 

^  ç^b  ,    b  —  a 

On  a  a.  =  -^-^ —  =  a  H ; 

2  2 

b         a^        0  +  6  '      b  —  a  b  —  a        b  —  a 

2  2  2  2*  '22' 

De  même 

6  —  a    ,     b  —  a 

,     fr  —  a    ,     6  —  a    ,     b  —  a 

«*    =  ^  +  — T—  -I rn 1 n— 


,     b  —  a    ,    b  —  a     ,     6  — a 

2  2'  2* 

,     b -r  ft    .    b  —  a     ,     b  —  a    .    b  —  a 

Bn  géixé^ral 

b  —  a    .    b  —  a         b-^a    ,  ,     b  —  a 

•^     '       •         *  2  2»  2'  2»*»-.^ 

,     6  —  a     .     b  —  a    ,     b  —  a 

a        =aH -z h--- 

2  '  2'  2* 

I       ^-^      I      ^-^ 

La  dififérence  entre  les  termes  de  rang  pair  et  les  termes 
de  rang  impair  tend  vers  zéro;  à  la  limite  on  a,  à  partir 
du  ^coçid  terme,  une  progression  géométrique  dont  le  pre- 

inÎAr  ierme «esit r-,  et  la  raison  — -;  donc  on  a 

2  4 

2  V 

lim  .  dp  =  a  -f"  "^  (^  —  ^)* 


PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 


Vn  triangle  ABC  é<an<  i>Mcrt<  dans  un  cercle  S,  o»  considère 
sur  la  circonférence  deux  points  V  et  P.  Les  projections  de  ces 
poinU  sur  Us  côtés  du  triangle  sont  situés  sur  deux  droites  D  et 
D  qui  se  coupent  en  M.  1»  Démontrer  que  ce  point  V  iéfirit  uivs 
circonférence  S'  quand  U  sommet  G  se  meut  sur  le  cercU  S,  l^^ 
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points  A,  B,  P  et  P'  restant  fixes  ;  **  trouver  le  lieu  des  centres 
des  cercles  S' lorsque  les  points  P  et  P'  se  déplacent  sur  la  circonfé- 
rence S  de  façon  que  tare  PP'  conserve  une  longueur  constante  (*). 

La  droite  QR  correspondant  au  point  P  passe  toujours  par 

le  point  fixe  Q;  la  droite 
Q'  R'  passe  par  le  point  Q'. 
Donc  il  suffit  de  démontrer, 
puisque  les  points  Q  et  Q' 
sont  fixes,  que  l'angle  en 
M  est  constant.  Or,  les 
quatre  points  A,  P',  Q'  et 
R'  sont  sur  une  circonfé- 
rence ; 
donc  AQ'R'  =  AP'R' 

Mais    APR'    =    ATR, 
puisque  PR  et  F  R'   sont 
parallèles  comme  perpen- 
diculaires à  une  même  droite  AG;  d'autre  part  on  a  MQQ' 
=  AQR  =  APR. 
Donc  QMQ'  =  QQ  R'  ^  Q  QM  =  ATR  —  APR  =  TAP. 

Donc  l'angle  en  M 
est  égal  à  l'angle 
ayant  pour  sommet 
le  point  A  et  passant 
par  les  points  P  et 
F;  il  est  donc  cons- 
tant, et  par  suite  le 
lieu  du  point  M  est 
une  circonférence  pas- 
sant par  les  points  Q 
etQ' 

Pour  trouver  le  lieu 
du  centre  0  de  la 
circonférence  S',  je 
considère  la  position 


(*)  Composition  de  géométrie  éiémentaire  donnée  À  TAgrégation  des  sciences 
mothématiques  en  1879» 
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particulière  de  PF  oîi  cette  droite  est  parallèle  à  AB  ;  soit 
D  le  milieu  de  QQ'  pour  cette  position  ;  je  prends  une  autre 
position  PjP'  quelconque,  soit  D  le  milieu  de  QiQ/  et  Oj  le 
centre  du  cercle  correspondant;  le  triangle  QiOiQi'  est  cons- 
tant d'espèce,  et  toujours  semblable  au  triangle  POP',  ou 
au  triangle  PjOP'i  ;  on  a  donc 

QjDi   _  QiQ'i  _    OD     ' 
OLj    ""  PjF.   ~"    OH  • 
dLiD,  OD 


LiH   ~  OH  • 
0<Dj         L^Di  OD 


D'autre  part  on  a 

D'ob  l'on  tire  _  -^ 

OLi  LiH  OH 

Mais  on  a  OH  =  L^O  ±  L^H  ; 

donc  OD  =  OïDi  ±  LA  =  O^Li. 

Par  suite  la  figure  DO^LjO  est  un  parallélogramme  et  DO^ 
=  OL^.  Par  suite  DO^  est  constant;  donc  le  lieu  de  0^  est 
on  cercle  ayant  pour  centre  le  point  D  el  pour  rayon  la 
distance  du  centre  0  à  la  corde  coasiante  PP'. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Session  d'avkil  1881. 


ACADÉMIE    DE    GAEN 

Calculer  ia  surface  d'un  triangle,  connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A. 
et  la  médiane  m  issue  du  sommet  A.  Maximum  de  la  surface  en  supposant  m 
et  A  înTarlables. 

—  Résoudre  le  système  d'équations 

aî+y-h  3z=z  a  -\-  b  i-  c 
bx  -{•  cy  -\- az  =  ex  +  ay  -{-  bz  =  a^  +  t/^  +  c*; 
mettre  la  valeur  des  inconnues  sous  forme  entière. 

—  On  peut,  à  l'aide  d'une  manivelle  dont  le  bras  a  i"*  de  longueur,  l'uiro 
mouvoir  un  treuil  de  o-yub  de  diamètre  sur  lequel  est  enroulée  une  corde 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  Incliné  dont  la   pente  est 

— -*.  Quel  est  le  poids  P  que  peut  faire  remonter  le  long  du  plan  un  homme 

agissant  à  Textrémité  de  la  manivelle  avec  une  force  de  lo  kilogrammes?  Dé« 
contrer  que  le  travail  de  l'iiommo  est  égal  à  celui  du  poids  du  corps. 


—  Connaissant  le  périmètre  et  la  surface  d'an  triangle  rectangle,  tficater  lei 
trois  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Chercher  les  conditions  pour  qoe  la 
triangle  soit  isoscèle. 


ACADÉMIE  DE  PARIS 

Calculer  le  volume^  d'une  sphère,  sachant  que  la  différence  entre  ee  roluaie 
et  celui  du  cube  inscrit  dans  la  sphère  est  égale  à  un  mètre  cube. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  égaux  est  égale  au  raycm  com- 
mun R.  Exprimer,  au  moyen  de  H,  là  surface  de  ià  partie  du  plan  commune 
aux  deux  cercles.  • 

—  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  sachant  que  la  différence  entfè  la  sùrùteé  de 
l'hexagone  régulier  inscrit  et  celle  du  carré  inscrit  dans  le  même  cercle  est 
égale  à  3  mètres  carrés. 

—  Deux  cercles  égaux  de  rayon  R  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre.  La  distance 
dcis  centres  00'  est  égale  à  d.  D'un  point  A  pris  sur  la  ligne  00'  entre  les 
cercles,  on  mène  les  tangentes  AB,  AB',  puis  ob  fait  tourner  la  figure  autour 
de  00'.  Déterminer  la  distance  OA  de  façon  que  la  somme  des  surfaces  des 
deux  calottes  sphériques  engendrées  par  les  arcs  BD,  B'D'  soit  égale  à  la  moitié 
de  la  surface  de  Tune  des  sphères. 

—  Dans  un  cercle  de  rayon  donné,  mener  une  corde  AB  telle  c^ne,  si  Ydt 
joint  ses  deux  extrémités  au  centre  0,  et  si  l'on  fait  tourner  la  figure  «atoar 
du  diamètre  CD  parallèle  à  la  corde  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment  de 
cercle  AMB  soit  équivalent  au  volume  engendré  par  le  triangle  AOB. 

—  Étant  donnés  une  sphère  dont  le  diamètre  est  AB,  et  le  plan  tangent  à 
l'extrémité  B  de  ce  diamètre,  mener  un  plan  sécant  Cb  perpendiculaire  au  dia- 
mètre AB,  de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  de  sphère  CAD  soit  égal 
au  cylindre  dont  l'une  des  bases  est  la  sectidh  de  la  sphère  par  ce  plan  CD, 
dont  les  arêtes  latérales  sont  parallèles  au  diamètre  AB,  et  dont  Tautre  base 
est  située  dans  le  pbn  tangent  à  la  sphère  au  point  B. 

—  On  donne  dans  un  trapèze  ABGD  les  deux  bases  parallèles  AB  =  a. 
CD  =  5,  les  deux  diagonale^}  AD  =  a,  BC  =  p,  on  demande  de  ealcaler  la 
hauteur  h% 

—  Dans  un  triangle  BCA,  on  divise  la  base  BC  en  un  point  D  tel  que 

BD  m 

-rr;r  = — •  On  demande  de  calculer  la  ligne  AD;  on  donne  AB  =  c,  AC=2>. 
DC         n  o  > 

—  Trouver  le  rayon,  l'apothème  et  la  surface  du  dodécagone  régulier  ayant 
même  périmètre  que  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R. 

—  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a;,  la  fraction 

a^  —  X  -^  t 

ic^  —  x^  i 
est  toujours  positive. 

—  Soient  :  une  circoniérence  0,  C  un  point  de  son  plan  situé  h  tine  distance 
du  centre  égale  au  diamètre,  CA  et  CB  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
circonférence.  On  fait  tourner  la  figure  autour  de  OC;  AMB  engendre  un  seg- 
ment sphérique.  On  demande  de  calculer  le  rapport  du  volume  de  ce  segment 
à  celui  de  la  sphère  engendrée  par  le  cercle  0. 
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ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

On  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieurement  dont  les  rayons 
sont  r  =  â,  R  =  3a  ;  calculer  :  1«  l'angle  S  formé  par  la  tangente  commune 
et  la  ligne  des  centres  ;  2*  l'aire  du  triangle  formé  par  la  ligne  des  centres,  la 
tangente  commune  et  la  perpendiculaire  k  la  ligne  des  centres  menée  par  le 
point  de  contact  a?ec  la  petite  circonférence. 

—  Partager  un  angle  A  en  deux  parties  telles  que  le  rapport  des  sinus  soit 
égal  à  nn  nombre  donné  n.  Application:  A  =  So*  ;  n  :=  3. 

—  Etant  donné  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône  et  sa  hauteur  A,  déterminer 
la  distance  x,  à  partir  du  sommet,  à  laquelle  il  faut  mener  un  plan  parallèle 
&  la  base,  pour  que  le  volume  du  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  m  lois  celui 
de  la  sphère  de  diamètre  x.  Application  :R=7;A=io;m=3. 

—  Calculer  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  sachant  que  la 
raison  est  r,  et  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  â  (n  +  4)  fois 
le  dernier  terme.  Application  :  r  =  3  ;  n  =  25. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  circonférences  est  égal  à  a;  leurs  rayons 
sont  égaux  respectivement  à  r  et  r'.  Mener  parallèlement  à  la  ligne  des  centres 
une  droite  de  longi  i  ou  r  donnée  comprise  entre  les  deux  circonférences. 

—  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  de  l'expression  3x^  —805  +  7  quand  on 
fait  varier  x  de  —  »  à  +  « . 


QUESTION  278 

MhilttiftoM  par  M.  A.  Prost,  à  Lons-le-Saulnier. 


Soient  ABC,  apY  deux  triangles  homothétiques^  dont  le  centre 
d^komothétie  est  Vun  quelconque  des  centres  des  cercles  insent  et 
eocinscrit  au  iriang  le  ABC. 

Soient  «D,  pE,  yF  des  per-  ^^l  ^ 

péndiculaires  respectives  à  /^  '  *- 

A*,  Bp,  yG.  /   /V\">^-- 

Démontrer  que  les  points  /     \   \\//i''y'^ 

de  concours  des  droites^AB  /       /      \/^'''' 

et  yF,  GA  et  SE,  GB  c7  aD  /         i-'    '  V^" 

sont  en  ligne  droite.  /      ,.''  \       // 

Soient  les  deux  triangles        /^.''' \y  J 

homothétiques   ABC,   a^Y      ^  a e 

dont  le  centre  d'homothé- 

tie  est  en  0,  centre  d'un  qercle  exinscrit  au  triangle  ABC* 

OC  étant  bissectrice  de  l'angle  BCA,  Test  aussi  de  ^a  ;  il 
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ouest  de  même  des  bissectrices  aA,  OB  des  angles  extérieurs 
A  et  B»  par  suite  des  angles  oc  et  p. 

Gela  posé  on  voit  facilement  que  les  droites  OC,  ^E,  oD  ; 
puis  yF,  aD,  OB  ;  et  pE,  yF,  OB  se  coupent  respeclivement  en 
trois  points  a^  bi  Ci. 

Il  en  résulte  que  les  sommets  G  et  Ci,  B  et  6^,  A  et  a^  des 
deux  triangles  ABG,  a^b^Ci^  sont  sur  des  droites  concourant 
en  0  ;  d'après  un  théorème  connu  les  points  d'intersection 
D»  F,  E,  des  côtés  affectés  des  mêmes  lettres  sont  en  ligne 
droite. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  HM.  Perrier.  à  Lons-le-SaulDier  ; 
Rivard)  au  Mans;  Yan  Àubel,  à  Liège. 


QUESTION  279 

SolalloB,  par  M.  Léon  Finat,  élève  eu  Lycée  de  Moulins. 


On  donne  un  demi-cercle  AGB  et  une  tangente  AD  à  F  extrémité 

A  du  diamètre  AB.  On 
propose  de  mener  par  V^d- 
trémiU  B  unedroUe'BGÛ 
qui  coupe  la  circonférence 
en  G  et  la  tangente  en  D, 
de  telle  sorte  que  si  l'on 
fait  tourner  la  figure  au- 
tour de  AB,  la  surface  de 
la  zone  engendrée  par  BC 
soit  égale  à  la  surface  du 
cercle  engendré  par  AD. 

On  doit  avoir 

7cBC*='îcAD* 

ou  DB'^  =G  A*  =  BD.  GD. 

Le  poiut  G  partage  BD  en  moyenne  et  extrême  raison.  Des 
lors  on  divisera  BA  en  moyenne  et  extrême  raison  et  par 
le  point  E  on  mènera  EG  parallèle  è  AD,  puis  on  joindra 
BG, 
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Pour  Texpression  de  la  surface^on  a 

S  =  27ïR*  (y/5  —  i) 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrier,  Prost,  à  LoD»«le- 
Ssunier;  Bocrget,  &  Aix;  Simonet  àNeufchâteau;Lapaieiilé,Daguilhon,auIycée 
Henri  IV;  Gallon,  au  lycée  Loui»-le -Grand  ;  Joly,  à  Tarbes;  Chrétien,  au 
Harre  ;  Ândrieux,  Tinel,  à  Rouen;  de  Barraa,  à  Toulouse  ;  Pierron, à  Nantes; 
Pféod^,  à  Besançon;  Desprez,  collège  Stanislas;  Latallerie,  à  Saint-Dier 
(Puy-de-Dôme);  Gobert,  collège  Cbaptal;  Hamon,  Ritrard,  au  Mans;  Blessel, 
à  Paris  ;  Dulcy,  à  Gbâteauroux. 


QUESTION  286 

ikilatioB  par  M.  LAPARBiLLé,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 

(Classe  de  M.  Colas.) 


Établir  une  relation  entre  les  coefficients  de  F  équation 
ax*  -|-  bx*  +  ex*  +  dx  -f-  f  =  o,  pour  qu'on  puisse  la  mettre 
sous  la  forme 

(««  +  px  +  y)»  +  p  (ouB«  +  pa;  +  y)  -f  q  =  o. 

Développant  il  vient  : 
ou 


.  +  A^+(£.+  iI±£).  +  l(il±i) 


X 


L'équation  donnée  peut  s'écrire 


,      T*  4-  g  +  PY  _  . 
+  -, =  o. 


rr*  -I x^  H £C*-| X  H =  o. 

a         'a  a  a 

Pour  que  la  transformation  soit  possible,  il  faut  que  Ton 

au  — i-  =  —  (i) 

a  a 

a*  a  a 

1.^31±I,^A  (3) 

a  a  o  ^ 


(4) 


—  Me  — 

Éliminant  a,  ^,  y  et  p  entre  ce»  éctufltions  on  tnrâ  la  rela- 
tion cherchée. 

3          b 
De  (1)  on  i\te  -^  =  ; 

portant  délie  talôur  dans  (3),  il  vient 

a  b 

et  alors  (2)  donne 

b*     ,     2d  c  ^ 

d'oîi  6'  =  4arf  (d  —  2a)  : 

tellô  est  la  relation  cherchée^ 

Nota.  —  Ont  résolu  lu  même  question  :  MJtt.  Blessel,  à  Paris;  Galion,  an 
lycée  Louls-ie-Grand  ;  Baudouin,  à  Beau  vais;  Joly,  àTorbes;  Henry,  à  Bré- 
cha incourt  (Vosges). 


QUESTION  2«7 

ÉolutioB  pâi*  M.  LAt^AREiLLé,  élève  au  lycée  ftenri  iV. 

(Classe  de  M.  Colas.) 


On  donne  x  —  y  =  a,  xy  =  b.  Exprimer  x^  —  y»  en  fonction 
de  h  et  de  A  pour  Ufie  valeur  entière,  positivé  et  quelconque  de  n. 

Posons  a;»-»  —  j/»-«  =  A„_2  0) 

aî+!(  =  S  (6) 

Multiplions  membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  a 
a,«  —  yn  +  xy  (a^-ï  —  t/^-a)  =  SAn-i, 
d'oh .  An  =i  S^n-^  —  b^n-î  \  (4) 

or      (x  —  yY  =  a«,        (x  +  y)'  —  (x—  t/)*  -f  40?!/, 

donc  X  -{-y  =  S  =  v^a*  -f-  46 

et  (4)  devient  A»  ==  A„-iVa*  -f-  4^  —  6An-2. 

Alors  en  faisant  n  =  2,  3,  4,    ...,   on   trouve  05*  —  t/*i 
^'  —  y^i  ^*  —  y*»   •  •  •  >  et  par  suite  x»  -r  j/** . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Fievet,  à  Lille;  Blessel,  à  Paris; 
Debroy,  à  Chauvençy-Saint-Hubert  ;  Joly,  à  Tflfbefl;  Hamon,  Rivard,  eu  Mans. 


—  Wl  — 


NOTE  D'ALGEBRE 


Formule  de  Tayîor  pour  une  fonclion  entière, 

1.  —  L'objet  de  cette  note  est  d'obtenir  le  développement 
de  f(a:  -}-  k)f  ordonné  suivant  les  puissances  oroissaûtes 
de  A,  par  l'application  immédiale  àë  la  règle  dé  dérivatldn 
d'une  fonction  de  fonction.  f{œ)  est  supposé  polynôme  entier 
et  rationnel  en  x. 

Je  remarque  d'abord  que  dans  un  tel  polynôme,  dont  je 
désigne  un  tefme  par  kp  xP  ,  la  dérivée  d'ordre  p  se  réduit^ 
pour  X  nul,  à  son  terme  tout  connu  qui  est  i  .  2  . .  ^  p  ,  Âp  . 
Inversement,  le  coefficient  de  xp  s'obtiendra,  si  l'on  sait 
former  la  dérivée  d'ordre  p,  en  y  faisant  x  nul,  puis  divi- 
sant par  I  .  2  ...  p. 

Ceci  posé,  f{x  +  '^)  ©st  un  polynôme  en  A;  la  dérivée 
d'ordre  p,  par  rapport  à   h,  est  fP{x  +  f^)  et  se  réduit  à 

fP{â;)  pOUi-  A  tiùl,  dond  le  «*,oefflcient  dé  hP  eSt  -' ^^^' , 

I  •  d  i  I .  p 

c.  q.  f.  t. 

9i  — £  Le  mêttie  ralsonnettient  Conduit  h  éérire  immédia- 
témetit  tel  tetme  que  l'on  veut  du  déyeloppement de  (œ-^-à)^ 
pour  m  entier,  ce  qui  fournit  une  démonstration  de  la  for-^ 
mule  du  binômôi  qui  n'est  pas  supposée  connue  pour  ce 
qui  précfedéé 

De  môme,  par  l'application  de  la  règle  des  fonctions  oom- 
po&éeë^  db  pouti^d  ébrlre  un  terme  de  degré  donné  en  t  du 
développement  de  f{x  +  at,  y  +  bt  ...  z  -|-  et),  si  f{x,  y  ...z) 
est  polynôme  entier  et  rationnel  en  x,  y  ...  z. 

Par    un    raisonnement    analogue,    dans    le    polynôme 

f{Xy  y  . . .  »), Je  coefficient  de  ac  y  ., .  z  s'obtient  en  fai- 
sant Xj  y  . ..  z  nuls  dans  le  polynôme  obtenu  après  «  déri-^ 
vations  par  rapport  à  ce,  p  par  rapport  à  y,  etc.,  puis  divisant 
par    i.2..a.i.2..^.z.2..Y,  d'où  les  développe- 
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ments  de  f{x  •\-  a,  y  •\-  b  ...   s  ■\-  c),  et  en  particulier 
celui  de  (o  +  6  +  . . .  c)"»  pour  m  entier. 


NOTE  SUR  L'EQUATION  EN  S 

Par   M.  G.   Lemairb,  élève   au    Lycée  Gharlemagne. 


Théorôme.  —  Léquation  en  S  ne  peut  avoir  une  racine 
triple  que  dans  le  cas  oii  la  surface  proposée  représente  une 
sphèrCy  cette  racine  ti^ple  étant  d'ailleurs  différente  de  zéro. 

On  sait  comment  on  démontre  que  l'équation  en  S  ne  peut 
pas  avoir  trois  racines  nulles;  nous  nous  proposons  de 
montrer  que  l'équation  en  S  n'a  jamais  trois  racines  égales 
excepté  dans  l'hypothèse 

A  =  A'  =  A'      B  =  B'  =  B'  =  o, 
auquel  cas  la  surface,   comme  on  le  sait,  représente  une 
sphère. 

Remarquons  d'abord  que  si  une  équation  du  troisième 
degré  a  une  racine  triple,  celle-ci  est  nécessairement  réelle, 
nous  la  représenterons  par  a.  On  aurait  donc,  par  application 
de  principes  connus, 

A  +  A'  +  A'  =  3a  (1) 

AA  4-  AA'  +  AA'  —  B»  —  B'«  —  B'«  =  3a«  (2) 
Élevant  la  première  au  carré  et  retranchant  le  double  de 
la  seconde,  on  a  d'abord  ^ 

A«  -f  A'«  +  A'*  -f  2B»  +  2B'«  +  2B'»  =  3a«      (3) 
qui  prouve,  ceci  est  très  connu,  l'impossibilité  de  la  racine 
triple  nulle.  La  combinaison  de  (3)  et  (3)  donne  alors 
A«  +  A'«  +  A'»  —  AA  —  AA'  —  A'A'  -^  3B«  +  3B'«  +  3B'* 

=  0, 

ou  encore 

^  (A  -  A')'+  -i-  (A' -  A")' + -i-  (A'-  A)« 

+  3B»  +  3B'«  4-  3B'«  =  o, 
laquelle,  pour  des  valeurs  réelles  des  coefficients,  exige  bien 
A  =  A'  =  A"      B  =  B'  ==  B'  =  o, 


^    «p      w—T'^r' 
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NOTE  SUR  LES  DETERMINANTS 

Par  II .  Ibacb,  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


±. 


Soit  un  déterminant 

•A  = 


I 


=  X  +  .a  + 


Oi      «i      flj 

61    fr,    6, 
Cj     c,     c. 

Je  pose   les  notations  suivantes  que   j'emploierai  cons- 
tamment : 


B  = 


I 

I 


I 
I 

K 

I 


I 
I 


A       u 


0  = 


(a,6,)  (ft^a,)  (0^6.) 
(6,c,)  (Ci  6,)  (6ic,) 


cl 


D  = 


I 


I 

I 


(M,) 

I 
I 


(ai*.) 

I 

r 


(OjC.)         (r,aj)        (r,a,) 
Les  formes  de  A  et  B  monlrent  qu'il  n'y  a  pas,  en  géné- 
ral, entre  eux,  do  relation  remarquable;  sauf  pour  le  cas 

du  2*  degré  oîi  A  étant  égal  à  X  -j-  a,  B  a  pour  valeur  — r — . 

On  a  donc  pour  le  cas  du  ^  degré  : 

A  =  B  .  Xjx.  (1) 

Le  déterminant  G  est  le.  réciproque  de  A;  on  a,  par  con- 
séquent, C  =  A"  -  <  (n  étant  le  degré). 

Dans  le  cas  du  S""  ordre,  il  existe  entre  B  et  D  une  rela- 
tion simple,  que  je  vais  établir;  mais  je  démontrerai  au- 
paravant le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Lorsqu*un  déterminant  est  nul,  ses  mineurs 
du  premier  ordre  sont  proportionnels. 


Ainsi,  je  suppose  B  =  o  {*),  je  puis  alors  irouTer  des 
valeurs  acceptables  de  X,  [x,  v  telles  que 


ai  fla  fh 


64  &j  6, 


En  combinant  ces  é(j[uations  deux  à  deux,  je  puis  obtenir 
les  trois  séries  de  rapports 

X  [A  V 

X  u.  V 


V  5aC3  /  \  C16,  /  \  bp!h  ) 


_  t^  _ 


(2) 


Eliminant  ens\^ite  X,  (a,  v,  j'obtiens 

\  V*  /  \  cA  /  \  ftiC,  / 

\  g^fr»  /    _    \  6<q>  /    _  \  axKJ 

\  a^c^  )  \  c^ay  )  \  c^a^  ) 

(— )  ~  (— >  (— )  ' 

et  le  théorème  est  démontré. 

Théorème  II.  —  hans  le  cas  du  troisième  ordre,  les  détermi- 
nants B  etJ)  sont  nuls  en  même  temps. 


[*)  J'ai  pris  B,  ijarce  que  le  calcul  me  seryiv^  .au  .^léoi^èine  suivant. 
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iJe  suppose,  par  effimple,  S  ==  Q*  Alors,  iippliq^uant  le 
théorème  précédent,  j'obtiens  les  égalités  (2);  e^  çoffixf^ 
elles  ne  contiennent  que  des  mineurs  du  deuxième  degré, 
puisque  A  est  du  troisième,  elles  peuvent  se  transformer  en 
les  suivantes  : 


(o«6»)  . 


ce 


i^S 


a.a 


(^Os)  • 


c.c 


±^s 


i«« 


aM 


(«lô»)  • 


t^n 


C±Ct 


9 


(V.) 


(a,C,)  (Cjfli)  (C^l) 

Désignant  par  te^,  t^,  les  valeurs  communes  de  ces  rap- 
ports, je  remplace  dans  D  les  éléments  des  deuxième  et 
troisième  lignes  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes. 

I  1  I 


J'obtiens  ainsi  D= ' 


j         I  a^a,         I 


►gi*3 


J 


I  I 


•  •  • 


ou,  en  faisanl  sortir  les  facteurs  communs,  multipliant 
d'abord  par  (ciC^c^)*,  divisant  ensuite  par  le  produit  des  élé- 
ments : 

I      1      I 


D  — 


C^CfCs 


Oi«««a  •  MA       ^1^»     (^i^'i)  '  e^i^i)  •  i^M 


c'est-à-dire 


Cf  Cj  C3 

I  I  I 

61  6,  6j 

1  I  I 

ûi  «t  «a 


D  = 


QiO^a^  .  fr|6,6j 


B 


■  _ 


C1C2C3 
et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  La  forme  précédente,  étant  symétrique  par 
rapport  aux  éléments  du  déterminant,  peut  prendre  deux 
autres  formes  analogues. 


Je  yaiâ  appliquer  les  résultats  précédents  au  théorème 
suivant  : 

Application  I.  —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  dr- 
conscrits  à  une  conique  sont  sw  une  conique. 

Soient  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o  les  équations  des  côtés  d'un 
des  triangles. 

vïtt  +  Vw^  +  VHY  =  o,  celle  d'une  conique  inscrite,     (4) 

—  +-r*H =  0»    —  '        —        circonscrite.  (3) 

Je  considère  de  plus  trois  tangentes  à  la  conique  (3) 

•      «    1  .  a*        a^  "^  a» 

M  +  M  +  fr3r  =  o.       (3)    _  +  ^  +  ^  =  o.    }    (6) 

Cia  +  c.?  +  c.r=o.\  7         2         n 

_i  I 

Cl  C,  C3 

(les  déterminants  A  et  B  des  systèmes   (H),  (6)  étant  les 
mêmes  que  précédemment). 

Ces  tangentes  forment  un  nouveau  triangle  circonscrit, 
dont  je  désignerai  les  sommets  par  (a^bi),  {b^c^),  (Cia^).  J'ex- 
prime que  ces  trois  sommets  sont  bur  (4)  qui  est  déjà  cir- 
conscrite au  premier  triangle.  Pour  cela,  je  tire 

î_  ^  P_  ^        Y       . 

(0,63)  (fe^a,)  (qM   ' 

^-       ^        P       ^  __Y_. 
(V,)  (b,c,)  (6,c,)    ' 

*       _        P       _        Y       . 


(O4C,)  (Citt,)  (ttiC,) 

éliminant  ensuite  a,  %  y,  et  successivement  entre  (1)  et  led 
rapports  précédents,  j'obtiens  les  conditions 


X II-       


V 


^  (6,Ca)  (6,Ci)  (61C,)  / 

^  '  '^  (a,c,)  («iC.)  (a,c,) 
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Je  cherche  l'équation  de  la  conique  passant  par  (ap,  py,  yd) 
et  deux  des  sommets  (a|6i,  6|C()  par  exemple,  elle  sera 


S  = 


I 


I 


ï 

I 


=  o, 


(62C,)       OaCi)        (6iCj) 

et  en  exprimant  que  le  troisième  sommet  a^c^  se  trouve  sur 

cette  conique,  j'obtiens  enfin  la  condition  définitive  D  =  o 


D  = 


I 

I 

I 

(0.6,) 

I 

ibia») 

(a.*.) 

I 

O. 


Or,  le  déterminant  B  est  nul,  puisque  le  système  (6)  homo- 
gène et  du  premier  degré  doit  donner  pour  I,  m,  n  des 
solutions  autres  que  o  ;  donc,  d'après  le  théorème  II,  T>  est 
nul  aussi  et  le  théorème  est  démontré. 

Interprétation  géométrique  de  la  condition  D  =  o. 

Le  calcul  précédent  montre  que  D  =  o  exprime  que  six 
points  sont  sur  une  conique. 

Interprétation  gi^ométrique  de  la  condition  B  =  o. 

Le  calcul  précédent  monlre,  de  même,  que  B  =  o  exprime 
que  six  droites  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

Remarque.— -Les déterminants  B  et  D  jouent  d'ailleurs  le 
même  rôle,  et  pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  changer  les  nota- 
tions. Aussi,  si  j'avais  considéré  les  coordonnées  des  som- 
mets du  deuxième  triangle  circonscrit  au  lieu  des  équations 
de  ses  côtés,  les  rôles  auraient  été  changés  ;  B  =  o  eût 
été  la  condition  pour  que  six  points  soient  sur  une  conique 
et  D  =  o  la  condition  pour  que  six  droites  soient  tangentes. 
Cette  remarque  démontre,  si  Ton  veut,  que  la  réciproque 
du  théorème  II  est  vraie. 
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Mi 
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II 


Je  considère  encore  le  déterminant 


A  = 


Oi    a,    a. 


bi    ^1    ^8 

Cj     C,      C'a 

avec  les  mêmes   notations  que  précédemment.  Je  suppose 
qu'il  satisfasse  aux  relations  suirantes 


«t      _ 


►s 


(M.) 


(Ci6,) 


(«tC«) 


=^u 


1> 


=  1*1  ; 


=  t* 


9  1 


(a,6J         (a^ft,) 
Je  vais  alors  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  Itl.  —  Le  déterminant  A  e^^  égal  à  la  racine 
(n  —  2)**  de  rinverse  du  produit  U|  u,  u„  valeurs  communes 
des  rapports. 

En  effet,  le  déterminant  réciproque  de  A  est  égal  à 

(69C5).     (Cj(.      (6561C,) 
K^,).      (tfaCi).     (OiC,) 

(a,6,).    (0,6,).    (ai6,) 
et,  en  éliminant  les  mineurs  entre  G  et  les  rapports  (7), 

A 


C  = 


mais 
donc 


G  =  - 


A  = 


n— ïi 


RcMARQuil.  --^  Si  leê  qtiatitités  u^u^u^  étaient  toutes  égaler 
à  t,  le  déterminant  A  serait  lui-même  égal  ft  i. 
Il  résulte  aussi  des  relations  (7)  que  B  et  D  Sont  liés  par 

D 


ou 


puisque 


An  -  2  = 


B  =  - 

BrrrA'^-aD, 
I 


t^lWjWj 
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Théorème  XV*  —  Lonqu'un  déterminant  du  â^  ordre  satis- 
fait auœ  relatîom{l)lesdêterminantsB  et  J)  formés  avec  lui  sont 
nuls  tous  deux. 

Je  considère  toujours  le  déterminant  A  écrit  précédem- 
ment; on  aura 


B  = 


I 

I 

a, 

I 

a, 

I 

1 

•      •       • 

6, 

•    « 

b, 

•      •      • 

Son  réciproque  E  sera 

\  b^Cj  }  \  Clé,  ) 


E  = 


(— )• 


Comme  A  est  du  troisième  degré,  ses  mineurs  du  premier 
ordre  sont  du  deuxième,  et  le  déterminant  E  s'écrit 


E  = 


a,Ci(Ï8C3 


•   •   • 


En  multipliant  par  le  carré  du  produit  P  des  éléments^ 
et  divisant  ensuite  par  ce  même  produit,  j'obtiens 


PE  = 


«1 


l^r 


b. 


•      ••••• 


•       •••••• 


Or,  le  deuxième  membre  de  cette  égalité  est  nul  à  cause 
des  relations  (7).  Donc  [en  supposant  que  P  ne  soit  pas  nul, 
ce  qui  est  nécessaire,  d'ailleurs,  à  cause  de  (7)]  E  est  nul 
aussi^  et  comme  E  =  B", 

B  est  égal  à  0  et  le  théorème  est  démontré,  puisque  d'après 
(II)  B  et  D  sont  nul»  en  même  temps^ 
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Application  II. —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  auto- 
polaires  par  rapport  à  um  conique  sont  sur  une  conique. 

Soient  a  =  o,  p  =  o,  y^=o 

Tun  des  triangles,  et 
a,a  -f-  a,p  -\-  a^y  =  ol 

6ia-f-^jP4~-  •    •   •[  (8)      les  équations  descôtés  du  deuxième. 
C,a  +  c,p  + .   .    .    .  J 

Les  deux   triangles  précédents  seront  autopolaires  par 
rapport  à  une  même  conique,  si  le  dernier  Test  par  rapport  à 

*•  +  P"  +  Y*  =  o. 
Le  sommet  (a^  b^)  est  déterminé  par 

(Oj^a)  (fla^i)  (Oi^t) 

et  sa  polaire,  qui  est  aa  +  p^'  +  Tï  =  o> 
doit  aussi  être  Cja  +  ^»P  +  Cjy  =  o. 

On  a  donc  les  conditions 


Cl 

C2 

— 

Ca      . 

{aA) 

(a.6î)  • 

(«2C3) 
fli 

mais  elles  expriment  que  le  déterminant  A  du  système  (8) 
rentre  dans  la  catégorie  des  déterminants  étudiés  précé- 
demment, et  nous  avons  vu  que  pour  ceux-ci 

D=  o. 
Or,  telle  est  la  condition  pour  que   les  six  sommets  soient 
sur  une  môme  conique  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Application  III.  —  Les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

Ce  théorème  est  encore  évident,  puisque  B  est  nul  aussi  et 

que  B  exprime  que  les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 

conique. 

Interprétation  géométrique  des  relations  (7). 

Le  calcul  précédent  montre  qu'assujettir  un  déterminant 
aux  conditions  (7),  c'est  exprimer  que  deux  triangles  sont 
autopolaircs  par  rapport  à  une  même  conique. 
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Celle  dernière  remarque  est  applicable  aux  surtàces 
deuxième  degré. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS   APPLICATIONS. 

Par  M.  E.  S,  Bo^oel. 

[Suite;  voir  page 232.) 


Transformation  des  coordonnées  tangentielles  déduites  de  la 
propriété  fondamentale  de  la  forme  adjointe.  —  Nous  ayons 
démontré,  dans  notre  travail  sur  les  formes  quadratiques,  que 
si  une  forme  fesi  transformée  par  une  certaine  substitution 
linéaire  en  une  autre  forme  /',  la  forme  F,  adjointe  de  /*,  est 
transformée  en  la  forme  F',  adjointe  de/*, par  la  substitution 
adjointe  de  la  substitution  donnée. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  principe  que  la  forme  f 
étant  transformée  en  /'  par  une  substitution  linéaire,  il  suf- 
fira de  prendre  la  substitution  adjointe  de  celle-ci  pour  avoir 
les  formules  qui  transforment  Téquation  tangentielle  de  la 
courbe  relative  au  premier  cas,  en  Téquation  tangentielle 
de  la  courbe  pour  le  second  cas. 

Xi  =  04iÛC'i  +  «itCC'i  -}-  ...  +  «in  Xn 
X^  =  OL^iX\  -\-  aj^x',  +  .     .  +  «jn  x'n 

Or,  soit        {  . (1) 


la  première    substitution,    dont  le  déterminant   est   B^    la 
substitution  adjointe  est,  comme  on  sait,  la  suivante 
x,  =  R'        x\  +  K       a:',  +  ...  +  R        x'n 

X«  =  R.      ^X\  +  R'        .X\  +   ..  .   +R  Xn 


Xn   =    R'        .X\  +  R         .X\+    ...    +  R'  Xn  . 

(ani)  (On»;  (CLnn) 
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L'équation  tangentielle  d'une  conique  f{x,  y,  s)  =  o  élant 
la  forme  adjointe  F(w,  v,  w)  de  f  égalée  à  o,  quand  f  sera 
changée  en  f,  F  se  changera  en  F'  par  la  substitution 
adjointe.  F'  égalée  à  o  étant  d'ailleurs  Téquation  tangentielle 
de  la  courbe  après  substitution,  la  substitution  adjointe  donne 
donc  les  formules  de  transformation  de  F  en  F',  c*eslrà-dirc 
les  formules  de  transformation  des  coordonnées  tangentielles. 

Or  on  a,  pour  la  première  substitution, 

,  sin  (Ô  —  a)  ,  sin  (Ô  —  o!) 


y  =  x 


sin  0 
sin  a 


sin  0 


sin  a 


J3. 


Donc  R  = 


sin  0      '    ^ 

Sin  0 

sin  (Ô  —  a) 

sin  (6  —  a) 

sin  0 

sin  G 

sin   a 

sin  a 

sin  ô  sin  0 

o  o 

et  par  suite  la  substitution  adjointe  donnera 


a 

b 

i 


U   =::  U 


,  sin  a 
sin  0 


—  V 


,  sin  a 
sin  6  ' 


,  sin  (ô  —  a)      .      ,  sin  (ô  —  a) 

V    =  —  w : \-  V : ;; - 

Sin  ô  sm  0 


w 


siû  (0  —  a)  sin  a  sin  (0  —  a)  sin  a         sin  (a  —  %) 


sin»  6 


sin»  Ô 


sin  0 


Application  de  réquation  tangentielle  des  coniqi^  à  la  recher- 
che dea  foyers.  —  On  démontrC;  dans  tous  les  cours  de  spé- 
ciales, que  les  foyers  d'une  conique  sont  des  points  tels 
que  si  l'on  mène  de  ces  points  des  tangentes  à  la  courbe, 
ces  tangentes  ont  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire  les 
directions  asymptotiques  du  cercle. 

Gela  posé,  si  cp(tt,  v)  =  o  est  l'équation  taDgentielle  d'une 
conique,  c'est-à-dire  la  condition  pour  qu'une  droite 
ux  -\-  vy  -{-  i  zm  o  soit  tangente  à  cette  conique,  on  ex- 
primera que  la  tangente  passe  par  un  point  (a,  ^)  en  écri- 
vant la  relation  u«  -f-  ^P  +  <  ^  Oi  ^^  ^^^^  relation  jointe 
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à  réquatiou  tiiogenliella  (p(ii,  v)  =  o  détermine  les  ooor- 
données  u  et  v  des  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe 
par  le  point  («,  |i).  L'équation  (p(u,  v)  ^^  o  étant  du  second 
degré,  il  y  aura  deux  solutions,  c'est-^à^dire  deux  tangentes 
issues  du  point  (a^).  Pour  que  ces  tangentes  aient  les  direc- 
tions isotropes,  il  faut  que  ?/  et  t;  satisfassent  à  l'équation 
u^  -{^  V*  ^=si  o  m  coordonnées  rectangulaires,  ou  à  l'équation 
t**  +  V"  —  2UV  coa  ô  =  o  en  coordonnées  obliques  d'angle 
6.  L'expression  de  cette  condition  conduira  à  la  détermina- 
lion  du  point  (tt^),  qui  dès  lors  sera  un  foyer. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipse  — j-  +  -—-  =^  i  ;  son  équa- 
tion tangentieile,  déterminée  comme  il  a  été  dit  précédem- 
ment, sera  a*n»  +  v^b^  =  i. 

On  a  d'ailleurs      ua  -f-  v^  -f-  i  =  o- 

Oes  deux  équations  déterminent  les  coordonnées  des  deux 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  Tellipse  du  point  (a^)  ;  pour 
que  ces  droites  aient  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire 
pour  que  le  point  (a^)  soit  un  foyer,  il  faut  qu'on  ait  (Us 
coordonnées  étant  rectangulaires) 

tt»  H-  v»  =  o. 

Or  on  tire  de  ces  équations  u*  = rr  6t  v*  =  -r; — — r« 

Supposons  a  >  b,  c'est-à-dire  que  l'axe  des  co  ait  été 
choisi  de  telle  façon  qu'il  soit  le  plus  grand  des  deux  axes 
en  longueur,  on  aura,  en  posant  a*  ^-^  b*  ;=  o*, 

u  =  +  —  et  V  =  ±  — y —  I, 
c  c 

d'où  la  condition  +—  -t-V —  i  .  -!-+  i  =o. 

c  c 

Cette  condition  exige  que  l'on  ait  séparément  ^  c=  o  et 
a  =  dz  c,  formules  qui  donnent  les  coordonnées  des  deux 
seuls  foyers  réels  de  la  courbe. 

Les  directrices  correspondantes  s'obtiendront  en  prenant 
les  polaires  respectives  des  foyers;  ce  qui  donne  les  deux 

droites  x  =  —  et  a?  = * 

0  c 

Bans  la  pratique,  on  cherche  généralement  la  condition 
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pour  qu'une  droite  y  =  mx  -}-  n  soit  tangente  à  la  conique 
donnée,  et  on  écrit  que  m  satisfait  à  l'une  des  relations  i  -j-  ^* 
=  o,  ou  bien  i  -\-  m*  -\-  2m  cos  6  =  0,  relation  qui  fournit 
deux  équations  pour  déterminer  a  et  p,  en  égalant  séparémenl 
à  zéro  le  coefficient  de  la  partie  réelle  et  celui  de  la  partie 
imaginaire. 

Si  réquation  des  coniques  considérées  contient  un  para- 
mètre yariable,  l'élimination  de  ce  paramètre  entre  les  deux 
équations  ainsi  obtenues  fournira  le  lieu  décrit  parles  foyers. 

Cette  méthode  nous  semble  la  plus  simple  de  toutes  celles 
que  l'on  donne  ordinairement  pour  la  détermination  des 
foyers,  ou  des  lieux  de  foyers,  et  surtout  quand  des  motifs 
particuliers,  tirés  de  la  nature  de  la  question,  engagent  à 
adopter  des  coordonnées  obliques.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'en 
donner  un  exemple  : 

On  considère  toutes  les  coniques  tangentes  à  deux  droites 
données  en  des  points  donnés  AetB;  trouver  le  lieu  de  leurs  foyers. 

Si  l'on  prend  pour  axes  les  deux  droites  données,  en 
appelant  a  et  b  les  coordonnées  respectives  des  points  A  etB, 
l'équation  générale  des  coniques  considérées  sera 

(-^  + -|- -  i)V  2X<rj,  =  o. 

Ecrivons  qu'une  droite  y  =  mx  -|-  n  est  tangente  à  cette 
courbe,  nous  aurons 

n'(2  -f-  Xab)  -f-  2n{am  —  b)  —  2amb  =  o, 
La  condition  pour  que  la  tangente  passe  par  le  point  (x^) 
est  aô  =  m  +  n,  de  sorte  que  l'équation  qui  donne  les  coef- 
ficients angulaires  des  tangentes  issues  du  point  (a^)  est 
(P  —  ma)*  (2  4-  ^û6)  +  2(j3  —  ma)  {am  —  b)  —  2amb  =  0, 
c'est-à-dire 
m*[a'(2  -|-  Xa6)  —  2aa]  +  2m[af  +  6a  —  ab  —  0^(2  +  Xab)] 

+  p*{2  +  Xab)  —  2bp  =  o, 
L'équation  qui  donne  les  directions  isotropes  en  coordon- 
nées obliques  est 

m*  -|-  2m  cos  0+1=0. 
On  aura  donc 

(2  +Xa6)— 2aa=-i--î- e"^ — ^=p*(2+Xa6)— 26p. 


a* 
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Entre  ces  deux  équations  éliminant  X,  on  aura  l'équation 
du  lieu  des  foyers. 

Or,  on  a 

__    2(aa  —  bp)  __  a^ -\- boL  —  ab -\-  2bp  cos  6 

L'équation  du  lieu  est  donc 

2y(a5  +  y  cos B)(ax  —  by)  =(a;*  —  y*){ay  -\-bx  —  ab-\- 2by  cos 6), 

qui  représente  une   courbe   du  troisième  degré  ayant  un 

point  double  à  l'origine  des  axes,  et  qui,  par  conséquent,  est 

facile  à  construire  par  le  procédé  y  =  tx  (c'est  une  courbe 

unicursale).  Son  équation,  dont  la  forme  est  A^ A.2Aj  =  BiBjBj, 

dans  laquelle  A^,  A^,  A„  B^,  B,,  B,  sont  des  fonctions  linéaires 

des  coordonnées  x  et  t/,  met  immédiatement  en  évidence 

plusieurs  propriétés  de  la  courbe,  que  le  lecteur  trouvera 

facilement. 

(A  suivre.) 


QUESTION  257. 

Solution  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


A  partir  du  point  A  où  la  normale  en  M  rencontre  Vun  des 
€UveSy  nous  menons  une  perpendiculaire  à  cette  normale  ;  cette  droite 
rencontre  le  diamètre  OM  en  un  point  D.  Nous  abaissons  de  ce 
point  D  une  perpendiculaire  sur  l'axe  dont  nous  avons  considéré 
le  point  de  rencontre  avec  la  normale.  Cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  M. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  Mx  et  Mi/,  parallèles 
aux  axes  de  Tellipse.  L'équation  de  Tellipse  est 
(B*  !/•  2XC0S9     ,     2j/ sin  (p 

-^+"^  + â + 6 =^-      ^^^ 

Nous  avons  vu  (n^  256)  que  le  centre  du  cercle  osculateur 
était  déterminé  par  rinterseclion  de  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  seconde  corde  commune  au  cercle  et  à  la  courbe, 
avec  la  normale  en  M. 
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Le0  équations  de  la  normale  et  de  la  corde  commune  iont 

a  sin  ©  ,^ 

y  =  --. 2-  X  (2i 

0  ces  Ç 

a  flin  9 

V  +  26  sin  ç  oog*  ®  = ; (x  +  2a  sin*©  cos  ©)  (3) 

^  ^  ^  0  cos  ?  ^ 

Leur  point  d'intersection  aura  pour  abscisse 

(g*  sip'y  4-  ^*  coa'y)  cos  y  . 

a 

Gela  posé,  je  remarque  que  si  la  parallèle  menée  par  P 
à  l'axe  OB  passe  par  le  centre  du  cercle  osoulateur,  l'absoisse 
du  point  D  sera  la  môme  que  celle  de  I. 

Or,  la  ligne  OM  a  pour  équation 

b  sin  9 

y  = ■ — -  œ,  (0 

a  cos  (p 

Le  point  A,  intersection  de  la  normale  en  M  avec  OA,  s 

pour  coordonnées  y  =  —  6  sin  (p 

fe*  cos  0 

X  = ^. 

a 

La  perpendiculaire  à  MA  par  le  point  A  est 

,    ,    .  fc  cos  ©     /      ,     6«  cos  op  \  .^. 

t/  +  6  sin  <p  =s : — ^  (x  -j L)         (6) 

^  a  sm  (p     \      '  fl       / 

Cherchons  l'abscisse  du  point  commun  à  cette  droite  et  à  OM  ; 

on  trouve  après  réduction 

(a*  sin*  9  +  6"  cos*  f)  cos  9 

ce  — —  "~"    - 

Ponc  la  parallèle  à  OB  menée  par  le  point  D  passe  par  le 
centre  du  cercle  08culateur«  et  le  détermine  par  son  inter- 
section avec  la  normale. 


QUESTION   273 

Solution  par  M.  Dupuy,  élève  du  Lycée  de  Grenoble. 


Si  m  diêigne  un  nombre  entier  et  poiitify  à  quelle  oondition  doit- 
il  satisfaire  pour  qus 

(x  +  y)m  _  (jm  ^  ym  ) 

soit  divisible  par  x»  -|-  xy  +  y*? 
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Il  s'agit  de  chercher  pour  quelle  valeur  de  m  Texpression 

(x  -f- 1/)»»  —  (x^  +  y^  ) 
s*aunule  quand  on  y  remplace  x  par  sa  valeur  en  fonction 
de  y  tirée  de  Téqualion 

x^  +  ^y  +  ?/*  =  o. 

On  trouve    x  =.  \f  l 

en   appelant  j  et  j^  les   racines   cubiques  imaginaires   d0 
l'unité,  on  voit  que  Ton  a 

0^'  =  JVt  et  0?  =  J'y 
Portant  ces  valeurs  dans  Texpression  proposée,  il  viendra 

Uy  +  y)"*  —  O"*"  !/"•  +  y"*  )  =  o,  ou  (j  -(-  ï)«»  =yw»  «|_ , 

etO^tf  +  J/)*"  —  0'*"*  r*  +  r  )  =0^  o^  {/'  +  I)"»  =i'"»  +  '• 
Remplaçant  j  par  sa  valeur,  il  vient 

Or  —  =  cos  -5-  ;    —  =  sin  -^  ; 

2  3         2  3 

dono  on  a 

cos  -—  +  t  sln  -J-  =  (—  I )*»  (  cos  — %  sm-Y-j+ 1 . 

Si  dono  m  est  pair,  on  aura,  tous  oalculs  faits, 

mic  I 

glU  — —  =  ~r. 

3  21 

équation  impossible. 

Au  contraire,  poi^r  m  impair,  on  aura 

mn  I 

cos— =  -. 

équation  qui  sera  satisfaite  pour  m  =  6p  ±  i- 

En   considérant  la   seconde   équation,  on   retrouvera   la 
même  condition.  Donc,  pour  que  l'expression 

{x  +  y)"^  —  (x"»  +  îT  ) 
soit  divisible  par  aï*  -j-  ^V  +  !/''  ^^  f*^^t  que  m  soit  de  la 
forme  6pHh  i. 

Nota»  —  Ont  résolu  la  même  question  :  HM.  Andrieu,  au  lycée  de  Rouen  ; 
U  Pont,  au  lycée  Saint-Louis;  Boulogne,  au  lycée  de  Lille. 
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QUESTION  297 

Solution  par  M.  Baaon,  élève  au  Lycée  Henri  lY. 


Si  a,  p,  Y,  8  sont  racines  de  Véquation  du  quatrième  degré 
f(x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme 

s  =  f  (a)  +  f'(p)  +  f'(r)  +  {'(i) 

sous  forme  d^un  produit  de  trois  facteurs. 

En  efTel,  en  supposant  le  premier  coefficient  égal  è  l'unité. 

on  a  /-'(a)  =  («  -  f)  (a  —  y)  (x  —  8), 

r(p)  =(?-«)(?-  y)  (?  -  B), 

At)  =  (r  -  «)  (r  -  ?)  (t  -  8). 

/•(S)  =  (8  -  a)  (S  -  p)  (8  -  y). 
En  faisant  la  somme,  il  yient 

S  =  (a  -  p)[a«  -  f.«  -  (a  -  PKy  +  8)1 
+  (r  -  S)[y'  -  S«  -  (r  -  8)(a  +  ?)] 
S  =  (a-p)«[(a  +  ?)-(r  +  B)]  +  (Y-$)«[(Y  +  8)-(a  +  ?)l 

S  =  (a-p  +  y-8)(a-p-Y  +  8)(a  +  ^-Y-3). 

Remarque.  —  On  peut  facilement  trouver  rexpression  de 
^  en  fonction  des  coefficients  sans  connaître  les  racines  de 
f{x)  =  o. 

En  désignant  par  Sj,  S„  S,  les  sommes  des  puissances 
I,  2,  3  des  racines,  si 

f{x)   =  AqX*   +  -^1^'^   4"  ^t^*  +  -^8^  +  -'^4  =  0, 

f'(x)  =  4Aoir'  +  3AiCD*  +  ^AjX  +  A„ 
on  aura  donc  les  relations  suivantes  : 

4A0S,  +  3A,S,  +  2A.S,  +  4A,  —  S  =  o, 

AoS,  +  AjS,  +  A,Si  +  3A,  =  o, 

AqSjj  +  A^Si  +  2A,  =  o, 

AoSi  +  A>i  =  o- 
Éliminant  S|,  S.,  S,;  il  vient 

4A0      3A| 


Ac 
o 
o 


Ai 
Ao 
o 


2A, 
A, 
Al 
A- 


4A, 
3A, 

4A, 
A. 


-f  A.'S  =  o 


I 


ou  Ao*2  4- 
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Ao         Al         2A,     =  o. 

o  Ao  Al 

c'estrà-dire    Ao»S  +  A^»  -f  8A0A,  —  4A0A1A,  =  o 

«*                   ^         4^0  AjA^  —  SAo'Ag  —  Al» 
ei  2.  — — . 

Nota.  —  Ont  résolala  même  question  :  MM.  Boulogne,  Quiqnet,  de  Lille, 
Ptetit,  de  Grenoble;  Séry,  lycée  Saint-Louis;  Leffuher,  à  Rennes;  Gino  Loria, 
â  Mantoae. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION   A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


CMométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Etant  donnés  une  parabole  et  un  point  A  dans  son  plan,  trouver  sur  la  courbe 
un  point  H  tel  que  la  droite  AM  soit  normale  à  la  parabole  au  second  point  N 
où  die  la  rencontre.Dîscussion  des  résultats. 

—  Etant  donnée  l'équation  x*  -f  y^  —  i  —  (2ic  +  y  —  i)»  =  o,  calculer 
les  coordonnées  :  1*  des  foyers;  2*  des  sommets  réeU;  3"  des  sommets  imagi- 
naires, de  la  courbe  qu'elle  représente. 

Equation  du  second  degré  qui  représente  le  feisoeau  des  asymptotes. 

—  Points  remarquables  de  la  courbe  a?'  -1-  œy^  -\-y^  —  x^  =  o. 

x^ 

—  Etant  donnée  la  courbe  dont  Téquation  est  y^  =  ,   calculer   les 

I  —  X 

coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  tangentes  issues 
d'un  point  donné  (ap). 

—  Sachant  que  pour  qu'une  forme  homogène  du  second  degré  à  trois  variables 
soit  un  carré  parfoit,  il  faut  et  il  suflit  que  les  trois  dérivées  partielles  de  cette 
forme  soient  des  multiples  d'un  même  polynôme  homogène  du  premier  degré, 
appliquer  celte  propriété  à  la  recherche  des  foyers  de  la  courbe 

y»—  3a?î/4-ir*— I  =o» 

—  Lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d*un  point  (ap)  du  plan  à  toutes 
les  hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes. 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  de  la  courbe 

y  =  x^zh —  x'^  Ji   4-   £p. 

—  Soit  l'équalion  Ao?»  -j-  3B«'[/  -f  SÇry'  -f  DJ^»  +  3Eic'  -\-  6¥xy  +  3Gy^ 
+  3Ux  +  3Ky  =  o,  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  menées  de 
Vorigine  des  coordonnées  dans  la  courbe  représentée  par  cette  équation. 

—  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  des  équations 

Ax^  +  2Bxy  -h  Cî/2  +  1  =  o, 
et  A'  (x  -X)'  -h  2B'  (a;-"X)  y  +  Cy  +  i  =o, 
Dour  que  l'axe  des  x  soit  une  sécante  commune  aux  deux  coniques  qu'elles  re- 
présentent. —  Quelles  applications  immédiates  peut-on  foire  du  résultat  trouvé? 


X       y 

—  Soient  f(x^y)  =  o  et h  -r i  =  o  les  équations  <f  une  courbe  quel- 

a        0 

conqae  et  d'une  droite;  trouver  l'équation   de  la  courbe  symétrique  de  h 
courbe  donnée  par  rapport  à  la  droite  donnée. 

—  On  demande  de  fofttiet*  l'équation  gétlOfale  des  (bourbes  du  qaafriè^me  degré 
ayant  deux  branches  passant  à  l'oHgine  des  ales^  —  Cela  posé,  troaver  ie^ 
contacts  des  tangentes  liiéhééâ  de  l'ofigirtë  â  la  coufbe  complète,  et  former 
l'équation  du  faisceau  de  ces  tangentes. 

—  Recheretan  des  séoantes  coitiiliunes  dui  deui  coniques 

—  Rechercher,  par  le  calcul  et  par  le  raisonnement  direct,  si  deux  eoDiqiKs 
peuvent  être  bitangentes  en  des  points  imaginaires. 

—  Construire  la  courbe  ayant  pour  équation  y  =  x  . 

-*  On  mène  à  la  coutbe  y  =â  a;'  Utle  tangente  qui  i^nodntre  la  courbe  oa  on 
second  point  B  autre  que  le  contact  A.  On  demande  le  lieu  des  milieux  de» 

segfitetttâ  Att  eottipi'fs  ènt  dhût\m  tdngeiite  mtm  eês  6mt  païû^. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


KtftliéittAUques  élémeniaireft* 

346.  —  Sur  une  droite,  à  partir  d'uti  point  Â,  on  porte  Aes 
longueurs  égales  AB^BC,  un...  à  la  suite  le»  unes  des  a«ires; 
au  point  A  on  élève  Une  perpendiculaire  AX^  et  l'on  joint  î 
aux  dirers  points  de  dîyieion.  Trouver  une  relation  entre  les 
angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  X  les  àireni  segmenli 
AS,  fiC,  CD,  etc. 

947.  —  t)ans  utl  |)araltélogrammey  on  donne  la  somme) 
des  côtés  et  des  diagonales  aa,  un  angle  p^  et  Tangle  des 
diagonales  uf.  Trotirer  les  ddtés  et  1m  diagonales* 

348.  —  Trois  circonférences  passent  en  un  point  fi,  et 
se  coupent  en  trois  autres  points  situés  sur  une  droite  xy, 
Si  par  un  point  queleonque  de  xyf  on  mène  des  tangentes 
filti^  irais  elfCoîifétences,  les  trois  (joints  de  coutaôt  ainsi 
obtenus  et  le  point  H  sont  sur  une  même  circonférence. 

349.  —  Sans  tout  quadrilatère,  les  diagonales  coupent 
len  eôtés  du  parallélogramme  maximum  inscrit  aux  som- 
mets d*ttfl  Aeixxïkma  quadrilettèrei  inscfil.  dans  le  paratlé^ 


-ki- 
logramme semblable  ftti  (}uadHiaièrô  donné,  el  égal  au  quart 
de  ce  premier  (|uadri1atëre. 

350.  —  Les  oenires  de  gravité  des  quatre  triangles  dans 
lesquels  tout  quadrilatère  est  divisé  par  ses  deux  diagonales 
sont  les  sommets  d'un  second  quadrilatère  semblable  au 
parallélogramme    maximum    inscrit  dans    le    quadrilatère 

proposé,  et  équlTalenl  diiît —  de  Ce  quadHlaière. 

351.  —  On  donne  un  cercle  0,  deux  diamUres  rectangu- 
laires AA'y  fiB';  trouver  sur  OB  un  point  G  tel  qu'en  joignant 
AG  et  en  menant  DCD'  parallèle  à  AA'  le  prolongement  de 
AG  partage  Tare  BD'  en  deux  parties  égales. 

352.  — Gonstruire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  l'angle  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle 
ou  de  son  supplément. 

353-  — -  Sur  la  circonférence  d'un  demi -cercle  de  diamètre 
AB,  on  donne  un  point  P.  On  demande  de  mener  par  ce 
point  une  droite  PX  rencontrant  le  diamètre  en  X  de  telle 
manière  que,  si  Ton  élève  par  le  point  X  l'ordonnée  XY  du 
cercle  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  on  ait 

PX*  —  Xy«  =  d\  (Lieber.) 

854.  —  Mener  par  un  point  P,  pns  dans  l'intérienr  d'un 
cercle»  une  corde  qui  soii  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  le  point  P.  *  (Ueber.) 

Mathématlquea  spéciales. 

5S  .  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  enfre  les 
coefficients  de  l'équation 

jc«  -I-  Px»  4-  Qx*  +  Rx*  +  &r*  +  Ta?  4-  U  =  G 
pour  que   la  somme  de   trois  des  racines   soit  égale  à  la 
somme  des  trois  autres. 

356.  -^  Étant  donnée  une  conique^  on  considère  les  cercles 
qui  sont  tangents  à  cette  Conique  et  tels  que  les  tangentes 
communes  à  la  conique  et  au  cercle  soient  parallèles.  Trouver 
le  lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles  ^ 
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367.  —  Étant  donnée  une  conique  tangente  en  deux  points 
fixes  A  et  6  aux  deux  côtés  d'un  angle  fixe,  on  mène  à  celte 
conique  une  troisième  taugente  variable  terminée  en  C  et  D 
aux  côtés  de  l'angle  donné;  par  les  points  G  et  D,  on  mène 
des  parallèles  aux  deux  côtés  de  l'angle:  on  demande  le  lien 
des  points  d'intersection  de  ces  parallèles  quand  la  troisième 
tangente  prend  toutes  les  positions  possibles.  (On  pourra 
employer  les  coordonnées  trilinéaires  pour  résoudre  ce  problème,) 

358.  —  On  demande  si  la  série 

^  -r    ,    "r"2'«  +  p"^3'«  +  p"T"---"*"  (n— i)m+i»'  •• 
est  convergente. 

On  pourra  appliquer  le  théorème  qui  permet  de  considérer  le 
I 

rapport  -y^ comme  caractère  de  convergence. 

359.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  polynômes 

ax^  +  ^^*  +  c 
cxf  +  bx*  -f-  ^ 
aient  un  facteur  commun  du  second  degré. 

360.  —  Le  quotient  de  (2m  —  i)!  par  (m)!  (w  —  i)!  est 
toujours  un  nombre  pair,  excepté  quand  m  est  une  puis- 
sance de  2;  l'exposant  de  la  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  le  quotient  est  (q  —  p  —  i),  q  étant  la  somme 
des  chiffres  de  2m  —  i  écrits  dans  le  système  binaire  et 
p  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  m,  (Wolstenholme.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KCEHLER. 
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ECOLE  SPECIALE   MILITAIRE  1881 


Composition   do   Mathômatiques   [trois   heures). 

On  donne  un  cône  de  révolution  dont  la  génératrice  SA  fait 
avec  Taxe  SZ  un  angle  p,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  b. 

i^  Démontrer  que  V ellipse  peut  toujours  être  obtenue  en  coupant 
le  cône  par  un  plan  convenablement  déterminé. 

^  Si  kB  est  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méridien  ASB 
qui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  l'elation 

SA  .  SB  =  -.iVïï-- 

5*  Calculer  en  fonction  des  données  a,  b,  p,  par  des  formules 
logarithmiques,  l'angle  SAB,  la  portion  SA  de  la  génératrice, 
cinsi  que  Vaire  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 
a  =  43%9o6,  b  =  25",4346,  p  =  S^  12  '8^48. 

1<^  Supposons  que  le  plan  sécant  soit  déterminé  d'après  les 
conditions  de  l'énoncé  ;  soit  AB  sa 
trace  sur  le  plan  méridien  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Si  Ton  mène  BC  per- 
pendiculaire à  SZ,  on  sait  que  la  len- 
teur AG  est  égale  à  la  distance  focale 
2c;  dans  le  IriangleABC  on  connaît  donc 
AB  =  20,  AC  =  2C,  Tangle  0=90^—  p. 
On  peut  donc  construire  ce  triangle; 
la  construction  est  toujours  possible 
d'une      seule     manière,    parce     que 

AB  >  AG. 

La  perpendiculaire  DS  élevée  sur  le  côté  AB  en  son  milieu 
détermine  la  position  du  point  S,  et  par  suite  le  triangle  SAB. 
Ge  triangle  détermine  la  position  du  plan  sécant. 

2^  Le  triangle  ABG  donne  la  relation 


AB»  =  AG*  +  4BD»  —  4BD .  AG  sin  ^ 


jourhal  db  hath.  1881« 
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ou  bien  a^  =  c*  +  BD*  —  2BD  .  c  sin  ^5  ; 


d'où  l'on  tire    BD  =  c  sin  ^  +  Y^'  +  c^  siu'  ^ 
en  prenant  le  radical  avec  le  signe  +,  car  le  signe —  don- 
nerait pour  BD  une  valeur  négative  qui  ne  convient  pas  a 
la  question. 
On  a  ensuite 

ep  BD  yV  +  c^sin«?      , 

oU   =    — : 7—    =    : \-C 

sm  p  sm  p  ' 

et  oA  =  bi5  —  2C  = • ■ —  —  c. 

sin  p 

n             cA       en         **  +  c»  sin*  j5         ,  6« 

Donc      SA  .  SB  .^ ^ s c*  = 


siu«  p  sin*  p 

3®  Le  triangle  ABC  donne 

a  c 


cos  p  sin  B  ' 

,,  ,  .     ^  c  cos  p 

d  ou     •  siu  B  =  1-. 

a 

En  posant  —  =  cos  «p, 

ou  a  c  =  Va*  —  6*    =  a  sin  © 

et  par  suite  sin  B  =  sin  9  cos  j3. 

L'angle  SAB  est  égal  à  B  -f-  C  ou  à  90*»  —  f^  +  B,  expres- 
sion dans  laquelle  il  faut  prendre  pour  B  l'angle  aigu  cor- 
respondant à  la  valeur  de  sin  B. 

La  valeur  de  SA  trouvée  pins  haut  peut  s'écrire 


=  ^iï'  +  7^^  -0 


SA  .  .        .      .     -   , 

sm*  p 

^     ,       ,  b  col o 

ou,   en  posant     tg  ({;  = 


c  sin  p  sin  (3 

SA  =  c  [y/i  +ig'|  -"i]  =  c   ^'-'^"f^^ 

COS  y 

.1;  d/ 

2C  Sin*  -i-  2a  sin  9  sin*  -^ 

2  ^2 


COS  '1  cos   '^ 

Enfin  la  surface  du  triaugle  SAB  a  pour  expression 

S=  —SA.  SB  sin  2p  == : ^  =  6*  cot  S. 

2  '  2  sin*  p 
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APPLICATION  NUMÉRIQUE 

Calcul  de  ranqle  ©.  cos  cp  ==  — = — -î-^ — 

'^    ^  ^        a       43,906 

log  25,4346  =  1,425  4249 
colog  43,906  =  2,357  4761 
log  cos  <p  =  7,762  9010 
9  =  54\^5'56',o8. 
Calcul  des  angles  B  et  SAB. 

sin  B  =  siu  9.C0S  ^.  log  sin  9  =  1,91 1  2198.2 

log  cos  5^i2'8',48  =  7.998  2072.9 

log  sin  B  =  1,909  4271 . 1 

B  =    54016'  5^33 

90«  —  p  =    84«47'5i%52 

SAB  =  B  +  90^  —  P  =  i39»  3'56',85. 

Calcul  de  Vangle^. 

cot<p  _  cot54^35^56^o8 

^"^^    sin  p  ~   sin    5«I2'8^48 
log  cot  54^3 5'56'',o8  =  r,85i  6811.8 
colog  sin  5**i2'8',48  =  1,042  5195.6 

log  tg 'j/  =  0,894  2007.4 
•]/=  82^43  45^I  3 

—  4.  =3  4i«2i'52^57. 

Calcul  de  SA. 

2a  sin  o  sin*-^- 
'          2 
SA  =  - 

cos  ^ 

2.43,906.  sin  54«35'56^o8sin«4I«2I'52^57 

COS  82**43'45',i3 

log  2  =  o.3oio3 

log  a  =  1,6425239 
log  sin  9  =  7,9112198.2 

2  log  sin  -2-=  7,6402035.4 

colog  COS  ^  =  0,8977068.5 

log  SA  =  2,3926841^1       SA  =  246,9927. 
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Calcul  ds  la  surface  du  tnangle  SAB. 

S  =  6*  cot  p  =  (25,4346)*  cot  5«i2'8',48 
2  log  b  =  2,8108498 
log  coi  p  =  1,0407268.5 
log  S  =  3,8515766.5 
S  =  7105.2057 

Deuxième    Question.    —  Résoudre     V équation    y  ï^^l  +  a 

-j-\/ X  +  b:=c,  te^  lettres  a,  b,  c,  lu  désignant  des  nombra 
donnés  dont  le  dernier  est  supérieur  ou  au  moim  égal  à  1. 
Co.xditioti  de  réalité  des  racines.  Limites  de  c. 

En  faisant  disparaître  successivement  les  deux  radicaux 
d'après  la  mélhode  connue,  on  obtient  Téqualion  du  second 
degré 
x*(m— 1)*+^^[(»'*"-0(«— <'— ^*)— 2C']+(<^— *— c')*— 4&c*=o 

La  condition    de  réalité  des  racines  est 
[(m—  i)(a— 6— c')— 2c*]»+46c*(w— I  )«— (m— i  )'(a— 6— c*>*>o 
ou,  après  réduction  et  division  par  4c',  facteur  positif  : 
c^  —  {m  —  i)(a—  b  —  c*)  +  b(m  —  i)*  >  o 

mc^  +  (wi  —  i)  {mb  —  a)  >>  o 

On  voit  que  si  m6  —  a  est  positif,  les  racines  seront  tou- 
jours réelles;  si  m6  —  a  est  négatif,  c  devra  ôtre  plus  grand 

I    ]/(a-^mb){m — i)        ,  ...  l/(a— w6)(m — i) 

que  +  Y '^^  P^us  petit  que —  y  ^ '-^ '-. 

^  tn  '  lîi 

Il  est  essentiel  d*obsorver  qu'une  seule  des  valeurs  de  ce  peut 
satisfaire  à  Téquation  donnée,  si  les  radicaux  n'y  sont  pas 
affectés  du  double  signe. 


EPURE 


On  donne  un  plan  PaP',  incliné  de  40  degrés  sur  le  plan 
horizontal  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligne  de 
terre  un  angle  de  36  degrés .  Un  cercle  situé  sur  ce  plan^  dans 
le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP'  et  a 
pour  diamètre  54  millimètres;  ce  cercle  est  la   base  d'un  cône 
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droit,  situé    au-dessus  du  plan  PaP'  et  dont  la  hauteur  égale 
lOS  millimètres.  On  demande  : 
4^  De  consti^ire  les  projections  de  ce  cône  ; 
2°  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur; 

5»  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre 
situé  à  droite. 

Pour  coustruire  l'épure,  je   vais  déterminer  les  diverses 
parlies  du  problème  sans  me  servir  des  projections  du  cône. 
D'abord,  je  déterminerai  facilement  la   trace  horizontale 
et  la  trace  verticale  du  plan,  ainsi  que   le  rabattement  de 
la  trace  verticale  de  ce  plan.  Il  suffît  pour  cela  de  mener 
aP  faisant    avec  la    ligne  de  terre  l'angle  de  36®;  ensuite, 
je  mènerai  yi  perpendiculaire  à  aP,  Se,  parallèle  à  <xP,  jus- 
qu'à la  rencontre  avec  ye,  faisant  avecyS  un  angle  de  40®;  8e, 
est  égal  à  la  cote  d*un  point  de  la  trace  verticale  aP',  et  si, 
sur  le  prolongement  de  8y  je  prends  ye^  égal  à  ys,,  le  point 
61  sera  un  point  du  rabattement  de  la  trace  verticale. 

D'après  cela,  j'aurai  facilement  sur  le  plan  rabattu  le 
cercle  de  base,  puisque  je  connais  son  rayon,  et  que  je  sais 
qu'il  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP^'.  Le  centre  de  ce 
cercle  se  trouve  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  traces, 
et  ausgi  sur  une  parallèle  à  la  ligne  aP,  distante  de  cette 
droite  de  27  millimètres.  J'aurai  donc  facilement  ce  centre 
rabattu  en  0^,  et  par  suite  ses  deux  projections  seront  en 
0  et  0'. 

Pour  avoir  le  sommet,  je  remarque  que  le  plan  projetant 
horizontalement  la  hauteur  coupe  le  plan  PaP'  suivant  une 
ligne  de  plus  grande  pente;  si  je  rabats  ce  plan  projetant, 
la  ligne  de  plus  grande    pente  se  rabat  suivant  (oO,  et  la 
hauteur  suivant  0,8,,  perpendiculairement  à  la  droite  pré- 
cédente; je  prends  OjSg  =  108  millimètres,  et  en  menant  du 
point  S,  une  perpendiculaire  à  oo),  j'ai   en  s  la  projection 
horizontale  du  sommet;  il  est  donc  facile  d'obtenir  la  pro- 
jection verticale  de  ce  sommet,  puisque  je  connais  la  pro- 
jection verticale  de  la  hauteur;  j'aurai  aussi  facilement  le 
point  (m,  m')  milieu  de  la  hauteur,  et  par  suite  les  projections 
de  la  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 


^ f;^ 
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L'intersection  de  cette  droite  avec  le  cône  s'obtiendra 
avec  la  plus  grande  facilité.  En  effet  le  plan  déterminé  par 
celte  droite  et  le  sommet  est  un  plan  méridien  de  la  sur- 
face. J'oblien  Irai  facilement  la  trace  horizontale  de  ce  plan 
en  cherchant  la  trace  horizontale  (a,  a)  de  la  hauteur  et 
menant  par  ce  point  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Soit 
C  le  point  où  cette  droite  rencontre  la  trace  horizontale 
du  plan; je  mène  CO^,  j'ai  le  rabattement  de  l'interseclion 
du  plan  de  base  avec  le  plan  méridien  considéré  ;  par  suite 
j'aurai  facilement  les  projections  de  Tintersection  de  la  base 
du  cône  et  de  ce  plan  méridien;  en  joignant  ces  points  au 
sommets,  j'aurai  les  projections  des  génératrices  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  du  côue.  J'aurai 
donc  en  n  et  r  les  projections  horizontales  de  ces  points. 

Pour  la  troisième  partie,  je  mène  au  point  E^  la  taugente 
au  cercle  de  base;  elle  rencontre  en  t  la  trace  horizontale 
du  plan;  du  reste  la  trace  horizontale  de  la  génératrice 
passant  en  r  est  h;  doue  M  est  la  trace  horizontale  du  plan 
cherché.  Il  est  facile  d'avoir  la  trace  verticale  que  je  n'ai 
pas  menée  dans  la  figure. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  construire  les  projections  horiaontales 
et  verticales  de  la  base  du  cône,  et  à  mener  par  les  points 
seis  des  tangentes  respectivement  à  ces  courbes  pour  ter- 
miner l'épure. 

ÉCOLE  NAVALE 


CONCOURS  DE   1881 

Géométrie. 

Démontrer  que  deux  pjTamides  de  même  hauteur  et  de  bases  équivalentes 
Boni  équivalentes. 

—  Daas  un  triangle  ABC,  on  donne  b  et  a.  Une  transversale  rencontre  AB  au 
point  D,  AC  aupoiDt  E,  BCau  point  F.  On  donne  AE  =  p  ;  FB  =  m.  Démon- 
trer que  si  Ton  appelle  2  la  surface  de  ADE,  S  la  surface  de  ABC,  on  a 

a 

2  ^  ^  In  p2 

I  -i — 

m     b 
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statique. 

Un  triangle  ÂBC  a  Tun  de  ses  sommets,  A,  qui  est  fixe.  Déterminer  la  force 
à  appliquer  au  point  B  pour  que  le  côté  BC  soit  liorizontal. 

•^  On  donne  un  triangle  quelconque;  on  demande  quel  est  le  cercle  qu'il 
faut  enlever  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit  pour  que  le  centre  de  gra- 
vité de  la  partie  restante  soit  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

Arithmétique . 

5  I 

Ex  traire  la  racine  carrée  de  48  +  à  — près.  Raisonnement. 

II  7 

Algèbre. 

On  coupe  un  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  et  on  considère  le  cylindre 
droit  ayant  même  base  que  le  cône,  et  sa  base  supérieure  sur  le  plan  sécant. 
Étudier  la  variation  de  la  somme  de  la  surface  latérale  du  cvlindre  et  de  la 
surface  latérale  du  cône  supérieur. 

Trigonométrie. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  plan  formant  un  angle  de  Bg*  avec  le  plan  horizontal  et  doot 
la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  53*  avec  la  ligne  de  terre.  Troover  le» 
projections  d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  hexagone  régalier 
ayant  son  centre  et  le  milieu  d*un  des  côtés  sur  la  trace  du  plan.  Cet  hexagone 
est  situé  dans  le  plan  ;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  i5  centimètres,  le  côté 
de  l'hexagone  a  3  centimètres,  et  le  sommet  de  la  pyramide  est  dans  le  second 
dièdre.  On  cherchera  la  projection  de  la  section  par  le  plan  bissecteur  da 
premier  dièdre. 


SUR  DEUX  PROBLÈMES  D'ARITHMÉTIQUE  ; 

Par  E.  Catalan  (*]. 


I.  Prbmibr  problème.  —  De  i  an  (inclusivement),  œmbien 
y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  premiers 
donnés,  a,  b,  c,  ...  k,  1? 

Ce  problème  est  loin  d'ôtre  nouveau.  On   en  trouve  une 

[*)  Cette  Note  a  pour  origine  un  travail  de  M.  Mlnine  [Jounuil  de  Mctthéma- 
tiques,  t.  Y,  p.  58).  Touchant  ce  travail,  je  ferai  une  seule  remarque  :  les 
énoncés  adoptés  par  l'auteur  peuvent  être  remplacés  par  ceux-ci  : 

O0  I  à  p  (inclusivement;,  combien  y  a^t-il  de  nombres  non  divisibles  par 
des  nombres  premiers,  donnés  ? 

Quelle  est  la  somme  des  nombres  compris  entre  i  et  p  (inclusivement),  et 
non  divisibles  par  des  nombres  premiers,  donnés  ? 
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soluiioQ  dons  mes  Mélanges  mathématiques  (p.  133),  calquée 
sur  celle  d  un  problème  plus  simple  (N.  A.  t842,  p.  466). 
En  appelant /'(n)  le  nombre  cherché,  et  en  désignant  par 

("b"  )  ^^^  ^^   P^"^  grand   entier  contenu  dans  -rr— ,  on  a 

«») = -  -  2(-f  )  +  Li-ir)  - 1:(-^)  +  -  w 

n.  Eœemple.  —  Soient:»  =  6o,  a  =  5,  6  =  7,  c  =  i3. 
La  formule  donne 

f{6o)  =  60  —  (12  +  8  4.  4)  +  I  =  37. 

Eu  effet,  de  i  à  60,  il  y  a  3/  nombres  premiers  avec  5, 
7  et  i3  ;  savoir  ; 

I,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  II,  12,  16,  17,  18,  19,  22,  23,  24, 
2^7»  39»  3i,  32,  33,  34,  36,  37,  38,  41,  43,  44,  46,  47, 
48,  5i,  53,  54,  56,  58,  59. 

m.  Remarque.  —  L'inspection  de  la  formule  (A)  suggère 
une  autre  solution,  basée  sur  un  raisonnement  bien 
connu  (**). 

Le  nombre  cherché  serait 

"-œ-(T)-(-r)-  =  «-2(f> 

si  chaque  multiple  de  a  n'avait  été  supprimé  qu*une  fois  ; 
si  chaque  multiple  de  b  n'avait  été  supprimé  qu'une  fois  ; 
etc.  Mais,  parmi  les  multiples  de  a,  il  en  est  qui  sont  mul- 
tiples de  6,  c'est-à-dire  multiples  de  ab.  Ces  derniers  mul- 
tiples (aussi  bien  que  les  multiples  de  aCj  de  &c,...)  ont 
donc  été  supprimés  à  tort  :  en  les  rétablissant,  on  trouve, 
au  lieu  de  l'expression  précédente, 


"  -  2(v) + 2(^)- 


Cette  application  singulière  de  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  donne,  finalement,  la  formule  (A)  (***). 


l*)  Ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait  observer,  le  symbole  {-jt")  équivaut  à  celui-ci: 

ï(— j,  adopté  par  Legendre. 

(**)  Laplace  eo  a  fait  usage,  dans  la  Théorie  des  probabUilés, 
(***]  Afln  d'abréger,  je  ne  fais  qu'indiquer  la  marche^^à'  suivre^ 
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IV.  Cas  particulier,  —  Si  a,6,c....  sont  les  facteurs  premiers 
den  (inégaux), /'(7i)  devient  la  fonction  numérique  <^(n)  (*); 

ç(„)  =  «  -  2-T  +  I^-w  -  S-^  +  •  •  ' 

ou      ç(n)  =  n  (.  -^)  (,  _  -L)  (,  _  ^)  .  .  .  ;      (B;, 

ce  qui  est  la  formule  connue  (*^). 

V.  Second  problème.  —  Quel  est  la  somme,  S(n),  des  nombres 
considérés  dans  le  premier  problème? 

1°  La  somme  dos  nombres  i.  2,  3,  . . .,  n  est — n  (n  -{-  i). 

2°  La  somme  des  multiples  de  a  égale 

4-  (t)  B)  +  ■]  "• 

3*^  La  somme  des  multiples  de  ab  est 

i  (■^)  [(^) + ■]  «'■  -• 

En  répétant,  mot  h  mot,  le  raisonnement  indiqué  ci-dessus 
(III),  on  trouve 

,S(„)=„(„  +  ,)-2''(-f)[(T)+'] 

+  2"'  i-ir)  [(^)  +■]-■■  "=' 

VI.  Exemple,  —  Soient  encore  :  n  =  60,  a  =  3,  6  =  7, 
c  =  i3.  Nous  aurons 

2S  (60)  =60.  61  —  5.   12.  i3  —  7.8.9—13.4.5 

+  35.1.2=3  660  —  780  —  504  —  260  -j-  70, 
ou  S(6o)  =3  1093  ; 

comme  on   peut   le  vérifier   sur   les  nombres  donnés  plus 
haut. 

VII.  Cas  particulier,  —  Lorsque  a,  6,  c,  . . .  sont  les  fac- 
teurs premiers  de  n,  le  second  membre  de  (G)  se  réduit  à 
-■■■----  -     -  I  — 

(*)  De  Gauss.  si  mes  souvenirs  sont  fidèles, 
donc 
(•♦)  N.  A.  (1841,  p.  46). 
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-  !  " + ■ -2:[-f  +  ■]+ 2[-^  +  ■] 

La  quantilé  entre  accolades  peut  ètro  écrile  ainsi 


I 

"    •  •  • 


="0-i)(--4-)(--„ 

+   (I    -    I)(I    -    I)(I    -    l)    ... 

Donc,  (T  désignant  la  somme  cherchée, 

2 

OU  (T  =  —  9(n*), 

2 

conformément  à  un  théorème  connu  (*). 


QUESTIONS  D'EXA^MENS 


Établir  par  la  géométrie  la  surface  da  quadrilatère  inscrit  en 
fonction  des  quatre  côtés. 

Je  mbne  la  diagonale  BD  ;  j'ai,  en  appelant  S  la  surface 

j           -.  .1    %              nt         ch      ,      ah' 
du  quadrilatère  S  = 1 . 

Les  triangles  semblables  BFC,  ÂDE  me  donnent 

A  —  A 
h'    ~    d  ' 

d*oîi  je  tire  K  =  — r— . 


(*)  Ce  théorème,  que  l'on  peut  démontrer  en  trois  lignes^  est  dû,  je  pense,  à 
M.  n.  Postula.  (N.  C.  M.,  t.  IV,  pp.  207  et 
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D.B.  s  =  »(li^) 

D'autre  part,  en  cherchant,  par  les  deux  triangles  BAD, 

BCD,  la  valeur  de  la  diagonale,  j'ai 

a?»  ==  6«  +  c*  —  2C  .  FC  =  o«  4-  d«  +  2(1  .  DE. 

FC  b 

Gomme  j'ai  aussi  la  projection  -=r=-  =  —,  d'oîi  je  tire 

DE=  -I£-li-. 


j'obtiens  FG  =    Hb^  +  c^-a^  ^d^)  ^ 

2(cb  +  ad) 
et  par  suite 

A«  =  6.  _    fc'(ft'  +  C  -  g'  -  d')' 

4(c5  +  ad)^ 
Donc 

g,  _    4(c&  +  Qd)«  —  (6«  +  c«  —  g»  —  d«)' 

i6 
On  a,  par  une  transformation  simple, 

i6 
En  posant,  comme  à  l'ordinaire 

on  trouve 

S«  =  (p  -  a)(p  -  6)(p  -  c)(p  -  d). 


Par  un  point  A  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une 
sécante  AMN,  et  on  joint  le  centre  aux  f row  poin/s  A,M,N. 
Démontrer  que  l'on  a 

.      AOM      ,      AON 

ig .  tg =  const. 

2  ^2 

Je  joins  le  point  M  et  le  point  N  au  point  B,  extrémité 
du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A.  J'ai 


NBA=: 


2 

NOA 

■2 
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Il  faut  donc  démontrer  que  j'ai 

Ig  MBA  .  tg  NBA  =  const. 
Pour  cela,  je  joins  les  poinls  M  et  N  à  l'autre  extrémité 
C  du  diamètre  AOB.  J'ai 

Donc  >g  MBi  .  Ig  NBA  =    ^°  ;  ^°  . 

D'autre  part,   les   deux  triangles  MBN,  MCN  ayant  un 

,      ,     ,  MCN  MC  .  NC 

angle  égal,  on  a 


et  aussi 


MBN  MB  .  NB 

MCN  CQ  AG 


MBN  BP    ""    AB  ' 

AG 


Donc  tg  MBA  .  tg  NBA  = 


AB  • 


La  différence  entre  un  arc  ditr  premier  quadrant  et  son  sinus 
Cil  moindre  que  le  double  du  carré  de  l'arc  dioisé  par  le  rapport 
de  la  circonférence  axi  diamètrey  en  supposant  le  rayon  égal  à 
Cunilé. 


On  a  2a  <  T. 

2 


et  aussi  a  <  tg  a  — . —  a  <  cotg  a. 

On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
première  inégalité  par  cos*  a,  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  sin*  a, 

a  cos*  a  <  sin  a  cos  a 

l-^  —  a  \  sin*  a  >  sin  a  cos  a; 

d'oîi  l'on  tire  a  sin'  a  >  a  —  sin  a  cos  a 

( a  J  sin*  a  <  sin  a  cos  a; 

,,  ^  3  sin  a  cos  a 

dou  ' — —  <  — : : 

.a  a  —  sin  a  cos  a 

7t  a 

ou  —  < 


2a  a  —  sin  a  cos  a 
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On  eu  tire     a  sin  a  cos  a  < 
et,  a  fortiori  y       a  —  siu  a  < 


2a 


i 


20^ 


7C 


k  etB  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs,  ayant  plus  delà 
moitié  (les  chiffres  de  gauche  communs,  et  o/i  a  A  >  B,  Démontrer 

que  l'on  a  toujours     V/a —  \/b     <  — 

P 
p  étant  entier  et  positif. 

On  a  identiquement 

xP  —  yP 
— — —  =xP-i-i^yœP-^+  ..,  +  yp-i 

ou,  puisque  oc>  y, 

xP  —  yp 

Posons  ^p—j^,      yP  =  B, 

il  vient  ^/r-  Ç/b"<  2-  .     ^  -  ^ 


ou 


Soit  fc  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B;  B  a  au  moins 
2k -\-  1   chiffres; 
donc  on  a  A  —  B  <   iqA';  B  >   io2'^ 

Donc  (^  -  ^"'    <         'o*" 


BP  —  ^  I  o2*P  -  «A 

(A  —  B)P  I 

ou  -i J—  < 


Gomme  on  a  certainement 

P    >   2, 
on  voit  que  cette  expression  est  inférieure  à  i  ;  donc 

P 
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Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre,  S  la  surface, 
r  le  rayon  du  cercle  inscrit.  A,  B,  G  les  angles.  Démontrer  que 
les  racines  de  Véquation 

fiont  les  rayons  des  cercles  ex-insciHts  au  triangle. 

A. 
On  a  p  Ig  —  =  Ta  ; 

ji 

Donc   déjà  la  somme  des  racines  peut  être  considérée  comme 
la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 

On   a  aussi 

,  ^  ,/      A^    B   ,  ^    B       G   .        G       A\ 

ra  Vb  -f-  rb  ro  +  rc  ro=;>'(^lg-  tg--  +  tg-  lg--+tg—  ig—j 

ou,  d'après  une  relation  connue  entre  les  demi-angles  d'un 
triangle,  ra  rt  +  **«  ^c  +  rt  n  =  p^. 

S* 

Enfin  on  a  rarb  rc  =  pS  =  . 

r 

On  voit  donc  bien  que  ro ,  r6  ,  rc  sont  les  racines  de  Té- 

qualion  proposée. 


Etant  donnés  deux  nombres  entiers  a  et  h,  premiers  entre 
c«a\  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  nombres  entiers  x 
et  y  y  tels  que  l'07i  ait  Vidi-ntité 

ax  —  by  =  I . 

Soient  a  et  6  les  deux  nombres  entiers  donnés,  que  nous 
supposons  premiers  entre  eux;  cfTectuons  les  opérations  de 
la  rocberche  du  plus  grand  commun  diviseur;  le  dernier 
reste  sera  l'unité,  et  nous  aurons 

a  =  bqi  +  Ri 
b  =  R,7,  +  R, 

Ri    =    ^2^3   +  ^9 


Rh-8=    Rn-2^n-l    +    ^n- \ 

deux  restes  consécutifs  quelconques  satisfont  à  la  condition 
énoncée;  car  on  a  d'abord 

Rn  -  2  —  R»  -  I  qn=^  I  • 
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Ërimiaons  Bn-i  entre  celte  égalité  et  la  précédente;  nous 
aurons  R„_3  g»  —  Rn-2  =  Rn~2  qn-i  ?»  —  i  ; 

d'où  R»     3  ?n  —  Rn -2  (i  +  qu  qn-i)  =  —  i 

et  Ton  voit  que  les  nombres  ^r»  et  i  -|-  ?*î— i  satisfont  à  la 
condition  demandée  par  rapport  aux  deux  restes  consécu- 
tifs Rn-3  el  Rrt-2- 

En  général,  si  la  condition  est  remplie  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  l'est 
aussi  pour  les  deux  précédents. 

Car  si  l'on  a,  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers, 

mRp  —  nRp4-i  =  ±  i 
en  éliminant  Rp  _  ^  entre  cette  relation  et  l'égalité, 

R/»  — <=  I^p  Op  +  1  "h  I^p+i> 
il  vient  mRp  —  nRp-i  =  —  nRp  Qp+i  zt  i 

ou  fiRp-i  —  Rp  (m  -f-  ^Qp+i)  =  +  I» 

relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  énoncée. 

Or,  la  condition  étant  remplie,  pour  les  restes  Rn  -  «  et 
Rn  ~  „  ainsi  que  nous  l'avons  reconnu  directement,  elle 
Test  aussi  pour  les  restes  Rn  —  4  et  Rn  -  3,  et  ainsi  de  suite, 
en  remontant,  de  sorte  qu'elle  sera  également  remplie  pour 
les  deux  nombres  d'où  l'on  part,  a  et  6. 

Il  existe  donc  des  nombres  entiers  ce  et  t/  tels  que  l'oa 
ait  ax  —  fey  =  it:  !• 

Soient,  par  exemple  les  deux  {nombres  56  et  i5  qui  sont 
premiers  entre  eux;  on  a 

56  =  i5  X  3  +  Il 

.i5  =  II  X  I  +     4 
îi  =     4x2+    3 
4  =     3X1+     I 
La  dernière  égalité,  retranchée  de  la  précédente,  donne 

11—4  =  4X2—  I 
d'où  1 1  —  4  X  3  =  —  I . 

Retranchons  celle-ci  de  la  précédente  multipliée  par  3, 
nous  aurons 

i5  X  3  —  II  =  II  X  I  X  3  +  I 
ou  i5x3—  11x4=1. 

Enfin,  retranchons  celte  dernière  de  la  première  égalité 
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multipliée  par  4,  et  nous  aurons 

56X4— i5x  3  =  i5x3X4— I, 
c'est-à-dire         56  X4  —  i5X  i5= —  i, 
Les   deux    nombres  4  et    i5   satisfont  donc  à  Tégalité 

56x —  i5y  =  — !• 
—  Supposons  qu'il  faille  satisfaire  à  Tégalité  ax—^by  =  c 
par  des   valeurs  entières  de  x  et  de  y,  a  ei  b  étant  deux 
nombres  premiers  entre  eux.  Soient  a  et  ^  deux  nombres 
entiers,  tels  que  l'on  ait 

ax  —  fc?  =  it  I 
il  en  résulte  a  .  ac  —  5  .  ^c  =  db  c 
de  sorte  que,  si  l'on  a 

ax  —  6p  =  4-  I , 
on  aura  a?  =  ca 

et  y  =  cp, 

et  si  l'on  a  oa  —  &p  =  —  i, 

on  aura  x  =  —  col 

et  y  =  — cp. 

On  déduit  facilement  de  là  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  l'équation  ax  -f-  by  =  c;  mais  ce  n'est  pas  là  ce 
qui  nous  occupe. 

-^  Proposons-nous  maintenant  la  question  suivante,  tout 
à  fait  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  traiter  : 

Étant  donnés  deux  polynômes  entiers  en  x,  f(x)  et  ^(x),  pre- 
ffUers  entre  eux^  on  peut  toujours  trouver  deux  aut  res  polynômes 
entiers  enXy  uet  v,  tels  que  Von  ait  identiquement 

uf(x) —  V(p(x)  =  +  I. 

Supposons  que  9(0;)  soit  le  polynôme  du  moindre  degré,  et 
effectuons  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
f(x)  et  (f{x)  ;  les  opérations  se  traduisent  par  les  identités 
suivantes  ;  f{x)  =  9(iïî)Qi  +  Ri 

cp(x)  =  RiQ.  +  R, 

Ri  =  RjQs  ■{-  R3 


Rn  — 3  =  R»— 2Qn— 1    -f-  Rn— I 
Rfi  — 8  =  Rn— iQ»  "7"  Rfi 

JOU&NAL  DE  MATH.  1881.  20 
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Les  deux  polynômes  f{x)  et  ^{x)  étant  par  hypothèse  pre- 
miers entre  eux,  le  dernier  resle  Rn  est  indépendant  de  x. 

Deux  restes  consécutifs  quelconques  satisfont  à  la  coc- 
dition  énoncée  ;  car  on  a  d'abord 

Rn  — s  —  Rn— iQn=   Rn  . 

Éliminons  Rn  -  i  entre  celte  égalité  et  la  précédente;  il 

vient         Rn-jQn  — Rn-2(l    +   OnQn-i)  —  Rn 

-    1,  ..  1  1       A  On        -       I  -f-  On  On— 1 

et  1  on  voit  que  les  polynômes  -r^—  et  = ,  qui 

rin  Wn 

sont  entiers  en  x  (puisque  Rn  est  indépendant  de  x)^  satis- 
font à  la  condition  demandée,  par  rapport  aux  restes  Rn-i 

et  Rn  —  2* 

En  général,  si  la  condition  est  satisfaite  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  nous  allons  montrer  qu'elle  Test 
encore  pour  les  deux  précédents. 
Car  si  l*on  a,^  Met  N  étant  deux  polynômes  entiers  en  jr, 

MR;,  —  NRp  +  1  =  ±  I 
en  éliminant  Rp  +  \  entre  cette  relation  et  l'égalité  précé- 
dente Rp  _  ^  =  Rp  Qp  -f- ,  -f-  Rp  +  »>  il  vient 

NRp  _  ,  —  Rp  (M  +  NQp  4-  0  =—  ! 

relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  demandée. 

Or  la  condition  étant  remplie  pour  les  deux  restes  R»  -  j 
et  Rn  ^  s  I  elle  l'est  successivement  pour  ceux  qui  pré- 
cèdent, de  sorte  qu'en  remontant  on  voit  qu'elle  est  encore 
remplie  pour  les  deux  polynômes  donnés  f{x)  et  9(0:). 

II  existe  donc  des  polynômes  entiers  en  ce,  u  et  r,  tels  que 
l'on  ait  identiquement 

uf{x)  —  v^(x)  =+  I,  c.  q.  f.  d. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  montre  en  outre 
comment  on  peut  déterminer  ces  polynômes  sans  résoudre 
d'équation. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  polynômes  (x'-f-O*  ^^  (a?— î)*, 
qui  sont  premiers  entre  eux  ;  on  a 

(x^  +  i)*  =  (x  —  i)5(a;  +  3)  +  4(20?»  —  ace  +  i) 
2{x  —  ij'  =  (2a;'  —  2a:  +  0(^  —  2)  +  ^ 
2ac'  —  2CC  -)-  î  =  a;  .  2(0?  —  i  )  +  i 

Éliminons  l'avant-dernier  reste,  ce,  entre  les  deux  dernières 
égalités  ;  il  vient 
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4(07  —  i)«(ir  —  i)  —  (20?»  —  2X+i)=z  2(2a;«  —  2X  +'  i; 

n'o«4   >._^-  X    (X  —  2){X  —    l)   —    I 

4(x—  0.(05—  i)«— (2a;«  — 2X+  i)(i  +2[a?~2)(aî—  i)] 
ou    4(0?  —  î).(a;  —  ty  —  (2x^  _  2a?  +  i)(2a;»  —  ôoî  -f  5) 

Eliminons  de  même  le  reste  intermédiaire  (2X^  —  ax-f  i) 
entre  celte  égalité  et  la  première  ;  nous  aurons 
(x^  +  i)\2x^  _  6cc  +  5)  —  i6(x  —  i).{x  -  1)3 

c'est-à-dire  =^^-  '^'  ^"  +  '^^^""  "  ^^  +  5)  +  4 

(a;«-f  i)«(2X«  —ex  +5) 

—  (o;  —  i)-^[i6(a?  —  i)  -I-  {x  +  3)  205»  —  6x  +  5)]  =  4. 

Les  deux  polynômes  entiers  en  x,  -^^ —       ôa?  +  5      ^ 

4 
i6(x—  i)  -f  (x-t-  3)(2a;«  —  6a?  +  5) 

,    satisfont  donc    à 

4 

Tégalité  i;u(aî*  -f-  i)'  —  (ce  —  i)»  =  i 

et  Ton  a 

oc*  303     ,      5  a?*  3  t 

^24  244 

—  Supposons  maintenant  qu'il  faille  satisfaire  à  régalité 

uf  (x)  —  t;<p  (x)  =  F  (x) 
au  moyen  de  polynômes  entiers  u  et  t;. 
Soient  m  et  n  deux  polynômes  entiers,  tels  que  Ton  ait 

mf  (x)  —  ncp  (x)  =  ±  I  ; 
il  en  résulte     mF  (x)  .  f{x)  —  nF(x)  .  ^  (a;)  =:+F  (a;), 
de  sorte  que  si  l'on  a    mf  (x)  —  nip   (a?)  =  -f  i,  on  aura' 

M  =  mF  (x)f  et  y  =  nF  (a?), 
et  si  au  contraire  mf  (x)  —  nç  (a;)  =:  —  i,  on  aura 

u  =—  m¥  (x),  et V  =  —  nF  (a?), 

—  Les  théorèmes  précédents  sont  susceptibles  d'une  ap- 
plication très  importante  daus  la  décomposition  d'une  frac- 
lion  rationnelle  en  d'autres  plus  simples. 

F  (x) 
Soit,  en  effet,  la  fraction  —-—1—    où  f{x)  et  <p  (a?)  sont 

deux  polynômes  premiers  entre  eux; 
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Noas  venons  de  voir  que  Ton  peut  toujours  satisfaire  à 

ridentité  ^^f{x)  —  i'?  i'^)  =  F  {^) 

au  moyen  de  polynômes  entiers  en  x,  u  ei  v.  Or  on  déduit 

de  cette  identité  : 

u  y      _       F  (x) 

et  l'on  voit  que  la  fraction   donnée  est  ainsi  décomposée 
en  deux  autres  plus  simples. 
Gomme  exemple  de  cette  application,  considérons  la  frac- 

t  on  — "^  ^ . 

{a?«  +  i)«  (x—  iV 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  Ton  a 

(05»  +  i)*  (205*  —  6x  -f-  3)  —  (a?  —  i)3  (205'  -{-  3x  —  i)  =4 

Il  en  résulte 

4 205*  —  605    -f   5  205^  +  305  —  I 

(05«4-l)(05— l)»    ~  (05*   —    l)»  {X*  +  4)* 

et,  par  suite, 

05'  —  5o5  +  7      I     r(2oc* — 6aî+5)(x' — 5o5-f-7) 

(05* -f-i)*  (05—  i)»  ""4    L  (a;  —  !)• 

(205*+  305 —  l)(05' — ^X-\'j)'^ 
{X^   +    l)*  J 

Or,  si  Ton  effectue  les  deux  quotients  entre  parenthèses, 
on  trouve  pour  les  parties  entières  deux  quantités  égales, 
205* —  II,  qui,  par  conséquent,  se  détruisent,  et  il  ne  reste 
plus  qu'à  décomposer  par  les  procédés  connus  deux  fractions 
rationnelles  ne  renfermant  chacune  qu'un  seul  facteur  dis- 
tinct au  dénominateur. 


QUESTION  288. 

Solaiion  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


Soient  un  triangle  ABG,0  le  centre  du  cercle  circonscrit, On  joint 
OA,  OB,  OG  qui  rencontrent  la  circonférence  en  M,  M';  M';  on 
mène  MD  perpendiculaire  sur  BC,  M'D'  perpendiculaire  sur  AC, 
et  M"!)'  perpendiculnire  sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD, 
BD'j  CD*'  co)icourent  en  un  même  point. 
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Joignons  MM',  MM',  MM^ 
côtés  du  nouveau  triangle 
ainsi  formé  sont  respective- 
ment parallèles  et  égaux 
aux  côtés  AB,  BG,  CA  du 
triangle  donné. 

Si  donc  on  prolonge  MD 
jusqu'en  E,  intersection 
avec  M'M%  nous  aurons 


On  voit  facilement  qae  les 


ED 

DC 
de  même 
CD' 


M'E 


EM 


ME' 


t   9 


DA 


EM 


ff  9 


cl 


d'où 


AD' 


'T»» 


D^B 
BD.CD.AD" 


M'E 

E'M' 

M'E.  ME.  ME' 


DG.AD'.BD"    ""    EM'.EM'.E^M  ' 
Mais  les  droites  ME,  M'E',  M'E'  étant  les   hauteurs  du 
triangle  MM'M^  se  coupent  en  un  même  point,  et,  d'après  le 
théorème  de  Céva, 

M^.ME'.M'E^  ,  BD.CD.AD^ 


=  I  ;       donc 


EM'.E'M^-E'M  '  DC.AD'.BD' 

Ce  qui  établit,  en  vertu  de  la  réciproque  que  les  droites 
AD,  BD',  CD'  sont  concourantes. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boudignier,  à  Lille;  Baudoin, 
à  Beauvais  ;  Bourget,  à  Âix  ;  Ch.  JuUien,  au  lycée  Henri  IV  ;  Tinel,  à  Rouen  ; 
Duley,  à  Ghàteauroux:  Van  Aubei,  à  Liège;  Rivard,  au  Mans;  Gino  Loria,  à 
Manloue. 


QUESTION  289. 

fiolntloB  parM.  Pbrribr,  (Henri), élève  au  Lycée  de  Lons-le-Saulnier. 


On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent  ;  par  Uun  des  points 
dCintersection  on  fait  passer  une  corde  commune  aux  deux  cercles  : 
trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 
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Abaissons  des  centres  0  et  0'  les  perpendiculaires  OH, 


01  sur  la  corde  commune.  On  aHI  =  - 


BC 


Prenons    BM 


=  HI,  M  est  un  point  du  lieu;  joignons  ce  point  auxpoinU 


0  et  0'.  On  a 


d^où     ÔM^  +  ÔM^  =  ÔH'-^  +  HM^  +  TFÏ^  +  MÏ*. 


0) 


Or  BM  =  Hl,  ou  BH  +  HM  =  HM  +  MI,  donc  MI  =  BH; 
MG  =  HI,  ou  MI  +  IG  =  HM  +  MI,  donc  HM  =  IC; 
dès  lors  la  relation  (i)  devient 

MÔ^  +  MCF*  =  ÔH*  +1{?  +"01*  +'BH^  =  R«  +  R*. 
Le  lieu  des  points  M  est  donc  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  milieu  D  de  00'  et  pour  rayons 


f 


R«  +  R  «  _  2  0D« 


3 


Cette  circonférence  passera  évidemment  aux  points  A  et  A'. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Prost,  à  Lons-le-Saulnier  ; 
'dvre,  à  Passy;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gallon,  au  lycée  Louis-le-Grand ;  Daguil- 
ïon,  Vitte,  au  lycée  Henri  IV;  Lerouge,  à  Paris;  Henry,  à  Brécliaincourt; 
Andrieu,  à  Rouen. 
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QUESTION  290 

S^olatlim  par  M  Poul  Boudignibr,  élève  du  I^yoée  de  Lilto. 


Étant  donnés  deux  points  AetB  sur  une  droite  infinie,  on  sait 
qu'il  y  a  deux  points  CetD  qui  divisent  AB  dans  un  rapport 

donné  .  Dans  quel  rapport  le  point  0  milieu  de  CD  divise-t-il 

AB  ?  Le  point  0  est-il  entre  A  et  B,  ou  en  dehors  de  ce  segmentai 

On     démontre    facilement    que    GB    =    ■, 

m  -|-  n 

tlAB  277t7lAB 

T)B    =  et  par  suite  que  CD  = 

m  .  n  m*  —  n^ 


2  m*  —  n* 

Le  point  0  est  en  dehors  de  AB,  car 

winAB  wAB 

ou  m"^  m  —  n. 


Calcul   du   rapport 


OA 


OB 

OB  =  OC  -  BG  = -i?ï^. -^  .OB  = -Jî^. 

n*AB       .  ._         w^AB 


OA  =  OB  +  AB  =  _;    ^,    +AB  = 
DhB  lors 


m*— w*      '  m"  —  n» 

OA    _  m^ 
OB    ""  n«   • 


Le  point  0  divise  donc  AB  dans  un  rapport  égal  au  carré 
de  celui  dans  lequel  les  points  C  et  D  divisent  cette  même 
droite. 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Henry,  à  Bréchainoourt;  Vigny, 
Barchat,  àVitry-le-François;  Daguillon,  Jullien,  Lapareîllé,  au  lycée  Henri  lY; 
Baudoin,  à  Beauvais;  Fievet,  à  Lille;  Tinel,  à  Rouen;  Prost  et  Perrier,  à  Lons- 
le-Saulnier;  Gobert,  au  collège  Chaptal;  Lerouge,  à  Paris;  Rivord,  au  Mans* 
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QUESTION  291 

MolatioB  par  M.  Dagcillon,  élère  du  Lycée  Henri  lY 
(Classe  de  M.  Hacé  de  Lépinay). 


On  donne  une  parabole;  soit  M  tin  point  de  cette  courbe;  on 
projette  ce  point  sur  la  directrice,  et  de  ce  point  G  projection  de 
M  on  abaissa  une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  FM. 
Trouver  le  lieu  du  pied  I  de  cette  perpendiculaire. 

Joignons  CF.  Puisque  CM  =  FM,  le   triangle  GMF  est 

isoscèle.  Si  donc  de 
F  on  abaisse  une  pei^ 
pendiculaire  FE  sur 
MG,  celle  droite  qui  est 
parallèle  à  DG  donne 
EG=Fl=DF.Lelicu 
du  point  I  est  donc 
une  circonférence 
ayant  son  centre  aa 
foyer  F  de  la  parabole 
et  pour  rayon  le  para- 
mètreDF  delà  courbe. 
Les  points  G  et  G' 
intersections  de  la  pa- 
rabole avec  la  perpen- 
diculaire  menée  à 
Taxe  par  le  foyer,  et 
le  point  h,  appartien- 
nent au  lieu. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MX.  Lapareillé,  au  Lycée  Henri  lY; 
Favre,  &  Passy;  Baudouin,  à  Beauvais;  Boudignier,  à  Lille;  Simonet,  i 
NeufcliAteau;  Tinel,  à  Rouen;  Galon,  au  Lycée  Louis-le-Grand ;  Fiévet,  i 
Lille;  Torre  Yittorio,  à  Alexandrie  (Italie);  Prost  etPerrler,  à  Lons-le-Saul- 
nier;  Talbourdeau,  à  Moulins;  Henry,  à  Bréchincourt;  Hamon,  au  Mans; 
Goberl,  au  collège  Ghaptal;  Bonnieux,  à  Rouen. 
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QUESTION  292 

itolatlon  par  M.  Malcor,  élèvo  du  Lycée  du  Havre. 


On  donne  une  parabole;  par  le  pied  0  de  la  directrice  on 
mène  une  sécante  à  la  parabole;  soient  Xet  B  les  points  d^inter- 
section  el  C  le  milieu  de  AB.  On  projette  le  point  G  sur  la  direc- 
trice et  de  cette  projection  on  abaisse  t/ne  perpendiculaire  DI  sur 
la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du  point  I. 

On  sait  que  dans  loute  parabole  les  milieux  des  cordes 
parallèles  sont  sur  une  parallèle  à  Taxe.  Ceci  posé,  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  R,  intersection  de  CD  avec  la 
parabole,  est  parallèle  à  la  sécante  OAB. 

Le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  cette  tangente  étant 
le  point  D,  l'angle  OIF  est  droit  et  le  lieu  est  alors  une  cir- 
conférence décrite  sur  OF  comme  diamètre. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MH.  Daguillon.  au  lycée  Henri  IV; 
Dupay,  à  Grenoble;  Tinel,  à  Rouen;  Torre  Vittorio,  à  Alexandrie;  Perrier, 
Prost,  &  Lons-ie-Saulnier;  Baudoin,  à  Beauvais. 


QUESTION   300 

Solation  par  M.  Duput,  au  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  dans  une  circonférence  0  une  coi'de  GD  et  un 
diamètre  AB. 

Déterminer  un  point  M  sur  la  circonférence,  de  telle  manière 
que  les  lignes  MG,  MD  déterminent  sur  le  diamètj^e  AB  des 
segments  OH,  01  dont  le  l'apport  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

(Delpit.) 

Soient  n  le  rapport  donné  et  2a  Tare  sous-tendu  par  GD. 
Par  I  menons  lA'  parallèle  à  GM  et  rencontrant  en  A'  le 
rayon  GO. 
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Les  triangles  semblables  CHO,  OA'I  donnent 

OM    __    01    _ 
OA    ""    OH  "■  '^ 
dont  le  point  A'  est  fixe. 

L'angle  MLV  =  DMG  =  a; 
l'angle  DIA'  =  i8o— x. 

Donc  le  point  I  se  trouve  à 
riulerscclion  du  diamètre  AOB 
avec  la  circonférence  dans  la- 
quelle AD  sous-tend  au  arc 
capable  de  i8o  —  a. 
On  mènera  DIM,  puis  MHC.  On  aura  ainsi  les  deux 
segments  cherchés  OH  et  OL 

On    en  obtient  deux  autres   en   remarquant  que  le  dia- 
mètre AOB  coupe  la  circonférence  DIA'  en  un  second  point. 

Nota.  ^Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Santal,  iostilution  Saint-Louis, 
à  Perpignan;  Joly,  à  Tarbes;  Gino  Loria,  à  Mantouo. 


QUESTION  302 

fiolatlon  par  M.  Delpit.  élève  à  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Étant  donné  un  segment  de  cercle  AGB,  C  étant  le  milieu  de 
Varc  du  segment,  on  décrit  sur  les  droites  AC  et  BC  des  circon- 
férences qui  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  Vangle  dont  le  seg- 
ment est  capable. 

Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  circo^ifé" 
rences? 

SoitP  et  P'  les  centres  des  deux  circonférences.  Par  hypo- 
thèse l'angle  PCF  est  égal  l  l'angle  ACB.  Les  angles  PCQ 
et  PCQ'  sont  donc  égaux.  Q  et  Q'  sont  d'ailleurs  les  milieux 
de  CA  et  de  CB.  Il  en  résulte  que  les  triangles  rectangles  PCQ, 
P'CQ'  sont  égaux. Donc  PO  =  PC. 

Le  triangle  PCP'  étant  isoscèle  et  son  angle  au  sommet 
étant  égal  à  l'angle  ACB,  Tangle  à  la  base  GPF  de  ce  triangle 
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est  égal  à  langle  CQQ'.  Soit I  le  point  de  rencontre  de  PP' 
avec    QQ'.    Puisque 

CPI  =  CQI,  ce  qua- 
drilatère CPQI  est 
inscriptible  et  Tan- 
gle  PIC  est  droit, 
puisqu'il  est  égal  à 
PQCl.  Donc  si  du 
point  C  on  abaisse 
une  perpendiculaire 
sur  PP',  elle  passe 
précisément  par  le 
point  I.  Dès  lors  lo 
symétrique  de  C  par 
rapport  à  PP'  se 
trouve  sur  la  droite 
AB. 
Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  Â6. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Baudouin,  h  Beauvals;  Dupuy,  à 
Grenoble. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Kous  nous  proposons  de  vérifier  dans  celte  note  que  si 
^(Xj  y,  z)  =  o  représente  réquation  générale  des  surfaces  du 
second  degi^é,  et  si  les  trois  plans  du  centre  passent  par  une 
droite^  la  fonction  proposée  peut  se  mettre  sons  la  forme  cp(P,  Q) 
=  o(P=oQ=o  étant  les  équations  de  deux  plans). 

1.  —  Nous  distinguerons  deux  cas  et  nous  supposerons 
d'abord  que  les  coefficients  A,  A,  A'  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois  ;  par  exemple,  et  pour  fixer  les  idées,  faisons  l'hypo- 
thèse A'  ^  o.  Les  plans  du  centre 

Ax  +  B>  +  B'5  +  G  =  o, 

B'x  4-  k'y  +  B;i  +  C  =  o, 

Bx  +  By+  A'iï+C'=  Q, 
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passant  par  une  même  droite,  on  sait  qu'il  existe  des  coeffi- 
cients X,  (JL,  V ,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  qui  satisfont 
aux  équations 


\  XB" 


;  ™    +jxA.'  +  vB=  O, 

^^'  j  XB+jxB  +  vA'=  o, 

(  XG  +  fxG'  +  vG'  =  o. 

Ceci  rappelé,  on  remarquera  que  l'on  a 

A'flx,  t/,  z)  =  (Vz  +  Bx  +  Bi/  +  C0«  +  (AA-  -  B «)x« 

+  (A'A*  —  B«)t/«  +  (A'B'  —  BB')2.ri/  +  (A'C  -  B'C')2X 

+  (A^C  —  BG")2j/  +  AT  —  G'*  =  o. 

2.  —  Le  premier  cas  qui  nous  occupe  so  divise  ici,  lui- 
même,  en  deux  cas  particuliers.  Il  peut  arriver,  en  effet,  que 
les  coefficients  des  termes  en  x*  et  en  y*,  soient  nuls  Uun  et  Vautre, 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
surface  proposée  représente  un  cylindre  parabolique. 

Eu  effet,  X,  {jL,  V,  étant  des  paramètres  qui  ne  sont  pas 

tous  nuls,  nous^  l'avons  dit,  les  équations  (1)  donnent,  pour 

être  compatibles,  la  condition 

A    B'  B' 

B"  A'    B       =0 

B'    B    A' 
qu'on  peut  écrire, 

A'  (AA"  —  B'«)  +  2BB'B'  —  AB«  —  A^B"»  =  o 
mais  on  suppose  AA'  =  B'*; 

la  relation  simplifiée  est  donc 

2BB'B"  —  AB«  —  A'B'«  =  o 
ou,  en  multiplant  par  A'  qui  n'est  pas  nul, 

2A'BB'B"  —  AA^'B»  —  A'«B'«  =  o 
ou  encore  (BB'  —  A'B^*  =  o 

en  tenant  compte  de  l'hypothèse 

AA'  =  B'«.  i     -v^ 

De  ceci  il  résulte  donc  que  les  coefficients  des  termes  en 
35*  et  en  j/',  dans  la  partie  qui  suit  (A^'z  4*2^4"  %  +GT' 
et  vu  les  conditions  particulières  où  nous  sommes  placés» 
ne  peuvent  être  nuls  simultanément,  sans  que,  nécessaire- 
ment, le  coefficient  du  terme  en  xy  soit  nul,  lui  aussi.  On 
peut  donc  dire        A'/*  (x^y^z)  =  P»  -j-  Q 
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sans  que  Q  =z  o  puisse  être  parallèle  à  P  =  o,  puisque  Q 
renferme  la  variable  z,  et  P,  seulement  les  variables  x,y. 
En  résumé  /  =  o  est  un  cylindre  parabolique. 

3. —  Supposons  maintenant  que  les  coeiUcicnts 

AA.'  —  B'» ,  A'A'  —  BS 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  et  supposons,  par  exemple, 

AA'  — B'»>o; 
en  posant 

f{x,  y)  =  (A  A'  —  B'«)j;»  +  A 'A'  —  B')y*  +  2(A'B'  —  BB>.v 
-I-  2(A'C  —  B'G>  +  2(A'G'  —  BG')«  +  A'F  —  C') 
on  aura  (AA'  —  B'')F(£c,  y)  = 

[(AA'  —  B'*)x  -f-  (A'B'  —  BB)y  -f  (A'C  —  B'C)]» 
+  I(A'A'  —  B»)(AA'  —  B»)  —  (A'B'  —  BB')%» 
4-  [(A'C  —  BG')(AA'  —  B'«)  —  (A'B'  —  BB')(A'G  —  B'C')]  2y 
+  (AA'  —  B'«)(A'F  —  G'«)  —  (A'C  —  B'G')». 

On  remarque  alors  que  le  coefficient  du  terme  en  y*  est 

A      B'      B 
B'     A' 
B 


et  celui  du  terme  en  y, 


A.' 


B' 

A 
B' 
C 


B 

A' 


B' 
B 

C 


B' 

A' 
C' 


Ces  deux  coefficients  sont  nuls,  si  l'on  lient  compte,  comme 
on  doit  le  faire,  des  équations  (i). 
On  a  donc  enfin 

A'f{x,  y,  z)  =  (A'*  +  Bx  +  By  +  C*)* 

+  IF331   j(AA'-B  ')x+  (A'B-  -BB)y  +  (A'C-B'C;j 

+  H 

H  =  ^^/   ^.^  |f(av  -  B-«)  -  AC»  -  A'C»  +  2nrr;\ 

La  surface  /"  représente  donc  un  cylindre  elliptique,  «i  A  A'' 
— B'«  >  o  et  H  >  o  ;  lin  cylindre  hyperbolique,  »i  AA'  —  B'*; 
<  o  et  H  >  oTune  droite,  si  AA^  _  B«  >  o  i^t  H^  ^  o 
deux  plans  sécants,  si  AA'  ^  B  »  <  o  et  H  =:=  o. 
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4.  —  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a  simultané- 
ment A  =  o  A'  =  o  A"  =  o. 
Gomme  Ton  suppose  toujours, 

A    B"  B' 
B"  A'   B       =  o 
B'   B     A' 
2BB'B''  =  o. 
B'  =  o. 


On  a  donc, 
Nous  supposerons 
Les  équations  (i)  donnent, 

A    B  "  B' 


B'   B 
G    G' 


ou 


0 
B' 
G 


O 
B 

G' 


A" 

G" 

B' 

0 

G" 


=  o 


=  o 


c'est-à-dire 


B'G'  =  BG 


B'  et  B  ne  peuvent  pas  ôlre  nuls  à  la  fois,  pour  des  raisons 

BG 


o  ;  alors,  G'  = 


B' 


et  1  équation 


évidentes;  supposons  B'  ^ 

devient 

23(Bt/  +  B X)  -f  ^,  (Bt/  +  B,r)  +  2C"*  +  P  =  0. 

G'est  bien  une  fonction  de  z  et  de  (B|/  +  B'a:),  et  la  sur- 
face représente  un  cylindre  hyperbolique. 

Résumé. —  Il  résulte  du  calcul  précédent,  qu'étant  donnée 
une  fonction  f{x,  j/,  z)^  avec  cette  particularité  que  les  trois 
équations  f'x  =  o  f'y=o  f'z  =  o 

représentent  trois  plans  passant  par  une  droite,  (mpoM,rra 
toujours  en  suivant  la  méthode  dite  par  décomposition  en  carrés 
lui  donner  la  forme  <p{P,  Q)  =  o  qui  caractérise  les  surfaces 
cylindriques,  du  moins  dans  le  cas  général,  celui  où  les 
coefficients  A,  A',  A"  ne  sont  pas  nuls  simultanément* 
Quant  au  cas  particulier  oîi  A  ==  A'  =  A"  =  o,  nous  avons 
montré  que  la  forme  ^(P,  Q)  =  o  se  révèle  alors  immédia- 
tement. 

La  méthode  précédente  parait  offrir,  exposée  sur  Féqaa- 
tîon  générale  comme  nous  venons  de  le  fairCj  une  certaine 
^ongueur;   mais  elle   est  d'une  grande   simplicité  dans  la 
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pratiqué,  parce  qu'elle  conduit  au  but  par  une  marche  sûre, 
rapide,  et  qui  n'exige  d'autre  effort  de  mémoire  que  celui 
qui  consiste  à  se  rappeler  qu'il  faut  employer  la  méthode  de 
la  décomposition  en  carrés,  méthode  familière  aux  élèves  et 
d'une  pratique  commode. 

On  pourra  essayer  cette  manière  de  faire  sur  les  exemples 
suivants  : 

Démontrer^  en  les  ramenant  à  la  forme  9  (P,Q)  =  o,  gue  les 
équations  suivantes 

(b*  -f  c*)  x>  +  (a*  +  c«)  y«  +  (b*  +  a«)  z»  —  2bcyz 

—  2aczx  —  2abxy  —  d*  (a"  +  t^*  H"  c*)  =  o, 
(ax  —  by)»  +  (by  —  cz)*  +  (cz  —  ax)«  =  d*  (a«  +  b«  +  c*), 

(b  -|-  c)  X*  -f~  (^  +  c)  y*  +  (a  +  b)  z*  —  2ayz  —  2bzx 

—  2cxy  =  I, 
a«  (y«  +  z«)  +  b*  (x*  +  z«)  +  2abxy  =  d*  (a«  +  b«), 
enfin    ax*    +  by*  -|-  cz*  -|-  2ayz  +  ^bzx  -j-  2cxy  =  i 
(*t,  pour  cette  dernière  y  a  +  b  +  c  =  o),  représenteiht  des  sur- 
faces cylindriques. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Boqucl. 

(Suite,  Voir  page  277*; 


Point  de  contact  d*une  tangente  donnée.  —  Application  aux 
coniques.  —  Équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  par  rapport  à 
une  conique. — Soit  /*(u,t;)=orcquation  d'une  courbe  en  coor- 
données langenlielles;  proposons-nous  de  trouver  Téquation 
du  point  de  contact  d'une  tangente  dont  les  coordonnées  sont 
UietVj.  Considérons  une  tangente  voisine  de  la  proposée  j 
et  soient  u^  +  Au^  v^  -^^th  les  coordonnées.  L'équation 
du  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  est 

V  —  Vi  =  --—  (u  —  t/J 
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Si  Ton  suppose  que  la  seconde  tangente  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  première,  le  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  se  rapproche  indéfiniment  du  point  de  con- 
tact de  la  droite  (u^^v^)  de  manière  à  avoir  ce  point  pour 
limite.  AU|  tendant  alors  vers  zéro,  Av^  tend  aussi  vers  zéro 

et  la  limite   du  rapport  — ^  est  précisément    la   dérivée 

(calculée  pour  les  valeurs  particulières  u^,  Vj)  de  la  variable 
t;  par  rapport  à  la  variable  u^  v  étant  une  fonction  implicite 
de  u  déterminée  par  Téquation  f  {u,v)  =  o.  Or  on  a 

f  V 
L'équation  du  point  de  contact  de  la  tangente  (ui^v^)  est 

donc  V  —  Vi  =  —  —^  (u  —  «J 

ou  bien  ufu^  +  ^r«î  =  ^if^  +  ^tr^i- 

u  17 

Si  l'on  remplace  w  et  v  par  —  et — ,  pour  transformer l'é- 

w^      w 

quation  de  la  courbe  donnée  en  une  équation  homogène 
f(u,v,w)=^o^  réquation  du  point  de  contact  deviendra,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes, 

uf'ui  +  t^/'t»,  +  wf'ui^  =  o 
sous  la  condition  de  rempjiacer  w  et  w^  par  l'unité  à  la  fin 
des  calculs. 

Plus  généralement,  soient  p,  q^r,  s,,,.,  des  fonctions 
linéaires  en  u  eiv  de  la  forme    * 

p  =  au  +  a  v  +  ol" 

q  =  pu  -{-  p'y  -|-  fi' 

r  =  ^u  -{•  yv  =  y" 


et  supposons  que  l'équation  de  la  courbe  soit  exprimée  au 
moyen  de  ces  fonctions  linéaires,  par  une  relation  de  la 
forme  /"(p,  9»^»«>-   •  .)  =  o. 

Le  théorème  des  fonctions  composées  donne 

r«  =  fp  •  p'«*  +  rq  •  î'« + r*-  •»''«+  •  •  • 

c'est-à-dire  /'u  =  a/"p  +  f^A  +  r/V  +  .  .  . 
De  môme  f\  =  a/p  +  p'f'q  +  r/V  +  •  •  • 
L'équation  uf'ui  +  vf'vt  =  uj'u^  +  vj'vi  devient  alors 
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c  est-à-dire  f'p,  {p  —  p^)  +  f'g  {q  —  q,) 

+rr,  ('•  — n)  +. .  •  .  =  0. 

Si  la  fonclion  f{p,  q^  r,.  .  .)  est  homogène  et  du  degré  ni 
enp,  g,  r,.    .    .le  théorème  d'Euler  donne 

Mais  par  hypothèse  la  droite  (w,,  y,)  est  une  des  tangentes 
de  la  courbe  considérée  ;  on  a  donc  f  (p^qî^  r^.  .  .)  =  o, 
et  alors  l'équation  de  son  point  de  contact  se  réduit  à 

Pf'vi  +  9A.  +  rfr,  +  .   .   .  =  o. 
La  forme  ordinaire,  que  nous  avons  donnée  tout  d'abord, 
n*est   qu*un   cas   particulier  de   celle-ci  ;  il  suffit,  en  effet, 
de   réduire   les  fonctions  linéaires  à  trois,  et  de   supposer 

p  =  Uf  q  =  Vy  r  =^  w, 

—  Coordonnées  des  tnngentes  menées  aux  points  de  rencantî^e 
d'une  courbe  avec  une  droite  donnée.  — L'équation  du  point 
de  contact  d'une  tangente  {UiV\Wi)  à  la  courbe  /  (u.Vjic)  =  o 
étant  uf'u^  +  ^ffi  +  wf'wi  =  o,  si  l'on  considère  une  droite 
(Wo»  Vo  tVo)  donnée  dans  le  plan,  et  que  l'on  exprime  que  l'équa- 
tion précédente  est  vérifiée  par  les  coordonnées  Uq  et  v^  de 
cette  droite,  la  condition  obtenue 

signifie  que  la  droite  donnée  (Uq  Vq  ic\)  passe  par  le  point  d<* 
contact  de  la  tangente  (u^v^Wi). 

Les  coordonnées  des  tangentes  à  la  courbe  f  {u,v,w)  ±=  o 
aux  points  oh  elle  est  rencontrée  par  la  droite  (t/o^^o^o)  sont 
donc  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

et  f{UuV^,w^)  =0. 

Si  n  est  le  degré  en  xi  et  v  de  la  courbe  donnée  (c*est-à- 
dire  sa  classe),  la  première  équation  est  de  degré  n —  i  en  Wj 
et  t^i,  la  deuxième  du  degré  n;  le  nombre  des  solutions  du 
système  est  donc  en  général  n  {n  —  i);  de  sorte  qu'on  peut 
dire  qu'une  courbe  de  la  n"'®  classe  est  en  général  ren- 
contrée par  une  droite  en  n  (n  —  i)  points,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  de  l'ordre  n  —  i.  Il  faut  excepter  le  cas  des  tan- 
gentes multiples,  ou  Tordre  est  abaissé. 

JOURNAL  DB  NATH. 16&1.  2t 


—  322  — 

Si  Ton  interprète  ce  calcul  en  remarquant  que  les  valeurs 
u^  et  t;iSontceIies  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 
tangentielles  f{u^v,w)  =  o  et  Uffu  +  v^f'v  +  tVf^f'w  =  o,  on 
Yoit  que  les  tangentes  dont  il  s'agit  sont  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes  f{u,VyW)    =  6  et  UQfu  +  v^/^r 

Dans  le  cas  des  courbes  de  la  deuxième  classe,  Téquation 
^©r**  H"  ^or»  H"  ^of'w  =  o  est  du  premier  degré,  et  de  plus 
permutable,  c'est-à-dire  qu'on  peut  l'écrire  w/^«,  -|-  vft^ 
H-^r^^f  =^*  Celte  équation  représente  alors  un  point;  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  peuvent  être  considérées 
comme  des  tangentes,  et  alors  les  tangentes  communes 
(u^v^Wi)  ne  sont  autre  chose  que  les  deux  tangentes  qu'on  peut 
mener  du  point  considéré  à  la  courbe  f{u,v,w)  =  o.  Ce 
point  n'est  donc  lui-même  autre  chose  que  le  pôle  de  la 
droite  (^0^0*^0)- 

Exprimer  qu*un  point  mU  -f-  nV  +  pW  =  o  est  sur  une 
courbe  f(U,  V,  W)  =0.  —  D'après  ce  qui  précède,  il 
suffira  d'écrire  que  le  point  considéré  est  le  contact  d'une 
certaine  tangente.  On  identifiera  donc  l'équation  uf'u^  +  r/*,, 
+  wfwi  ==  o  avec  l'équation  du  point  donné,  d'où  il  résultera 
les  équations 

f»i  fvy        f  ICx 


=  -^— ^  =  - — -  avec  mu,  +  ^Xv^  +  pu?,  =  o. 


=  o. 


m  n  p 

L'élimination  de  u^v^w^  entre  ces  relations  donnera  la  con- 
dition cherchée.  Dans  le  cas  des  courbes  de  la  deuxième 
classe,  on  trouve,  comme  en  coordonnées  cartésiennes  et 
par  le  même  procédé,  la  condition 

A  B  D  m 
B  C  E  n 
D  E  F  p 
fïi  n  p   o 

Tangentes  communes  à  deux  courbes  du  deuxième  degré.  — 
Applications  diverses  du  principe  de  dualité  considéré  dans  son 
expression  analytique. —  Soient  F(w,  1;)  =  0  et  f(u^  v)  =  o  les 
équations  tangentielles  de  deux  coniques  ;  l'équation  F(u,v) 
+  Xf(Uy  v)  =  o,  oîi  X  désigne  un  paramètre  arbitraire,  repré^ 
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sente  toutes  les  coniques  qui  sont  tangentes  aux  tangentes 

communes  des  deux  coniques  proposées. 
Il  faut  d'abord  observer  que  cinq  droites  quelconques  étant 

données^  il  existe  une  conique,  et  une  seule,  tangente  à  ces  cinq 

droites.  —  Cette  proposition,  qui  peut  être  démontrée  de  bien 

des  manières,  résulte  immédiatement  de  ce  que  Téquation 

tangentielle  d'une  conique  est  de  la  forme 

au*  +  2buv  -f-  cv*  +  2dit  +  2ev  -f-  /*  =  o.      (1) 
Pour  exprimer  que   la  conique   considérée  est   tangente 

aux  cinq  droites  données,  il  faut  écrire  les  cinq  couditioas 
auj*  +  2bv{Vi  +  ci\'^  +  2rfui  +  2et;,  -\-  f  =z  o 
au^  + =o 

oti,*  +  2hu^v^  +  cV  +  2du5  -f  2ev^  +  /"=  o. 

Tles  cinq  conditions  forment  un  s;ystème  de  cinq  équations 

linéaires  à  cinq  inconnues,  et  elles  admettent  généralement 

un    système  de  valeurs  uniques  et  bien  déterminées  pour 

,         .         .  a        b        c        d        e 

les    cinq    inconnues   -y-,    —,  —,   —,    —  ;    car,    pour 

qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  le  déterminant 
formé  par  les  coefficients  de  ces  inconnues  fût  nul,  ce  qui 
ne  peut  arriver  que  pour  des  valeurs  particulières  des 
coordonnées  tiiV^,  u^Vj,  etc.,  et  non  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  ces  quantités.  En  reportant  ces  valeurs  dans 
Téqualion  générale  des  coniques  (i),  ou  aura  IVquation 
tangenlielle  d'une  conique  unique  et  bien  déterminée. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  la  conséquence  immédiate, 
par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  du  théorème  qui 
dit  que  par  cinq  points  donnés  dont  il  n'y  a  pas  plus  de 
trois  en  ligne  droite,  passe  une  conique  et  une  seule. 

Cela  posé,  l'équation  F(w,  v)  +  ^A^»  v)  =  o  représenta 
des  courbes  de  la  deuxième  classe,  puisqu'elle  est  du 
second  degré  en  m  et  v;  ces  courbes  sont  tangentes  aux 
droites  qui  touchent  à  la  fois  les  deux  courbes  F  et  /*, 
puisque  les  valeurs  de  u  et  t;  qui  annulent  à  la  fois  F(Uy  t;) 
et  f  (u,  v)  annulent  évidemment  F  (u,  v)  +  ^/'(w,  v)\ 
enAn,  elle  représente  toutes  les  coniques  jouissant  de 
cette  propriété,  puisque,  en  considérant  Tune   d'elles  '  et 


réqualion 


=  0      m 
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choisissant  une  iaugcnte  autre  que  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes  F  et  /*,  on  pourra  toujours  déter- 
miner X  par  la  condition  que  la  courbe  F  -\-  Xf^  o  louche 
cette  dernière  droite;  la  couique  F  +  V  =  ^  "^°si  déter- 
minée aura  alors  cinq  tangentes  communes  avec  la  courbe 
considérée,  et  par  conséquent  coïncidera  avec  elle. 

Si  Ton  choisit  X  de  manière  que  la  forme  F  '\'  )/  se 
décompose  en  un  produit  de  facteurs  linéaires,  en  annulant 
le  discriminant  de  cette  forme  supposée  rendue  homogène, 
les  deux  facteurs  séparément  égalés  à  zéro  représentent 
chacun  un  point,  qui  est  l'intersection  de  deux  tangentes 
communes  aux  deux  courbes  considérées.  Ces  points  sont 
en  nombre   égal  au  nombre  des  valeurs  de  X  fournies  par 

a  -I-  a'X    b  +  b'X    d  +  dX 

6  -|-  6'X    c  +  c  X     e  +  ^^ 

d  +  rf'X    e  +  éX     f  +  r^ 

c.-à-d.  au  nombre  de  trois;  on  leur  donne  quelquefois  le 

nom  de  points  ombilicaux. 

L' équation  en  X  (i),  qui  détermine  ces  valeurs,  donne  lieu 
à  une  discussion  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  Ton  fait 
pour  réquation  en  X  analogue  en  coordonnées  cartésiennes. 

Les  théorèmes  ainsi  établis  directement  vérifient  complè- 
tement le  principe  de  dualité;  ainsi  : 

Il  y  a  toujours  un  système  de  points  ombilicaux  réels, 
de  même  qu'il  y  a  toujours  un  système  de  sécantes  corn* 
munes  réelles. 

Si  les  coniques  ont  quatre  tangentes  communes  réelles, 
les  trois  systèmes  de  points  ombilicaux  sont  réels.  Ce  théo- 
rème est  le  corrélatif  de  celui-ci  :  Deux  coniques  se  coupant 
en  quatre  points,  tous  simultanénient  réels,  les  trois  systèmes 
de  cordes  communes  sont  réels. 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  tangentes  communes  et 
aux  points  ombilicaux  sont  de  la  môme  manière  corrélatifs 
de  C3UX  qui  concernent  les  points  de  rencontre  et  les  sécantes 
communes. 

On  peut  d'ailleurs  dire  d'une  manière  générale  que  Té- 
quation  cartésienne  et  Téquation  tangentielle  des  coniques 
étant  absolument  de  la  même   forme,  toutes   les  propriétés 


•u).>; 


dout  la  démonstration  est  une  conséquence  de  la  forme  de 
l'équation  ont  leurs  corrélatives  établies  par  ce  fait  même. 
Nous  laisserons  donc  à  nos  lecteurs  le  soin  de  faire  eux- 
mêmes  rétude  complète  des  tangentes  communes  à  deux 
coniques,  et  des  propriétés  des  points  ombilicaux. 

(A  suivre.) 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Examens  oraux  de  1881 . 

Segment  spbérique  à  deux  bases. 

^'-^  On  donne  deux  nombres  A  et  B,  et  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; 
trouver  le  plus  petit  commun  multiple. 

—  Théorème  des  fonctions  bomogènes. 

—  Quand  les  (roi.^  plans  du  centre  sont  parallèles,  la  surface  du  second 
degré  est  un  cylindre  parabolique. 

—  Si  l'équation  en  S  a  uns  racine  double,  que  peut-on  dire  des  directions 
principales? 

—  Un  point  (o,  o)  est  lié  à  un  plan  PaP'.  On  fait  tourner  le  plan  autour  de 
aP.  jusqu'à  ce  qu'il  soit  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Trouver  les  nouvelles 
projeciions  du  paint. 

—  Résoudre  x>  —  i=  o. 

^  .     ,  .1  cos*  <i>  4-  sin^  ca 

—  Construire  la  courbe  —^  =  — r — : *• 

p  3  sin  ca  cos  <«> 

—  Comment  l'hyperboloïde  est-il  coupé  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  tan- 
gant  ou  cône  asymptote? 

—  Dérivée  de  o^. 

— On  aune  courbe  asymptote  aune  droite  donnée  dans  le  plan  horizontal;  elle 
sert  de  base  à  un  cylindre  dont  lei  génératrices  ont  une  direction  donnée.  Ce 
cylindre  étant  coui;é  p  ir  un  plan,  on  demande  s'il  y  aura  dei  branches  inllnies. 

—  Théorème  de  Pascal. 

—  Volume  du  prisme  oblique. 

—  Construire  un  trièdre  connaissant  une  face  et  les  deux  dièdres  adjacents. 

—  Si  une  fraction  est  irréductible,  et  si  son  dén  >min.iteur  ne  contient  ni 
le  facteur  2,  ni  le  facteur  3,  elle  donne  naissance  à  une  fraction  périodique. 

—  L'expression 

[x  —  î/ja"*  -h  (a  —  arlv"»  —  \a  —  yr^"* 


z  = 


(J!  "  y][a  —  y][a  —  x] 


o 


devient  —  quand  on  y  taii  x  =  y  ^=a  ;  trouver  sa  véritable  valeur, 
o 
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—  Définir  a» . 

—  Discuter  xy  =  «'. 

—  Condition  pour  que 

/=  Ax2  +  AV  +  A'5=  +  2Byz  -f  2B'mc  +  2B'aîy 
soit  un  carré  parfait. 

—  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré.  Après  airoir  posé 
X  =y  -\-  z,on  est  conduit  à  résoudre  les  équations  simultanées  'Syx  -f  p  =ro, 
y^  -f  z^  -f  9  =  0;  montrer  que  les  six  valeurs  de  x  que  l'on  troure  se  ré- 
duisent à  trois. 

—  Étudier  la  série 

X  a^  ajn 

'■^l?TT+"ïï*+T-'^ "^x^n^i  +  •  •  • 

et  montrer  qu'elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives 
de  ic,  excepté  pour  a?  =  i . 

—  On  pose 

X=  ax  +  by  -{-  es;  Y  =  a'ic  +  ft'y  +  c'z;   Z  =  a'»  -f  b'y  +  c»»; 
prouver  que,  si  le  déterminant  des  neuf  coefficients  est  nul,  l'un  an  moins 
des  mineurs  étant  différent  de  zéro,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  X,  Y,  Z.  Examiner  le  C4is  où  tous  le)  mineurs  sont  nuls,  et  où  l'on 
au  moins  des  coefficients  a,  6,  c,.   .  .   .  est  différent  de  zéro. 

—  Minimum  de  la  fonction 

z  r=(ax  -{■  by-^-c)^  +  {a'x  +  b'y  +  c')». 
Examiner  le  cas  où  le  déterminant  ab'  —  ba'  est  nul. 

—  Équation  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde 

jj*  f/2  «* 

a^  h^  c' 

—  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  amener  ce  plan  à  être  de  front  par 
une  rotation.  Comment  l'axe  doit-il  être  choisi?  Trouver  ce  que  devient,  après 
la  rotation,  un  point  du  plan  dont  on  donne  la  projection  verticale. 

—  Définition  précise  d'une  fonction  croissante.  A  quel  caractère  reconnaît-on 
qu'une  fonction  est  croissante,  la  viiriable  étant  comprise  entre  o  et  6?  Si  la 
dernière  est  positive  ou  nulle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et 6,  on 
«  f  (p)  -—  /"(a)  >  0,  a  et  p  étant  deux  nombres  compris  entre  a  et  6,  et  p  >  2. 

—  On  donne  dans  un  plan  un  cercle  C,  et  deux  droites  OA.  OB,  qui  se 
coupent  en  0.  On  fait  tourner  C  autour  de  OA,  puis  autour  de  OB.  Trouver  la 
projection  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sur  le  plan  AOB. 

—  Résoudre  x^  —  4=0  et  prouver  qu'il  n'y  a  pas  d'auti^s  racines  qw 
-f  2  et  —  2. 

—  Démontrer  qu'un  produit  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  des  facteurs  est 
nul. 

—  Que  représente  xy  =  zt 

—  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  ellipse. 

—  Condition  de  réalité  des  racines  de  a?'  -h  P^  +  Ç  =  o. 

-—  Plus  courte  distance  de  la  ligne  de  terre  à  une  droite  (/,  T). 

—  Discuter  la  courbe        x  = ,  y  = 


—  Définir  yfT , 

—  Limite  supérieure  des  racines  d'une  équation. 

—  Plan  tangent  en  un  point  d'une  surface. 
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—  Poop  quelles  valeurs  de  â?  la  série 

œ  ijc^  œn 

»  +  -T-^ +  -T-: —  +  •••  + 


a?  +  1  ix^  -\-  i  icn  4.  I 

est-«1le  convergente  ? 

—  De  montrer  que  £pn  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini,  si  x  est  plus 
petit  que  i. 

- .    .^     ,      sin  £D 

—  Limite  de  »,  pour  a;  =  o. 

—  On  considère  Texpresslon  ox  -\-  &]/,  a  et  &  étant  entiers;  soit  co  leur  plus 
grand  commun  diviseur  ;  on  donne  à  a;  et  à  v  toutes  les  valeurs  possibles, 
excfpté  zéio\  démontrer  que  l'on  peut  toujours  satisfaire  en  nombres  entiers  à 
réquatioQ  007  +  6^  =  0). 

—  On  donne  %^  —  ^%y  +  y*  -h  îï«  —  i  =:  o. 

Trouver  la  portion  du  plan  des  x^j  recouverte  par  la  projection  de  cette  sur- 
face sur  le  plan. 

—  Génératrices  rectilignes  de  la  surface 

^ a^_ 

—  Toute  fcmctlon  entière  de  sin  x  et  de  cos  x  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  +  sin  a?  .  /; 
F  et  /  étant  des  fonctions  entières  de  coso;;  de  plus,  elle  ne  peut  se  mettre  sous 
cette  forme  que  d'une  seule  façon. 

—  Résoudre  le  système       ax  +61/  +  C2  :=  o 

€kx  4-  h' y  4-  c'a  =  o 
OkX  \-  b'y  -i-  c"%  =  o 

—  Trouver  yi-f-â** 

~  Etant  données  deux  droites  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  de  l'espace, 
construire  l'angle  des  deux  plans  déterminés  par  ce  point  et  l'une  ou  l'autre 
de  ces  deux  droites. 

^-  Quotient  de  deux  imaginaires. 

—  Diamètres  conjugués  dans  une  surface  du  second  degré. 

—  Surface  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  côtés.  La  formule  trouvée 
est-elle  homogène?  —  Pourquoi  une  surface  est-elle  du  second  degré? 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  où  elle  coupe  l'axe,  et  un 
point  de  la  directrice:  trouver  l'équation  générale. 

—  Que  représente  PQ  +  R  =  o,  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o  étant  les  équations 
de  trois  plans? 

—  Elimination  de  Cauchy  sur  l'exemple 

ax^  •\- hx  -\-  c  =  o      7^  -\-  p  x-\-  q  =  o, 

—  Dans  une  hyperbole,  on  donne  un  foyer  et  un  sommet  du  rectangle  cons- 
truit sur  les  axes.  Equation  générale. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  conique,  le  point  de  contact  et  les  points 
de  rencontre  de  celte  tangente  avec  les  deux  directrices;  équation  générale. 

—  Théorie  des  plans  cycliques. 

—  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe,  comment  reconnaitra-t-on  que  la 
droite  y  =  oo?  -|-  6  est  asymptote? 

—  Conditions  pour  que  le  cône 

Aa;>  -f-  AV  -f  )lz^  +  2B1/2  +  2B'jm?  -f  7.Wxy  =  o 
soit  de  révolution.  Démontrer  que  l'équation 

X(œ»  +  y»  +  a»)  +  (our  -h  py  +  -^sY  =  o 


représente  un  cône  de  révolution,  et  que,  réciproquement.  l'équatioD   d'uo 
pareil  cône  iieut  être  mise  sous  cette  forme. 

—  Construire  la  courbe         

y  ss  \  X  -f  I  —V  ï  —  ^• 
Étudier  la  position  de  la  courbe  par  rap^Kirt  à  h  tangente  à  l'origiae. 

—  On  prend  trois  axes  rectangulaires  ox,  oj/,  os.  Une  sphère  a  son  centre 
sur  l'axe  ox;  une  droite,  mobile  s'appuie  sur  Taxe  os,  reste  parallèle  an  plan 
xoyet  est  toujours  tangeate  à  la  sphère.  Trouver  la  surfiice  engendrée  par 
cette  droite. 


QUESTION  298 

MolutioB  par  M.  Quiqubt,  élève  du  Lycée  de  Lille. 


.Si  Von  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  telles 
que  les  carrés  de  leurs  racines  soient  en  tnême  temps  racines  de 
la  même  équation,  on  obtient  seize  équations  satisfaisant  à  cette 
condition,  4**  Former  ces  équations.  2^  Il  y  en  a  dix  dont  les 
coefficients  sont  réels;  démontrer  qu'aucune  nest  irréductible,  c'est- 
à'dire  qu'on  peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degrés 
moindres.  Trouver  leurs  racines.  3^  Des  six  équations  dont  les 
coefficients  sont  imaginaires  et  qui  satisfont  à  la  question,  il  y 
en  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres;  démontrer 
à  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 

Nous  pouvons  mettre  ces  équations  sous  la  forme  générale 
ce*  —  Aû5»  +  Ba?«  —  Coî  -h  D  =  o  (») 

eu  supposant  le  premier  coefficient  égal  à  Tunité. 
Soient  a,  &,  c,  d  les  racines  de  (a),  il  faut  que 

A.  =  Sa  =  Sa* 
B  =  Sa6  =  Sa«6« 
C  =  Jlabc  =  Sa»^«c* 
D  =  abcd  =  a*6*c»rf« 
en  éliminant  a,  6,  c,  d  entre  ces  huit  relations,  nous  obtien- 
drons quatre  équations  ne  contenaDtplus  que  les  coefficients 
A,  B,  C,  D,  ce  qui  nous  permettra  d'obtenir  leurs  valeurs. 
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Si  l'on  remarque  que 

{ZaY  =  Sa*  +  2lab 
(Safe)*  =  Sri*6«  4-  2Sa6cSa  —  2abcd 
(Labc)*  =  S««6V  +  2a6cdSa6 
(abcd)^  =  a^b'c^d', 
on  obtient  immédialeiuent 

A*  =  A  +  2B  (1) 

B*  =  B  -i-  2ÊlG  —  ai)  (2) 

C«  =  C  i-  2BD  (3) 

D«  =  D  (4) 

telles  sont  les  éqnalions  simultanées  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  coefficients  d'une  équation  du  4^  degré  mise 
sous  la  forme  (a)  pour  qu*elle  admelle  comme  racines  les 
carrés  de  ses  racines. 

Résolvons  ce  système  et  pour  cela  remarquons  que  (4)  ne 
fournit  pour  D  que  les  valeurs  D  =  o  ou  D  =  i. 
Soit  d'abord  D  =  o. 

{jS)  donne  alors  G  =  o  ou  G  =  i.  Si  G  =  o,  (2)  donne 
B  =  o  ou  B  =  I.  Soit  B  =  o,  alors  (i)  donne  A  =  o  ou 
A  =  1  ;  soil  B  =  I,  de  (I)  on  tire  A  =  2  ou  A  =  —  i. 
Si  C  =  I ,  on  résoudra 

A*  =  A  +  2B  (5) 

B»  =   B  +  2A  (6) 

Ces  deux  équations  retranchées  membre  à  membre  donnent 
A*  —  B«  =  —  (A  —  B); 
d'où  A=BetA+B  =  —  I. 

Si  A  =  B,  (S)  donne  pour  A  et  B,  3  ou  o.  Si  A  -|-  B  =  —  i , 
(S)  peut  s'écrire  A*  +  A  +  ^  =  o; 

d  ou  A  = — 

2 

—  I  ^  71 

et  par  suite        B  =  —  i  —  A  =  — = — -2— ^ — 

2 

en  prenant  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  ensemble. 

D'ailleurs,  on  remarque  que  Ton  peut  permuter  les  valeurs 
de  A  et  B,  car  (5)  et  (6)  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  le 
changement  de  A  en  B  et  de  B  en  A. 

Supposons  maintenant  D  =  i . 


1 
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Les  équations  deviennent  alors 

A»  =  A  -f  2B  (1) 

B»  =  B  +  2AC  —  2  (8) 

C»  =  C  +  aB  (9) 

Retranchons  (9)  de  (7)  membre  à  membre,  il  eu  résulte 

A»  —  C«  =  A  —  C. 
d'où  A=C      et      A  +  C  =  l. 

Soit  d'abord  A  =  G.  Si  l'on  élimine  B  entre  (7)  et  (8)  dans 
celte  hypothèse,  il  vient 

|-A(A--i)J^    ^^7')+2A«-2, 

équation  qui  se  dédouble  en 

A==i 
et  A\ÈL  —  i)  =  2A  +  8(A  +  i). 

Cette  derniëre  équation  peut  s'écrire 

A[A(A—  i)  — 2]  =8{A+  i) 
ou  A[{A«  —  ,)  _  (A  +  i)]  =  8(A  +  i), 

d'oîi  Ton  tire  A  =  —  i 

et  A(A  — 2)  =  8. 

Ainsi  lorsque  A  =  C,  on  obtient  pour  A  et  C  les  valeurs 
1,  —  I,  4,  —  2.  Alors  (7)  ou  (9)  donnent  pourB  les  valeurs 
correspondantes  o,  i,  6,  3. 

Soit  maintenant  A  +  C  =  i .  Alors  2AC  =  —  2C(G  —  i). 
Or  (9)  donnera  2B  =  C(C  —  i),  donc  (8)  devient 

B»  +  3B  +  2  =  o, 
d'où  B  =  —  I  et  B  =  —  2. 


Si  B  =  —  I,  de  (9)  on  tire  C  =    '  —  ^^ 

2 

d'oïl  A=i  —  C=  -L+Il. 

2 

bi  B  =  —  2,  on  a  pour  G ,  et  pour  A  ^^ ; 

2  2 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  devant  encore  être  pris 

ensemble,  dans  les  deux  cas. 

On  peut  doue  former  le  tableau  suivant  : 
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D 


B 


—  I 
4 

—    2 

^  +  7» 

2 

i  +  7^ 

2 

2 

I  —  i5t 


Â 

o 
I 

2 


/  - 


O 

3 


^—   I    ^^ 

7» 

2 
-1   + 

7» 

O 

3 

I  +  71 


2 
o 
I 

6 
3 


—  I  —  7> 
2 

I 


4 
-  2 


I  — 

7» 

2 

1  + 

7» 

2 

I  —  1 

t5i 

2 

»  +  i 

i5t 

On  voil  doue  bien  qu'il  existe  toujours  seize  équs^tions 
répondant  à  la  question,  que  dix  ont  leurs  coefficients  réels, 
savoir  "  ac*  =  o  (10) 

(11) 
(12) 

(13) 
(14) 
(13) 
(16) 

(17) 
(18) 
(19) 


ac^  =  o 
X*  —  a;*  =  o 

X*  —  2X^  •=.  o 

ac*  +  ^''  +  ^''  =  o 

ac*  —  X  =  o 

x^  —  3ac*  4"  3a;"  —  jc  =  o 

ap*  —  ac*  —  a5+  i  =0 

at?*  +  ac*  +  X*  +  ^  +  ï  =0 
OP*  -^  4ap'  +  6^*  —  4ac  +  I  =  o 
ap*  +  2ÇC*  4"  3x*  -f"  ^^  +  I  =  ^ 
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que  six  ont  des  coefficients  imaginaires,  et  que,  parmi  ces 
six,  trois  sont  les  conjuguées  des  trois  autres,  savoir 

2  2 


71  I       i"  V< 

x^ '  ~^  ^     £c»  —  .!;• =^-^^ —  a;  +  I  =  0 

2  2 

X* -^ 05*  —  2rr* a;  +  I  =  0 

2  2 

Il  faut  prendre  dans  ces  équations  les  signes  supérieurs 
et  les  signes  inférieurs  ensemble  comme  il  a  déjà  été  dit. 

Les  six  premières  équations  à  coefficients  réels  ont  4,  3, 
2,  ou  au  moins  une  racine  égale  à  zéro  qui  est  lui-même 
son  carré;  leur  premier  membre  peut  se  décomposer  immé- 
diatement, ce  qui  donne        o?^  =  o  (10) 

x^(x  —  l)  =  0  (11) 

x^(x—  iy  =  o  (12) 

X*  (x^  -{-X  +  i)  =  0  (13) 

X  {x^  —  i)  =  o  (14) 

(E  (X  —   l)'  =  O  (Vu) 

(il),  (12)  et  (13)  admettent  respectivement  i,  2,  3  fois  la  ra- 
cine I,  qui  est  aussi  son  propre  carré.  Quant  à  (U),  elle 
admet  les  3  racines  cubiques  de  Tuiiité  i,  a,  ^,  et  l'on  sail 
que  a  et  ^  sont  les  carrés  Tune  de  Taulre ,  (13)  a  aussi  a  eld 
pour  racines. 

Les  équations  (16),  (17),  (18),  (19)  sont  réciproques;  leur 
degré  peut  donc  s'abaisser  de  moitié.  Mais  on  peut  remar- 
quer immédiatement  que  (16)  admet  deux  fois  la  rdciue  i 
et  que  (18)  n'est  autre  que  le  développement  de  {x —  1)*. 
On  a  donc       (ce  —  i)'  {x*  -{-  x-}-  i)  =  o  (16) 

(x—iY  =  o  (18) 

Ainsi  (16)  admet  deux  fois  la  racine  i  et  les  racines  cubi- 
ques a  et  p  de  l'unité;  (18),  quatre  fois  la  racine  i. 

D'ailleurs  (17)  a  pour  racines  les  quatre  racines  cinquièmes 
imaginaires  de  l'unité,  et  l'on  sait  que  les  puissances  d'une 
racine  imaginaire  de  l'équation  binôme  telle  que  a;*  —  i  =0 
sont  aussi  racines  de  cette  équation.  Les  carrés  des  racines 
sont  donc  bien  racines  de  l'équalion.  Ces  racines  sont 
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d:  n/F  —  1  àzi  \f7o±T^ 

4        Z 
en  prenant  le  même  signe  devant  y  3  . 

En  posant  x  -| =  y,   l'équation    (19)  pent    s'écrire 

ce 

y*  -)-  ay  +  !  =  o  ou  (y  4"  0*  =  o. 

Les  racines  de  (19)  sont  donc  deux  à  deux  égales,  les 
valeurs  de  x  sont  données  par  Téquation  x^  —  ^cy  -|-  i  =  o 
on  o;*  4"  ^  "t"  ^  =  o  et  elles  ne  sont  autres  encore  que  a  et  p. 

On   peut,  par  conséquent,  former  le  tableau  suivant  des 

racines. 

o  o 

o  o  (10) 


o  o 

o  I  (11) 

o 
I 


o 


o  __ 

—  1  +  tv^3 


o 
I 

(1^) 

o 

—  i  —  tVj 

2 

(Vi) 

I 

I            /I/3 
2 

(14) 

O  I 

(13) 


-  '  +  '^  -  ''  -  î^-  (46) 


2 


K?  —  I  +  t^io  +  2/?  /s  —  I  4-  »y  10  —  z^b 


_  fî^  1 4-  .1/'°  -  */r  —  /?— I  - i\l\o  —  ifï 


4  4 


—  334  — 

1  "  1 

i  I  (18 

—  1  +tv/3"  —  1  —  tVF 

2  2  

2  2 

Il  reste  à  démontrer  pourquoi  des  six  équations  à  coeffi- 
cients imaginaires,  trois  sont  les  conjuguées  des  trois  autres. 

Soit  P  -{-  Q^=  o  une  équation  telle  que  si  elle  admet  la 
racine  p  +  gî,  elle  admette  aussi  (p  +  qiy.  Alors  l'équatioD 
P  —  Qi  =  G  admettra  évidemment  la  racine  (p  —  gi),  et 
aussi  (p  —  qiy,  puisqu'elle  ne  diffère  de  la  première  que 
parle  changement  de  signe  de  ù  Donc,  à  toute  équation 
de  la  forme  P  +  Qt  =  o 

satisfaisant  à  la  question,  correspond  une  équation  de  la 
forme  P  —  Qi  =  o 

satisfaisant  également  à  la  question. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résulue  par  M.  Boulogne,  élève  du  lycée 
de  Lille. 


NOTE 


MM.  Baron  et  Daguillon,  élèves  du  Lycée  Henri  IV,  classe 
de  M.  de  TËpinay,  nous  ont  adressé  des  solutions  des  ques- 
tions ^3  et  294. 

Ces  questions  sont  trop  simples  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en 
insérer  les  solutions.  Elles  avaient  été  proposées  pour  faire 
connaître  à  .nos  lecteurs  le  genre  de  questions  posées  en 
Angleterre  aux  élèves  qui  étudient  la  géométrie  analytique. 

(Note  de  la  rédaclùm.) 
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ECOLE  POLYTECHNIQUE  1881 


Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  une  parabole  P  et  une  droite  AB  normale  au  point  Â  à  celle 
courbe  [ce  point  A  se  projetant  d'ailleurs  sur  Taxe  au  foyer  même  de  lAooiiri)e'. 
Trouver  Je  lieu  des  sommets  des  sections  faites  dans  le  cylindre  droit  qui  a 
pour  base  P,  par  des  plans  passant  par  AB. 

Ëpure. 

Un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  190  millimètres,  a  l'une  de  ses 
boes  ABC  sur  le  plan  horizontal  ;  le  sommet  D  est  au-dessus  du  plan  de  pro- 
jection. On  considère  un  cône  ayant  son  sommet  en  A  et  pour  base  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  BCD,  et  un  cône  ayant  son  sommet  en  B  et  pour  base 
le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ACD.  On  demande  de  représsnter  ce  qui  reste 
du  létraède  lorsque  l'on  a  ôté  le  volume  compris  dans  l'intérieur  des  deux 
cônes.  On  indiquera  la  construction  à  faire  pour  déterminer  un  point  quel- 
conque de  l'intersection  des  deux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE  1881 


On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

27y2  =  4073. 

1*  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  paramètres  m  et 
fi  pour  que  la  droite 

y  =  mx  4-  n 
soit  tangente  à  cette  courbe  ; 

2*  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe  proposée 
denx  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  laconique  représentée 
par  l'équation 

0?* + 1/*  +  ^^^y  =  ^  » 

3*  Par  an  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des  sécantes  coupant  cette 
courbe  en  deux  points  variables  M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  seg- 
ment MM'.  Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  répondent  à 
des  sécantes  pour  lesquelles  les  {mnis  M  et  M'  sont  réels. 
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CORRESPONDANCE 


M.  Catalan  nous  fait  remarquer  que  le  problème  traité  p.  10  est  bien  conon. 
On  en  trouve  une  soluiion  dans  son  Manuel  de  Cosmographie^  1880.  p.  103. 

M.  Caiaian  nous  signale  aus^^i  la  question  âl3,  p.  8t>,  qui  a  été  énoncée  ei 
démontât  par  lui-même  en  1858  [Comptes  rendus,  t.  XLH).  0.  L. 


AVIS 


Nous  prions  nos  cori*esi)ondants  de  vouloir  bien,  lorâqu'ils  nous  envoient  dt^ 
solutions  de  questions  propoiees,  se  conformer  aux  indications  suivanses: 

1*  Mettre  en  tète  leur  nom,  ainsi  que  la  dé;!iignution  exacte  de  l'établissement 
auquel  ils  appartiennent  ; 

2*  Reproduire  le  numéro  et  renoncé  do  la  queslion; 

3"  Moitre  chaque  que  il  ion  sur  une  feuille  à  part  et  surtout  chaque  figure  sur 
une  feui.le  sijé^iale,  qui  peut  èire  réunie  à  la  solution  ou  bien  porter  le  niiméM 
de  la  qu(5Stion  correipondante; 

4*  Ëviter,  dans  la  rédaction,  les  abréviations  qui  ne  sont  pas  usitées  djin< 
l'impression. 

5*  Ecrire  lisiblement,  et  surtout  soigner  les  symboles  et  formules. 

Toute  solution  qui  ne  remplirait  pis  les  premières  conditions  pourrait  don« 
ner  lieu  à  des  erreurs  ou  à  des  oublis.  Si  les  ddux  dernières  conditions  ne  sooi 
pas  remplies,  nous  serons  obligés  de  renvoyer  les  copies  à  leurs  auteurs,  pour 
obtenir  une  nouvelle  redatioi  .satisfaisant à  ces  conditions;  les  élèves  qui  sf 
prv'parenl  aux  examens  nous  s^juront  gré  de  les  avoir  habituée  à  es  détaiN 
tout  matériels,  qui  ont  une  influence  dms  la  correction  des  copies. 

Nos  correspondants  nout  reidront  service  en  nous  envoyant  les  question)  de 
Baccalauréat  es  sciences  données  dans  le^ diverses  Facultés  et  aussi  en  nous  foi- 
sant  connaître,  pour  ceux  qui  se  préparent  aux  écoles,  leur  rang  d'admissioti. 
s'il  y  a  lieu. 


\jà  Rédaclcur-Gérant. 
J.  KOEHLER. 


PAR».  —  INPfttHElUK  CBA»,  ^0,  RVI  DKRGÈRE.  PRÈS  OTT  ROULEVaRD  HONTJlAaTRB*—  4l4»)-<' 


—  337  — 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Delplt«  élève  de  l'École  piépantoire  SaiQte-fiarbe. 


PROPRIÉTÉS  BU  TÉTRAÈDRE  À  ARÊTES  ORTHOGONALES 

On  nomme  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales  un  tétraèdre  dans 
lequel  les  arêtes  opposées  sont  perpendiculaires  {^), 

1.  —  On  peut  toujours  constJ'uire  une  infinité  de  tétraèdres 
jouissant  de  cette  propriété. 

Donnons-nous  par  exemple  comme  base  le  triangle  quel- 
conque  BGD  ;  menons  les  trois  hauteurs  de  ce  triangle  ;  par 
ces  droites  faisons  passer  des  plans  perpendiculaires  au  plan 
du  triangle;  ces  plans  se  couperont  suivant  une  droite  AM 
perpendiculaire  à  la  base  ;  et,  si  Ton  joint  un  point  À 
quelconque  de  AM  aux  trois  sommets  B,  G,  D,  on  obtient  un 
tétraèdre  répondant  à  la  question.  En  effet,  Taréte  AD,  par 
exemple,  est  perpendiculaire  à  BG  parce  que  le  plan  ADE 
est  perpendiculaire  à  BG. 

S.  —  Si  parmi  les  six  arêtes^  quatre  sont  perpendiculaires  deux 
à  de%KJc,  les  deux  autres  le  sont  aussi. 

Supposons  que  AB  soit  perpendiculaire  à  DG,  et  AD  à  BG; 
menons  les  hauteurs  du  triangle  de  base,  et  faisons  passer 
des  plans  par  ces  hauteurs  et  les  arêtes  latérales  ;  deux  de 
ces  plans,  les  plans  ADE,  ABF,  sont  perpendiculaires  au  plan 
BGD  ;  or  le  troisième  AGE  passant  par  leur  intersection  est 
aussi  perpendiculaire  à  la  base  et  par  suite  à  la  droite  BD; 
donc  les  droites  BD  et  AG  sont  orthogonales. 

3.  —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  se  coupent  en  un  mime  point. 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  deux  hauteurs  AM  et  GN. 

Menons  une  troisième  hauteur  DQ. 

Les  droites  DQ,   CN  appartiennent  respectivement  aux: 


(*)  Le  leclear  est  prié  de  fiiire  les  figures. 
JOUaifALiniKATH.  1881.  il 
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plans  ADE,  AGE,  qui  se   coupent  suivant  la  hauleur  AM; 
donc  les  droites  DQ,  GN  se  coupent  sur  la  droite  AM. 

Les  hauteurs  concourent  donc  en  un  même  point  qu'on 
appelle  centre  des  hauteurs. 

4.  —  Les  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  se  coupent 
en  un  même  point,  qui  est  le  centre  des  hauteurs. 

Gonsidérons  les  arêtes  opposées  AB,  DG  et  les  pieds  F 
et  L  des  perpendiculaires  DL  et  BF.  La  droite  FL  esl  per- 
pendiculaire à  GD  comme  étant  contenue  dans  le  plan  ABF 
perpendiculaire  à  cette  droite;  pour  une  raison  analogue, 
elle  est  perpendiculaire  àAB;  donc  c'est  la  plus  courte  dis- 
tance des  droites  AB  et  DG. 

Elle  passe  par  le  point  I,  car  c'est  une  hauteur  du  trian- 
gle DLG  qui  a  pour  centre  des  hauteurs  le  point  L 

On  voit  que  les  pieds  des  plus  courtes  distances  sont  les 
pieds  des  hauteurs  des  faces. 

8.  —  £6  produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte 
distance  est  égal  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 

Nous  avons         AM  .  BF  =  FL  .  AB 

3V  =  AM  .  Surf.  BCD 

2Surf.  BCD  =  BF  .  DC. 
Multiplions  membre  à  membre  il  vient 

FL  .  AB  .  DG  =  6V. 

6.  —  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  plus  courtes 
distances  sont  douze  points  sur  une  même  sphère. 

Soient  M,  N,  P,  Q,  les  milieux  de  quatre  arêtes  opposées 
deux  à  deux. 

La  figure  MNPQ  est  un  rectangle  dont  les  diagonales  sont 
égales  et  se  coupent  par  leurs  milieux. 

lien  résulte  que  les  trois  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  sont  égales  et  concourent  en  un  même 
point  qui  est  leur  milieu  commun  ;  donc  les  points  M,  N, 
P,  Q,  R,  S  sont  sur  une  même  spliëre.  Gette  sphère  coupe 
les  faces  suivant  les  cercles  passant  par  les  milieux  des 
arêtes,  c'est-à-dire  suivant  leurs  cercles  des  neuf  points* 
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La  sphère  passo  donc  par  les  pieds  des  plus  cotirte»  dis» 
lances. 

La  môme  sphère  passe  encore  par  les  milieux  des  lignes 
qui  joignent  les  sommets  aux  centres  des  hauteurs  des 
faces. 

Cette  sphère  se  nomme  la  première  sphère  des  douze 
points  ;  nous  déterminerons  plus  loin  son  centre. 

7 .  —  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  au  milieu 
de  la  ligne  qm  joint  le  centre  des  hauteurs  au  centre  de  la  sphère 
circonscrite. 

D'abord  ces  points  sont  en  ligne  droite.  Soit  0  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  ;  soit  a  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  BGD  ;  soit  y  le  centre  de  gravité  du  même 
triangle  ;  les  points  a,  y,  H  sont  en  ligne  droite. 

Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  sur  la  ligne 
Ay;  il  se  trouve  donc  dans  les  plans  tels  que  OaH  perpendi- 
culaires aux  différentes  faces  du   tétraèdre;   or  les   points 

0  et  I  sont  des  points  communs  à  tous  ces  plans  ;  la  droite 

01  est  donc  leur  intersection  et  le  centre.de  gravité  doit  s'y 

trouver. 

OC 
Calculons  le  rapport  -r--  ; 

pour  cela  abaissons  Cg  perpendiculaire  ^ur  aH  : 

yH         yA  4 

or  xy  =  —  yH. 


Donc 


il 

«T. 


I 


yg 

et  par  suite  -= —  =  -r 

agf  3 

Il  s'ensuit  que  g  est  le  milieu  de  aH  et  par  suite  C  est  le 

milieu  de  01. 

8 .  —  Les  centres  de  gravité  des  faces  sont  les  sommets  d'un 
tétraèdre  homcthétique  inverse  au  tétraèdre  donné. 

Il  suffit  de  remarquer  que  la  ligne  qui  joint  les  centres 
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de  gravité  de  deux  faces,  est  parallèle  à  Tarète  qui  joint 
leurs  sommets  non  communs  et  égale  au  tiers  de  celte  arête; 
de  plus  on  voit  qu'elles  sont  dirigées  en  sens  inverse. 

Le  rapport  d'homolhétie  est  1/3.  Le  centre  d'homothétie 
est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

9.  —  La  sphère  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des  faces 
passe  par  leur  centre  des  hauteurs  et  divise  dans  le  rapport 
de  i  à  2  les  lignes  qui  joignent  les  sommets  au  centre  des 
hauteurs  du  tétraèdre. 

Les  centres  de  gravité  étant  les  sommets  d'un  tétraèdre 
homothélique  au  tétraèdre  donné,  la  sphère  passant  par  ces 
points  a  son  centre  sur  la  ligne  qui  joint  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  centre  d'homothétie,  c'est-à-dire  sur 
la  ligne  OC.  11  divise  cette  ligne  dans  le  rapport  de  i  à  3, 
soit  L  ce  point.  Abaissons  L2  perpendiculaire  sur  la  ligne  aH. 

CL  _    I 

DG  ~  3 

..     CL         1      LI         2 
et    par  suile  —  =  _,_  =  —. 

Il  «ensuit que^=_,^  =  ~,^  =  -, 

donc  ^  =  -f'      ^^  =  ^°- 

Le  point  L  est  équidistant  de  y  et  de  H.  Donc  la  sphère 
passe  par  les  centres  des  hauteurs  des  faces. 

Tirons  yL  et  soit  E  le  point  oh  cette  droite  coupe  la  hau^ 
teur  ÂH.  Appliquons  le  théorème  de  Ménélatts  au  triangle 
ACI  coupé  par  la  transversale  yK  : 

AK         yG         LI 

Kl     •    yA    '    CL   ~  ^ 

ou  -~—  .  —  2  =  1      AK  =  aKL 

Kl         4 

La  sphère  passe  donc  par  les  points  qui  divisent  les  lignes 
telle  que  AI  dans  le  rapport  de  2  à  i. 

Cette  sphère  porte  le  nom  de  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Son  rayon  est  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 
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Cette  sphère  coupe  les  faces  suivant  des  cercles  ayant 
pour  diamètres  les  distances  de  leurs  centres  de  gravité  à 
leurs  centres  des  hauteurs. 

Le  rapport  -=rjr-  est  égal  à  — . 

10.  —  On  peut  inscrire  dans  le  tétraèdre  un  ellipsoïde  de 
révolution  ayant  pour  foyers  le  centre  des  hauteurs  et  son  symé- 
trique par  rapport  au  centre  de  la  seconde  sphère  des  douxe  points. 

Prenons  le  symétrique  F  du  point  I  par  rapport  au  point 
L  et  son  symétrique  F  par  rapport  au  plan  BGD,  joignons  FI', 

La  distance  FF  est  égale  à  2LH  =  —r— . 

3 

La  droite  FI'  coupe  la  droite  aH  en  un  point  dont  la 
somme  des  distances  aux  points  F  et  I  est  constante  et 

égale  à  — ^.  Ce  point  appartient  donc  à  Tellipsoïde  ayant 

pour  foyers  les  points  F  et  I.  De  plus  c'est  un  point  de  tan- 
gence,  car  Tellipse  déterminée  par  le  plan  FlaH  est  tangente 
au  plan  BGD. 

L'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  grand  axe.  La 
longueur  de  ce  grand  axe  est  égale  au  diamètre  de  la 
seconde  sphère  des  douze  points.  Cette  sphère  est  la  sphère 
directrice  de  l'ellipsoïde. 

Le  rapport  des  distances  du  point  de  tangence  aux  points 

5  et  i  est  égal  à  -yj-  ou  -ry-. 

Le  point  de  tangence  s'obtiendra  donc  en  menant  par  le 
point  I  une  parallèle  à  la  ligne  yL. 

La  considération  de  cet  ellipsoïde  fournit  quelques  corol- 
laires dont  les  plus  simples  sont  : 

Les  lieux  des  symétriques  des  points  I  et  T  par  rapport 
aux  plans  des  faces  sont  des  sphères  égales  ayant  pour 
centre  les  points  F  et  I  ; 

Le  produit  des  distances  des  points  F  et  I  aux  faces  est 
constanl. 

11.  —  Loi'squ'un  des  angles  solides  du  tétraèdre  a  ses  angles 
plans  obtus,  il  existe  une  sphère  telle  que  chaque  sommet  est  le 
pôle  de  la  face  opposée. 
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• 

Suppo0onB  que  les  angles  en  A  soient  obtus.  Les  centres 
des  hauteurs  des  faces  syant  pour  sommet  le  point  A  seront 
en  dehors  du  tétraèdre.  Il  s'ensuit  que  les  lignes  qui  les 
joignent  aux  sommets  B,  G,  D  ne  rencontrent  chacune  le 
tétraèdre  qu'en  un  point  :  donc  leur  point  d'intersection, 
c'est-à-dire  le  point  I,  centre  des  hauteurs,  est  en  dehors 
du  tétraèdre  ;  et  un  sommet  et  le  pied  de  la  hauteur  issue 
de  ce  sommet  seront  du  même  côté  par  rapport  au  centre 
des  hauteurs. 

Dans  le  cas  oh  l'angle  solide  en  A  n'a  pas  ses  angles 
plans  obtus  le  produit  lA  .  IH  est  constant  ;  lorsque  l'angle 
solide  a  ses  angles  plans  obtus,  le  point  I  est  transporté 
sur  la  ligne  AH  au  delà  du  point  A. 

On  Yoit  dès  lors  que  si  du  point  I  on  décrit  une  sphère 
dont  le  carré  du  rayon  soit  égal  au  produit  lA  .  IH,  le  té- 
traèdre sera  autopolaire. 

Cette  sphère  se  nomme  la  sphère  polaire.  Elle  a  pour 
centre  le  centre  des  hauteurs. 

Lorsque  la  sphère  polaire  existe,  l'ellipsoïde  inscrit 
n'existe  plus.  En  effet,  un  de  ses  foyers  (le  centre  des 
hauteurs)  va  en  dehors  du  tétraèdre  ;  comme  le  point  G  est 
toujours  à  l'intérieur  du  tétraèdre,  le  point  F  et  le  point  I  sont 
forcément  des  côtés  différents  par  rapport  aux  trois  faces 
ayant  leurs  sommets  en  A  ;  par  suite  l'ellipsoïde  est  impos- 
sible. 

Analogue  au  cercle  polaire  dans  le  triangle,  la  sphère 
polaire  fournit  comme  lui  plusieurs  corollaires  importants 
résultant  de  l'application  de  la  théorie  des  polaires. 

Ghercho^s  les  plans  polaires  des  pieds  des  hauteurs  des 
faces.  Ge  seront  des  plans  parallèles  aux  faces  opposées. 
Ges  plans  forment  par  leur  intersection  un  tétraèdre  ho- 
mothétique  au  premier,  et  tel  que  les  sommets  du  premier 
tétraèdre  se  confondent  avec  Içs  centres  de  gravité  du 
nouveau. 

Les  plans  polaires  des  pieds  des  plus  courtes  distances 
sont  des  plans  passant  par  les  arêtes.  En  effet,  on  a  vu  que 
le  produit  des  segments  interceptés  sur  ces  droites  est  égal 
au  produit  des  segments  interceptés  sur  les  hauteurs. 
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12.  —  Les  arêtes  opposées  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 
sphère  polaire. 

En  effet,  une  arête  est  dans  le  plan  mené  par  le  centre 
des  hauteurs  perpendiculairement  à  l'arête  opposée;  de  plus, 
si  l'on  joint  le  centre  au  point  ou  ce  plan  coupe  la  seconde 
arête,  la  droite  menée  est  perpendiculaire  à  la  première 
arête  ;  de  plus,  comme  le  produit  des  segments  interceptés 
sur  les  plus  courtes  distances  est  égal  au  carré  du  rayon, 
il  s'ensuit  que  si  par  les  arêtes  opposées  à  l'angle  obtus 
on  mène  des  plans  tangents  à  la  sphère  polaire,  les  arêtes 
opposées  passeront  par  les  points  de  contact. 

13.  —  Relations  entre  les  rayons  des  sphères. 

Nous  appellerons  p  le  rayon  de  la  sphère  polaire,  R  celui 
de  la  sphère  circonscrite^  f  celui  de  la  première  sphère  des 
douze  points. 

Si  on  prend  le  point  I  pour  origine  d'inversion,  la  sphère 
circonscrite  a  pour  inverse  la  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Donc  en  appelant  P  et  P'  les  puissances  du  point  I  par 
rapport  à  ces  deux  cercles  p*  =  PP'. 

Or  P  =  R«  —  S« 

9 
Donc  3p*  =  R»  —  S*        p*  =  ■■  '  ~"  ^'  B«  =  R«  +  3p«. 

La  première  sphère  des  douze  points  passant  par  les  pieds 
des  plus  courtes  distances  est  à  elle-même  son  inverse;  donc 
la  puissance  du  point  I  par  rapport  à  ce  cercle  est  égale  à  p*  : 

ft '• 

P         "I P  ' 

4P«  =  8«-4P» 
et  S«='R«  +  3p«; 

I  J^. 

donc  p'  =  —  (R*  —  p*)  a 
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Mathématiques. 

!•  Troaver  la  condition  pour  que  deux  équations  du  second  degré 

(W?*  + 6a;  +  c  =  o,       o'a?* -f  6'aî  +  c' =  o 
aient  au  moins  une  racine  commune. 
9*  Résoudre  l'équation 

X        b         b^  _      ,    b         b^ 

3*  Trourer  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  orthogonalement  deux 
cercles  donnés. 

Trigonométrie  et  oaloal  logarithmique. 

1*  Calculer  le  côté  AB  d'un  quadrilatère  plan  ABGD,  connaissant  le  côté  opposé 

CD  =  4i375-,4? 
et  les  angles  ADG  =  iio*  35*  35',35 

BDC  =    49   49  49  ,49 

ACD  =    36   36   36  ,36 

BCD  =    86    52  52  ,52 

2*  Après  avoir  trouvé  4  degrés  pour  la  hauteur  angulaire  d'une  tour,  un 

observateur  s'avance  de  x  kilom.  vers  la  tour;  il  trouve  alors  5  degrés  pour  la 

iiauteur  angulaire.  Quelle  est  la  longueur  du  chemin  qui  lui  reste  à  parcourir 

pour  arriver  au  pied  de  la  tour? 


CONCOURS  GENERAL  DE  1881 


Mathématiques  élémentaires. 

Etant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  mène  les 
hissectrices  intérieures  des  angles  A,  B,  C.  Soient  A(,  Bi,  Ci,  les  points  où  ces 
bissectrices  rencontrent  la  circonférence. 

1*  En  désignant  par  S  et  S|,  les  surfaces  des  triangles  ABC  et  AjBiCi,  par 
D  le  diamètre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  démontrer  qu'on  a  la  relation 

Si  _   R 

2*  On  considère  une  suite  de  triangles  ABC,  AiB^Ci,  A2B3C2, ...  AnBaCoiteb 
que  chacun  d'eux  se  déduit  du  précédent  comme,  dans  l'énoncé  ci-dessus,  le 
triangle  AiB,C,  se  déduit  du  triangle  ABC.  Démontrer  que,  lorsque  le  nombre 
entier  n  augmente  indéflniment,  le  triangle  A2aB2nC2n  tend  vers  une  position 
limite  apy  ;  dans  les  mêmes  conditions,  le  triangle  A2d  +  iB2n  +  iCsa  -i- 1  tend 
aussi  vers  une  position  limite  a  p'y'  ;  1^  deux  triangles  limites  sont  équilaté- 
raux  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 


I 


—  348  — 

3*  Dtoontrer  qae,  si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R  du  eercle,  le  produit 
des  nombres  qui  mesurent  les  diamètres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
ABC,  A|B,Ci» ..  AnBnCn  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

MathémaUqaes  spéciales. 

TrouTer  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  des  six  norma  les  qu'on  peut 
mener  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  à  un  ellipsoïde  donné,  à  trois  axes  iné- 
gaux, se  séparent  en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les  plans  respectifs  sont 
parallèles  entre  eux. 

Montrer  que  si  Ton  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution  de  ce  problème 
<  mener  du  point  P  les  normales  à  VolHpsfHde  »  dépend  de  la  résolution  de 
deux  équations  du  troisième  degré. 

Discuter  ces  équations. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ALGER 


Résoudre  4  oos  20;  +  3  cos  a?  —  i  =  o. 

•*  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  déterminer  la  hauteur  DE  d'un  seg- 
ment sphérique  à  une  base,  de  manière  que  le  cône  droit  ABC  ait  un  volume 
égal  à  m  fois  le  volume  du  segment  BEC.  Le  problème  est-il  toujours  possible? 

—  On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  deux  points  sur  OY. 
Déterminer  sur  OX  un  point  M  tel  que  l'angle  formé  en  joignant  le  point  M 
aux  deux  points  pris  sur  OY  soit  égal  à  45  degrés. 

—  Déterminer  le  rapport  des  deux  bases  d'un  trapèze  isoscèle  sachant  que  le 

Tolume  engendré  par  oe  trapèze  tournant  autour  de  la  grande  base  est  les  — 

b 

da  volume  engendré  par  le  trapèze  toumant  autour  de  la  petite  base. 

-i-  Dans  une  circonférence  de  diamètre  AB,  déterminer  une  corde  AC  telle  que 
si  on  Ciiit  tourner  la  flgiyre  autour  de  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment 
eircnlaire  AMG,  soit  égal  à  m  fois  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle 
ACD,  D  étant  ki  projection  de  G  sur  le  diamètre. 

—  Partager  un  trapèze  ABGD  en  deux  trapèzes  semblables  par  une  parallèle 
aux  bases.  Comparer  les  aires  de  ces  trapèzes  aux  aires  'des  triangles  ADG  et 
ABC.  

LILLE 

Quelle  erreur  commet-on  sur  le  volume  d'un  tronc  de  cône  lorsqu'on 
substitue  à  ce  volume  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  que  le  tronc,  et  ayant 
pour  rayon  la  moyenne  arithmétique  entre  les  rayons  des  bases  du  tronc  ?  Limite 
supérieure  de  cette  erreur  quond  la  différence  entre  ces  deux  rayons  ne  dépasse 
pas  le  quart  du  plus  grand. 

—  Calculer  les  côtâ  d'un  trijangle  connaissant  les  angles  et  la  hauteur  issue 
du  sommet  A.  Trouver  le  périmètre,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  le  rayon  du 
eerde  circonscrit  (formules  logarithmiques). 
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—  Connaissant  les  eôtés  et  les  angles  d'nn  triangle,  évaluer  par  des  fionnales 
logarithmiques  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  distances  du  centre  da  eerde 
aux  trois  côtés,  et  l'excès  de  la  somme  de  ces  distances  sur  le  rayon  du  eerde 
circonscrit.  

LYON 

Une  corde  MN  £ait  avec  le  diamètre  AB  un  angle  «.  Trouver  la  surface  du 
tronc  de  cône  engendré  par  la  droite  MN  tournant  autour  de  AB.  Application 
MN  =  i;  AB  =  2;  ft  =  40*  25'  3o'. 

—  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  y  -^  2X  lorsqu'on  a  la  relation 
i6y^  -f  36a?'  =  9. 

GLERMONT 

Dans  le  plan  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  de  côté  a,  on  trace,  à  une 
distance  d  du  côté  BG,  une  droite  XY  parallèle  à  ce  côté.  Calculer  en  fonction 
de  a  et  de  d  le  volume  et  la  surface  totale  du  solide  décrit  par  le  triangle  en 

tournant  autour  de  xy  d'un  angle  égal  à  — . 

2 

—  Construire  un  carré  quintuple  d'un  carré  donné. 

—  On  donne  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle.  Oa 
sait  que,  dans  ce  quadrilatère,  les  angles  opposés  sont  supplémentaires;  on 
demande  de  calculer  par  la  trigonométrie,  et  sous  forme  logarithmique,  le 
carré  de  l'une  des  diagonales  du  quadrilatère  en  fonction  des  données. 

—  Résoudre  cos  a;  =  m  tg  x.  Discussion;  cas  où  m  ^  i. 


GRENOBLE 

Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et 
l'angle  B.  Par  un  point  D  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  à  cette 
ligne  une  perpendiculaire  DX  autour  de  laquelle  le  triangle  est  supposé 
tourner.  On  demande  de  déterminer  le  point  D  pour  que  le  volume  engendré 
soit  double  de  celui  qu'engendrerait  le  même  triangle  en  tournant  autour  de 
CK,  menée  par  C  perpendiculairement  à  BC. 
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On  considère  trois  nombres  en  progression  géométrique  dont  la  somme 
est  constante.  Trouver  le  maximum  de  leur  produit. 

—  Le  rayon  de  base  d'un  cône  est  a  ;  son  apothème  est  b.  Exprimer  à  l'aide 
de  a  et  de  6  le  volume  de  la  sphère  inscrite  au  cône. 

—  Démontrer  que,  dans  une  ellipse,  le  produit  des  deuxrayons  vecteurs 
d'un  point  quelconque  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  normale 
avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  rayons  est  égal  au  carré  du  demi  petit  axe. 

—  Un  tétraèdre  OABC  est  tel  que  les  trois  faces  OBC,  OAB,  GAG  sont  des 
tri.mgles  rectangles  en  0;  on  donne  les  arêtes  BG  =  a,  CA  =6,  AB  =  c;  on 
demande  de  calculer  :  1*  les  arêtes  OA  =  â;,  OB  =  ]/,  OC  =  iï  ;  2*  le  volume  du 
tétraèdre;  3"  les  tangentes  des  angles  dièdres  ayant  pour  arêtes  BG,  GA,  AD. 
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QUESTION  299 

SolniioB  par  M.  F.  Baudouin,  au  Collège  de  Beauvais. 


Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  des  périmètres  aux 
diamètres  des  trois  cercles  ex-inscrits  sont  exprimés  par  des 
nombres  entiers  est  rectangle.  Dire  la  forme  de  ce  triangle. 

(Geoffroy.) 
Donnons  à  p,  a,    b,  c,  r,  r',  r    et  r"  les   significations 
connues  et  considérons  les  égalités 

pr  =  (p  —  a)  r  =i  {p  —  b)  r  =  {p  =  c)  r";  elles  donnent 

p   ^   p  —  a   ^    p a_ 

r  r  r  r 

p   p  —  b    _  ^p b  . 

r  r  r  r 

J^  ^   P  —  c    _2 L  (3) 

r"  r  r  r 

Les  premiers  membres  de  ces  nouvelles  égalités  étant 

entiers,   les  seconds  le  seront  aussi,  de   môme  que  leur 

somme  -^  ;  par  suite,  si  Ton  considère  à  part  les  égalités 

(i),  (2),  (3),  on  voit  que  les  quantités  — ,  — ,  —  sont  la 

T      r      r 

différence  de  deux  nombres  entiers  ;  elles  sont  entières  aussi 
et  les  côtés  des  triangles  sont  des  multiples  du  rayon  du 
cercle  inscrit.  Prenant  r  pour  unité  on  a 

(p  —  a){p  —  b){p  —  c)    ^  ^ 

P 

ou  (p  —  a){p  —  b){p  —  c)=p.  (4) 

Considérons  les  points  a,  p,  y  où  le  cercle  inscrit  touche 
les  côtés  du  triangle  ABC  et  posons 

Ap  =  x,  Ba  =  t/  Cy  =  z. 
Nous  aurons       p  =  x  -}-  y  -\-  z 

a=  y  4-  ^ 
b  =  X  -\-  3 

c  =  x  +  y- 


f 
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L'égalité  (4)  deyient  alors 

œyz  =  a;  +  !/  "h  *• 
Si  X,  y 9  z  sont  entiers,  a,  b,  c  le  sont  également  et  par 
conséquent  multiples  de  r.  Mais  l'égalité  est  satisfaite  pour 

œ=z  I,  y  =  2,  j5  =  3. 
Oouc  a  =^  5,  6  =  4,  c  =  3,  ou  a  =  5r,  b  ==  41%  c  =  3r. 
Le  triangle  est  des  lors  rectangle,  puisque  a*  =  6*  4~  ^^' 
La  forme  du  triangle  est  déterminée  par  les  yaleurs  mêmes 
de  ses  côtés. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gobert,  au  coUëge  GiapUl  ; 
Bonnieuz,  à  Riom  ;  Henry,  à  Brédiaincoart. 

j   11         ■    *     Il  ■     .  ■  ■  1  ■  ■  ,     '  — * 

QUESTION    303. 

Sol«tloii  par  M.  Dblpit,  élève  à  l'École  pr^ratoire  Saint-Bari>e. 


On  donne  un  cercle  et  un  point  fixe  P  intérieur.  On  demande  : 
1^  Quel  est  le  lieu  des  points  symétriques  du  point  P  par  rap- 
port aux  quadrila- 
tères inscrits  ABGD 
dont  les  diagoMÛes 
sontrectangulaires 
et  passent  par  le 
point  P. 

»"  Quel  est  le  lieu 
des  sommets  des 
quadrilatères  obte- 
nus en  menant  par 
les  sommets  desgua- 
drilatères  ABGD 
des  parallèles  aux 
diagonales, 

l»  Soit  AB  un 
des  côtés  du  qua- 
drilatère   ABGD, 
et  M  le  symétrique   de  P   par  rapport  à  ce  côté.  Soit  R  le 
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milieu  de  ÂB,  E  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  au 
milieu  G  de  OP  sur  ÂB.  . 

Le  triangle  rectangle  ORB  donne  OR^  +  RB*  =  R^ 
R  étant  le  rayon  du  cercle»  remplaçons  RB  par  RP,  on  a 
OR*  +  RP*  =  R^  Il  résulte  de  là  que  la  médiane  RC  du 
triangle  ORP  est  constante.  Menons  GQ.  E  étant  le  milieu 
de  RQ,  les  obliques  GR,  GQ  sont  égales.  Donc  GQ  est 
constante. 

Or  OM  est  le  double  de  GQ;  donc  le  lieu  du  point  M  est 
une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

3^  Par  les  points  A  et  B  menons  des  parallèles  aux  dia- 
gonales. Soit  I  leur  point  de  rencontre. 

Le  quadrilatère  AIRP  est  un  rectangle.  Donc  la  diago- 
nale PI  passe  par  le  milieu  R  de  ÂB  et  y  est  divisée  en 
deux  parties  égales. 

Si  nous  tirons  01,  cette  droite  est  le  double  de  GR;  or 
OR  est  constante  et  égale  à  GQ,  donc  01  est  constante  et 
égale  à  OM. 

Donc  l'ensemble  des  deux  lieux  se  réduit  à  une  circon* 
Carence  ayant  pour  centre  le  centre   du  cercle   donné  et 

OP 
pour  rayon  2 


/r«- 


2 

>(0TA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Fiévet,  de  Lille. 


QUESTION  305 

Ék»l«tlOB  par  M.  Aug.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV  [classe  de 

M.  Macé  de  l'Ëpinay). 


On  donne  un  cercle  0  et  par  le  centre  de  ce  cercle  on  mène 
deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB  ;  par  les  extrémités  de  ces 
rayons  an  mène  deux  droites  parallèles  à  deux  directions  fixes 
et  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  I 
dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le  système  AOB  tourne  autour  du 
point  0. 

On  pbut  toujours  supposer  que  les  deux  directions  rectan- 
gulaires données  passent  par  le  centre  du  cercle  ;  soient 
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oXy  oy,  ces  deux  directions  et  AOB  une  position  quelconque 
du  système  mobile.  Soient  G  et  D  les  intersections  respec- 
tives des  droites  BI, 
^  •'/       AI  avec  l'axe  auquel 

chacune  d'elles  n'est 
pas  parallèle.  Les 
angles  BOC,  AOD 
sont  égaux  comme 
ayant  même  complé- 
ment COA;les  trian- 
gles BOC,  AOD  qui 
ont  en  outre  l'hypo- 
ténuse égale  sont 
donc  égaux  et  OC 
=  0D. 

Mais  OC  =  DI  et 
OD  =  CI  ;  donc  W 
=  IC.  Donc  le  lieu  du  point  I  est  la  bissectrice  du  premier 
angle  des  axes  xoy. 

Comme  d'ailleurs  rien  n'indique  celui  des  points  A  et  B 
par  lequel  doit  être  menée  la  parallèle  à  chaque  direction, 
une  démonstration  analogue  ferait  voir  que  le  lieu  du  second 
point  r  correspondant  à  la  position  AOB  du  système  mobile, 
est  la  bissectrice  du  second  angle  des  axes. 

On  voit  d'ailleurs  facilement  en  faisant  varier  cette  posi- 
tion, que  le  lieu  se  réduit  à  la  partie  de  ces  bissectrices 
contenue  à  l'intérieur  du  carré  MNPQ  circonscrit  au  cercle 
parallèlement  aux  directions  données. 

Nota.  -^  Ont  résolu  la  même  qaeation  :  MM.  Delaporte,  Fiévet,  de  Lille  ; 
Rivard,  au  Mans;  Joly,  à  Tarbes;  Gallon,  lycée  Louis-le-Grand;  Dopay\  à 
Grenoble;  Bertin,  école  normale  primaire  à  Vesoal;  Delpit,  à  Sainte-Barbe; 
Prost,  Pérrler,  à  Lons-le-Saulnier;  Baudouin,  à  Beauvais  ;  La  Chesnais.  à  Ver- 
sailles. 
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QUESTION  306 

ilnitoii  par  M.  Dblpit,  École  préparatoire  de  Saiule-Barbe. 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  on  mène  une  sécante  AL 
on  prend  le  symétrique  M  du  point  G  par  rapport  à  la  droite  AL 
et  on  mène  la  droite  BM  qui  coupe  AL  en  P.  Lieu  du  point  P. 

Joignons  AM,  DG.  M  étant  le  symétrique  de  G  par  rap- 
port à  AL,  AB=AG=AM. 
Le  lieu  de  M  est  dès  lors 
une  circonférence  décrite 
de  A  comme  centre  avec 
AB  pour  rayon. 

Il  suit  delà  que  l'angle 
BMC  est  constant  et  a  pour 

mesure ;  il  est  donc 

2 

égal  à  la  moitié  de  l'an- 
gle au  centre  ABG.   Ce  même  angle  est   aussi   égal  à  la 
moitié  de  "SPC;  DonciBPC  =  BAG. 

Par  suite  le  quadrilatère  BADG  est  inscriptible  et  le  lieu 
du  point  P  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  BAG. 

I^OTA. Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Baudoin  à  Beau  vais;  Gallon,  au 

lycée  Louis-le-Grand;  Delaporte,  Fiévet  à  Lille;  Bertin,  école  normab  de  Ve- 
soûl;  Dupuy,  à  Grenoble;  Perrier,  Prost,  à  Lons-le-Saulnier;  Lachesnais,  à  Ver- 
sailles; Daguillon,  Lapareillé,  lycée  Henri  lY;  van  Aubel,  à  1  Athénée  de  Liège; 
Gino  Loria,  àMantoue;  Joly,  à  Tarbes. 


QUESTION  313. 

Solution  par  M .  Louis  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Si  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  a  e^  b  sont  tels  que  Von 
ait  a  =  b/T,  démontrer  que  :  4"^  la  médiane  du  triangle  qui 
part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BC  sous  un  angle  égal  à  Vangle 
A  du  triangle;  >  que  cos*  A  =  cos  2B. 
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10  Par  hypothèse  on  a  a  =  ftV^î  d'où 

2     ""        2        ~^7* 

6   /—  __     a 

a         ^  6 

2 

Ce  qui  montre  que  les  deux  triangles  GDA  et  GBDqui  ont 
l'angle  commun  G  compris  entre  deux  côtés  proportionnels 
sont  semblables.  Par  suite  GDA  =  GAB. 

*>  De  l'égalité  a  =  b\/2oii  tire 

sin  A  =  V  2  sin  B 
sin*  A  =  2  sin*  B 
I  —  sin*  A  =  I  —  2  sin»  B 
cos»  A  =  cos  2B 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  quesUon  :  MM.  Bompard,  collège  Stanisbs  ; 
Baudoin,  à  Beauvais;  Delcambre,  collège  Chaptal;  de  Lagraardière,  k  Besan- 
çon; Witte,  Laparelllé,  lycée  Henri  lY;  Bonniaud,  Dulcy,  Moreau,  à  Châ- 
teau roux  ;  Boissière,  Tinel,  Hellot,  lycée  Corneille,  à  Rouen  ;  Debray,  à  Chau- 
vency-Saint-Hubert  ;  Joly,  Bartbe,  à  Tarbes;  Perrier,  a  Lons-le-Saabiier; 
Ménlgault,  Lerouge,  à  Paris;  Hamon,  au  Mans;  Fiévet,  à  Lille;  Foumier,  à 
Moulins;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Henry,  à  Brédiaincourt. 


QUESTION  314 

iloliitloM  par  M.  Vittb,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  considère  un  cercle  de  centre  0  et  deux  diamètres  reclan^ 
gulaires  AB,  GD.  Du  point  A  comme  centre  avec  AG  =  AD 
pour  rayon,  on  décrit  un  ceixle,  et  Von  prend  un  point  M  sur  ce 
cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM  qui  rencontrent  le  cercle  0 
aux  points  A.'  et  B'  ;  on  mène  au^si  le  rayon  01  qui  passe  par  le 
point  M.  Démontrer  que  Von  a  arc  GI  =  arc  B'G  +  arc  A'I. 

Il  suffit  do  démontrer  que  GOI  =  B'OG  +  A'OI  ou   en 
remplaçant  ces  angles  par  des  valeurs  équivalentes: 
7t  —  DOI  =  7c  +  DOI  —  B  OA'  =  it  +  DOI  —  2B'BA' 


—  3»3  — 

ou  DOI  =  B'fiÂ',  c'est-à-dire,  en  écrivant  que  les  complé* 
iDcnts    de    ces    angles 
sont  égaux: 
BOI  =  AOr  =  AMB', 
puisque  l'angle  MA'B, 
est  droit. 

Considérons  les  trian« 
gies  MAB^  MAO,  ils 
donnent 

MA*  =  2R»  =  R  .  2R 
=  AO  .  AB 

MA 


AB 


AO    "^    MA  • 

Ces  deux  Iriaugles  sont  donc  semblables   comme   ayant 
un  angle  A  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  donc 
AGI'  =  AMB',  c.  Q.  F.  D. 

La  démonstration  aurait  été  la  même  si  on  eût   pris    le 
point  M  à  l'intérieur  de  la  circonférence  0. 

Nota.  —  Ont  résolu  te  même  question  :  MM.  Dulcy,  à  Châteauroux  ;  Boni- 
pard,  au  collège  Stanislas. 


QUESTION   316 

MolvtioB  par  M.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


On  donne  deux  parallèles  kelB:  sur  la  première  est  un  point 
fixe  0.  Soit  G  tin  point  quelconqiAe  de  B  Sur  OC  comme  dia- 
mètre décrivons  une  circonférence  et  menons  en  G  la  tangen.e 
CD;  sur  laquelle  nous  prenons  CD  =  GO.  Enfin  joignons  le 
ps.int  D  au  milieu  E  (ie  GO;  celle  droite  rencontre  le  cercle  en 
deux  points  I  et  T  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

(De  Longchamps.) 

Du  point  0  abaissons  la  perpendiculaire  00'  sur  B.  Le 
point  0'  appartient  à  la  circonférence^  Par  suite  les  droites 
O'I,  or  sont  rectangulaires. 

JOURNAL  DR  MATH.   1881.  i3 
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La  ligne  01  fait  avec  la  droite  B  un  angle  constant.  En 

effet  lO'C  =  — CaED.Ordans 

2 

le  triangle  CED,  ou  a  G=  idr 

CE  I 

et  -— r^  =  — ,ce  qui  prouve 

que  tous  les  triangles  rec- 
tangles CED  sont  semblables 
et  par  suite  que  CED  est 
constant. 

Un  calcul  très  simple 
montre  que  cet  angle  vaut 
3i0  47'3',  i3. 

Le  lieu  des  points  I  et  T 
se  compose  donc  des  côtés 
de  Tangle  droit  lO'I. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourget,  à  Àix  ;  Uelpit,  Doc- 
leur,  à  l'école  préparatoire  Salote-Barbe;  Bomport,  au  collège  Stanislas;  Vitte, 
au  lycée  Henri  IV  ;  Joly,  à  Tarbes. 


QUESTION  322 

SolnUon  par  M.  Louis  Rivard,  élère  au  Lycée  du  Mans. 


Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique^  connaissant 
leur  somme  et  leur  produit. 

Soit  y  la  raison  de  cette  progression,  x  le  troisième  terme; 
les  cinq  nombres  cherchés  sont  : 

(x  —  2y),     (X  —  y),    X,    (x  +  y),    (x  +  2y). 

La  somme  de  ces  nombres  est  5a?,  x  est  donc  connu,  soit 
ce  =  a,  le  produit  des  cinq  nombres  est 

(a  —  2y){a  —  y)a(a  +  y){a  +  2y)  =  m»; 
d'oh  4aj/*  —  5a't/'  -f"  û*  "^  ^*  =»  o- 

La  résolution  et  la  discussion  de  cette  équation  rentrent 
dans  la  résolution  de  Téqualion  bicarrée. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  qu?stion  :  MM.  I^rrier,  à  Loll5-le*Saulnicri 


QUESTION  323 

Mattom,  par  M.  Alphonse  Jolt,  élère  au  tycée  de  Tarbes. 


Trouver  le  mmimum  du  volume  d'un  tronc  de  cOne  droit  à 
bases  parallèles  circonscrit  à  un  hémisphère. 
Posons       ED  =  œ,      OB  =  y,      OE  =  R, 

on  a  V  .  ABCD  =  ^  «R  (a;.  +  a»,  +  y.). 

La  question  revient  à 
trouver  le  minimum  de 

Menons  OH  et  soit 
DF  parallèle  à  EO.  Les 
triangles  rectangles 
DPB  et  OHB  étant  é- 
gaux,  DB  =  OB  =  y.  De  plus  on  a 

yt  =  R«4.(a;  _  y)«  dVu  y  =  î+fl. 

Portant  cette  valeur  dans  l'expression  (a),  égalons  à  m  il 
vient  :  705*  —  2x*  (2m  —  2R«)  +  R»  =  o, 

d'où         x^  =   ^^  —  2R«  ±  y/  4m'  —  8mR«  —  3R^ 

7 
Pour  la  réalité  des  racines  on  doit  avoir 

4W*  —  8mR«  —  3R*  >  o,  (i) 

ou  4  (m  —  m)  (m  —  m")  >  o, 

ce  qui  exige  que       m  >  «'    w  <  m^; 
on  tire  du  trinôme  (1)  égalé  à  0 

R«  (2  ±  s/y) 


m  = 


Pour  in 


m 


R^(2_+v5Î 


—  on  a  un  minimum» 
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R' 


La   valeur    correspondante   de    a^    est       — ;  par  suite 

_  V7 

R                   R(i  +V/7  )       , 
X  =  — —  et  y  = ^ — _        ,  valeurs  que  1  on  construit 

V'7                         2V^7 
facilement.  

Le  volume  minimum  est    -^'^%+^7). 

o 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  maximum,  que  Ton  trou- 

veraii  d'ailleurs  négatif. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Baudoin,  à  Beauvais;  Prost, 
Perrier,  à  Lons-le-Saulnier;  Rirard,  au  Mans;  Tinei,  Hello,  Boissière,  à 
Rouen  ;  Menigault,  à  Paris. 


QUESTION  324 

SolntioBpar  M.  Ed.  van  Aubbl,  élève  à  l'Alhénée  de  Liège. 


Construire  géométriquement  un  triangle  ABC  connaissant  un 
côté  a,  le  périmètre  2p  et  la  surface  S. 

Étant  donnés  le  périmètre  et  la  surface,  on  aura  le  rayon 

du  cercle  inscrit  par  la  relation  S  =:pr. 

Gela  posé;  soient  I  le  centre  du  cer- 
cle inscrit  et  V  le  centre  du  cercle 
exinscrit  opposé  à  A. 

Ou    peut    construire    le    triangle 

rectangle  AMI,   dont  on  connaît  les 

deux  côtés  de  l'angle  droit 

Sr 
AM  =  tt  —  a,  MI   =  — . 

P 

On  décrira  ensuite  le  cercle  I  et  on 

mènera  la  tangente  AC. 

De  plus,  si  l'on  remarque  que  AQ  =  AT  =  p,  il  sera 
facile  de  construire  le  cercle  Y. 

Il  ne  reste  plus  alors  qu'à  mener  la  tangente  commune 
BG  aux  deux  cercles  I  et  I'. 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourgel,  à  Aix  ;  Bonnieux, 
à  Riom  ;  Dulcy,  à  Chàteauroax  ;  Rivard,  Provost,  au  Mans  ;  Prost^  Perrier.  à 
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LoQS-ie-Saulnier ;  Boissière,  Tlnal,  à  Rouen;  Baudoin,  &  Beauvais;  Tailhac, 
Joly,  à  Tarbes;  Lapareillé,  au  lycée  Henri  IV;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gino- 
Loria,  à  Mantoue;  Debray,  à  Chauvency-Saint-Hubert;  BLessel,  à  Paris; 
Lefèvre,  à  Seniis;  Fié?et,  à  Lille;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  H.  Ch.  Pravas^  professeur  au  Collège  d'Autiin. 


Gomme  application  de  sa  théorie  sur  la  recherche  des 
fadeurs  commensurables  d'ordre  quelconque  d'une  équation 
algébrique  et  entière,  M.  de  Longchamps  a  déterminé  (t.  IV, 
p.  73)  les  conditions  de  divisibilité  d'un  polynôme  entier  de 
degré  m, 

Ao  0?'»  + Ai  cc«-  ^  +  -^2  ^"*-  ^+...+Ana5^  "  ♦* 

+  ... +Am  (1) 

par  le  trinôme  du  second  degré 

X*  —  px  —  q  (8) 

Ces  conditions  peuvent  facilement  être  obtenues  par  un 
moyen  direct. 

Effectivement,  pour  que  le  polynôme  (1)  soit  divisible  parle 
trinôme  (2),  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  trouver  un 
polynôme  entier  de  degré  m  —  2, 

Bo  a?"» -  «  +  Bi  05»»-  *  +  . . .  +  Bn  -  2  a?™  -  ** 
+  Bn  -  i  a;«  -  «  -  <  +  Bn  ac  •»-«-«+...  +  B„  _  ^  (3) 
tel  que  le  produit  de  ce  dernier  polynôme  par  le  trinôme  (2) 
soit  identique  au  polynôme  (1). 

En  écrivant  que  le  coefficient  du  terme  de  chaque  degré 
dans  le  produit  des  expressions  (3)  et  (2)  est  égal  au  coeffi- 
cient du  terme  de  même  degré  dans  le  polynôme  (1),  on  a, 
pour  déterminer  les  m  —  i  coefficients  du  polynôme  (3), 
les  m  +  1  équations  Ao  —  Bo  =  o 

A|  4"  pBo  —  Bi  =  o 
Aj  -j-  î®o  H"  pBi  —  Bj  =  o 
Aa  +  qB,  +  pB,  —  B,  =  o 


(A) 


Am  -  2  +  9®«»  -*  H"  P^w  -»  —  Bot-2  =  0 

Am  -  1  +  çBm  -  8  +  P^'n  -2  =  0 

Am  +  Bm  -2=0 


—  3S8  — 

Donc  pour  que  la  division  proposée  soit  possible,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  équations  (A)  soient  compatibles,  c*estr* 
à-dire  que  Ton  ait 

Ao  y  -I     G     o   . . .    o     0     G 

Al  p   -I      G    ...    G      G      G 

Aj  g     p  -I    :  .  .    G     G     G 

A3  G      9      p    ...     G      G      G 


Am 
Am 
Am 


et 


(D.) 


A« 
Ai 
A. 
A. 


3  G  o      . 

2  o  0 

,  G  O 
—  I         G 

P  — I 


p  -I       G 

9    P  -i 
G     9     p 


=  0, 


(D|) 


G 
G 


p  — I 


G 
G 
G 


G 
G 
O 
G 


O 
G 
O 
O 


Am  —  S 

Am  -  a 

Am 


0 
G 


G 
0 


G 
G 


p  — I         0 
q       p  — I 


=  O. 


Désignons  par  Am  -  i  le  déterminant  obtenu  en  suppri- 
mant dans  (D^)  la  première  ligne  et  la  première  colonne, 
et  généralement  par  Ak  le  déterminant  que  Ton  obtient 
par  la  suppression  dans  Ak  + 1  de  la  première  ligne  et  de 
la  première  colonne;  de  sorte  que  Ak  est  un  déterminant 
à  E*  éléments  efàe  la  forme 

]"p  -I       G    ...    G      G 

q    g  -I   ...  G    G 

o     q     p   .  .  .    G     G 


o      G      G 
G      0      G 


P-I 

î    9 
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Au  moyen  de  cette  notation,  les  équations  (D^)  et  (D,) 
prennent  la  forme 

Ao    Ato  -  1  +  Al  Am  -  2  +    ...    +  Am  -  4  Aj  -)-  A  m  -  2  Aj 

-f.  Atn  -  1  =  O 
Ao   Am  -  2  +  A,  Am  ~  3  +    •  .  ♦    +  Am  -  %  Aj   -f-  Am  -  2  Aj 

,       Am 

H =  0 

q 

en  posant,  pour  conserver  la  symétrie,  Ao  =  i . 

Calcul  des  déterminants  A.  — -  On  a  évidemment 

An  z=  pAK  -  1  +  jAk  -  2 
et  si  dans  celte  formule  on  remplace    K  successivement 
par  2,  3,  4,  5,  6  et  que  Ton  remarque  que 

Ao  =  I,    Al  =  p 
on  aura,  en  désignant  par  C*"  le  nombre  des  combinaisons 
de  fil  objets  pris  nk  n, 
A,  =  p«  -f.  g  =P*  +  G\q 

A,  =  p8  +  2pq  =  P*  +  Cjpgr 

A4  =  p'    \-  3p»g  +  g«  =  d*  +  Cp>*q  +  C»pj* 

As  =  p5  +  4ptg  4.  3pî«        =  p»  +  G*p«j  +  Cjpg« 

Ae  =  p*  -f-  5p*g  +  ôpY  +  q^  =  p'  +  6j  pj  +  CJp Y  +  Gjç» 
On  a  donc,  par  induction, 

(A)A,  =  p*  -h  Cj-^/>*-»9  +  C;-*p*-*9+  ... 

Pour  vérifier  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie 
lorsque  Tindice  du  premier  membre  a  Tune  quelconque 
des  valeurs  2,  3,  4,  ...  k,  et  nous  démontrerons  qu'elle  est 
encore  vraie  lorsque  cel  indice  a  la  valeur  k  •■{-  1. 

On  a,  en  effet,     A^  ^  ^   =  pA^  +  q\  _  ^ 
ou 

J_  p*  ~"  **  ^*  -  *"  y***  _1_         1 

+  ^n  P  î      +    •  •  •  J 
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ou  encore 

A,  ^  =/ + '+(  cj  ;  ;)  p*  -  ' , +[c:  -  *+c;  -  Y'W 

et,  généralement 

^*  -  n     ,      i^k  —  n  />*  +  <—«; 

tin  -J-    Lin  _  1    =  Lifi  ' 

on  a  donc  la  formule 

\^,  =  P       +^,  P         9  +  S        P         9  +'- 

qui  se  déduil  bien  de  la  formule  (^)  par  le  changement  de 
fc  en  fc  -f~  '  • 

ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS   APPLICATIONS 
Par  H.  E.  #.  Bo««el. 

($i/i(a;  voir  page 319.) 


Équations  en  coordonnées  tangentielles  des  coniques  qui  satisfont 
à  des  conditions  spéciales.  —  Gomme  nous  Tayons  déjà  dit, 
on  représente  souvent,  en  coordonnées  tangentielles,  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées  u  el  v  ou  des  coordonnées 
homogènes  u,  v  et  tv,  par  une  seule  lettre  M,  par  exemple, 
de  sorte  que  M  =  o,  dans  cette  notation  symbolique,  est 
réquation  d'un  point.  Ce  mode  d'écriture  est  analogue  à 
l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires  X,  T,  Z;  on  donne 
quelquefois  aux  coordonnées  tangentielles,  ainsi  entendues, 
le  nom  de  coordonnées  trilatères. 

—  Équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes  corn- 
munes  des  deux  coniques  f  (u,  v)  =  o  et  «p  (u,  v)  =  o.  —  Nous 
avons  déjà  démontré  plus  haut  que  les  coniques  qui  touchent 
les  tangentes  communes  aux  deux  coniques  f  (u,  t;)  =  o  et 
(p  (u,  v)  =  G    sont   comprises    dans  l'équation    générale 

(u,  v)  +  X<p  (w,  v)  =  o. 
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—  Équation  générale  des  contqties  qui  touchent  les  tangentes 
menées  à  la  conique  f  (u,  v)  =  o  par  les  points  M  =  o  e/ 
N  =  o.  —  Celte  équation  peut  se  déduire  de  la  précédente 
en  supposant  que  la  conique  op  {u,  t;)  =  o  se  réduit  à  un 
sysiëme  de  deux  points.  Les  tangentes  communes  à  la  conique 
f  (u,  v)  =  o  et  à  un  système  de  deux  points  sont  évidemment 
les  tangentes  menées  à  la  conique /*=o  parles  deux  points. 
L'équation  générale  est  donc  f{u,  v)  +  ^MN  =  o. 

Ce  fait  résulte  d'ailleurs  directement  d'une  démonstration 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  /*-[-  X?p  =  o. 

—  Équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  une 
conique  donnée  f  =  o  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées 
à  f  =  o  d'un  point  M  =  o.  —  C'est  la  conséquence  de  l'équa- 
tion précédente  en  y  supposant  les  points  M  =  o  et  N  =  o 
confondus.  Les  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  conique 
/■  =  G  se  confondent  et  l'équation  générale  prend  la  forme 

/(u,  v)  -f  m»  =  o. 
On  reconnaît  d'ailleurs  le  fait  directement,  en  observant  : 
1®  que  l'équation  f{u,  v)  -j-  XM*  =  o  est  vérifiée  par  les 
valeurs  de  u  et  v  qui  annulent  à  la  fois  f{u,  v)  et  M, 
c'est-à-dire  pour  les  coordonnées  des  tangentes  menées  du 
point  M  =  o  à  la  conique  /(w,  v)  =  o;  2^  que  le  point  do 
contact  d'une  tangente  quelconque  ayant  pour  équation  (en 
coordonnées  homogènes), 

xi(f „  +  2XMM' J + v(/^;  +  2Xmm;) + wc/-^  +  2Xmm;j=  o 

cette  équation  se  réduit,  pour  une  tangente  issue  de  M  =  o, 

à  ur„  4-  v/;  +  w/-'„  =  0, 

c'est-à-dire  au  point  de  contact  de  celte  tangente  sur  la 
courbe /*=  o;  3°  que  l'équation  est  générale,  puisqu'on 
peut  y  déterminer  X  en  imposant  une  cinquième  condition 
à   la   conique  /*(ti,  v)  -f-  XM'  =  o. 

—  Équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  quatre  côtés 
iun  quadrilatère.  — Si  les  équations  /'=o  et<p=  o  représentent 
chacune  un  système  de  deux  points,  l'équation  /*+  X<p  =  o 
prend  la  forme  MN  -|-  XPQ  =  o 

qui  représente  les  coniques  tangentes  aux  tangentes  com* 
munes  des  deux  courbes  MN  =  o  et  PQ  =  o.  Or  ces  tangentes 
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ne  peuvent  être  que  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  dont 
les  sommets  opposés  ont  pour  équations  M  =  o,  N  =  o  d'une 
part,  et  P  =  o,  Q  =  o  d'autre  part. 

Le  théorème  se  démontre  d'ailleurs  directement  par  nn 
raisonnement  identique  à  celui  du  cas  précédent. 

—  Équation  générale  des  coniques  touchant  deux  droites  données 
en  deux  points  donnés.  —  Si  dans  l'équation  f(Uf  v)  -|-  XM* 
=  o  on  suppose  que  /(u,  i')  se  réduit  à  un  système  de  deux 
points  PQ  =  o,  ou  si  dans  Téquation  XMN  +  PQ  =  o  on 
suppose  M  =  o  et  N  =  o  confondus,  l'équation  prend  la 
forme  PQ  +  XM*  =  o,  qui  représente  les  coniques  louchant 
aux  points  P  =  o,  Q  =  o,  deux  droites  issues  d'un  point 
M=  o. 

Ce  théorème  se  démontre  d'ailleurs,  comme  les  précé- 
dents, par  un  raisonnement  direct  absolument  semblable  à 
ceux  dont  nous  avons  déjà  donné  un  exemple. 

—  Équation  générale  des  coniqi^s  inscrites  dans  un  triangle. 

—  Si  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o  sont  les  trois  sommets  du 
triangle,  l'équation  cherchée  sera 

XPQ  +  |xQR  +  vRP  =  o. 

Car  elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  tangentes 
qui  passent  en  P  =  o  et  Q  =  o,  ainsi  que  par  celles  des 
tangentes  qui  passent  en  Q  =  o  et  R  ==  o,  et  enfin  par 
celles  des  tangentes  qui  passent  en  R  =  o  et  P  =  o,  c'est- 
à-dire  par  les  coordonnées  des  trois  côtés  du  triangle  con- 
sidéré. 

L'équation  est  d'ailleurs  générale;  car  on  peut  disposer 

des  paramètres  —  et  -î—  de  manière  à  assujettir  la  conique 

dont  il  s'agit  à  avoir  encore  deux  autres  tangentes  données, 
et  comme  on  ne  peut  mener  qu'une  conique  tangente  à 
cinq  droites,  la  courbe  sera  complètement  déterminée. 

Si  Tune  des  fonctions  se  réduit  à  une  constante,  l'un  des 
sommets  du  triangle  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

—  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  triangle. 

—  Cette  équation  est  X«P»  -f  fx'Q"  +  v«R*  —  2XolPQ  —  2{xvQR 

—  2vXRP  =  o.  Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  que    si   l'on 
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fait  dans  cette  équation  P  =  o,  par  exemple,  on  obtient  le 
carré  parfait  ({aQ  —  vR)*  =  o  ;  or  faire  P  =  o,  c*est  cher- 
cher les  coordonnées  des  tangentes  qui  passent  par  ce  point 
P  =  o  ;  les  deux  tangentes  sont  donc  confondues,  ce  qui 
Tcui  dire  que  le  point  est  sur  la  courbe. 

L'équation  est  d'ailleurs  générale  ;  car  elle  contient 
encore  deux  paramètres  disponibles. 

—  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  quadri- 
latère. —  Le  calcul  se  fait  exactement  de  la  même  manière 
qu'en  coordonnées  cartésiennes,  pour  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère. 

Si  l'on  représente  par  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o,  les  équa- 
tions des  points  de  rencontre  des  diagonales  et  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  supposées  de  la  forme 

M  znz  au  -\-  av  —  i  =  o 

N  =  6ti  +  ^^  —  I  =  o 
P  =  eu  +  c'v  —  I  =  o 
l'équation  générale  cherchée  est  de  la  forme 

'^         +  -î — : M«  =  o, 


X       '    I  — X 

p  et  g  étant  des  constantes  données,   et  A  un  paramètre 
arbitraire. 

Le  théorème  peut  d'ailleurs  être  vérifié  directement,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes. 

—  Équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  deux 
coniques  données»  —  Si  l'on  prend  une  des  racines  de  l'équa- 
tion en  X  relative  aux  deux  coniques  f=  o  et  ^  =  o,  on  aura 
identiquement  /  —  Xcp  =  PQ, 

P  et  Q  étant  deux  des  points  ombilicaux  des  deux  coniques 
f  et  <p.  L'équation  générale  cherchée  est  alors 

Car  les  tangentes  communes  à  cette  conique  et  à  /*  =  o 
sont  données  par  le  système  des  deux  équations  /*=  o  et 
jjL^P*  4-  2ijlX(p  +  Q«  =  o,  ou  /"=  o  avec  [jl'P»  —  2uPQ  +  Q«  =  o, 
c'esl-à-dire  f  =  o  avec  (jxP  —  Q)*  =  o;  ces  tangentes  coïn- 
cident donc  deux  à  deux;  c'est-à-dire  que  la  conique  con- 
sidérée est  doublement  tangente  à  /"  =  o. 
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On  peut  remarquer  en  outre  que  les  tangentes  communes 
passant  au  point  {xP  —  Q  ==  o,  ce  point  est  le  pôle  de  la 
droite  de  contact. 

La  conique  ^  =:  o  est  de  même  doublement  tangente  à  la 
conique  proposée,  [xP  -|-  Q  =  o  étant  le  pôle  de  sa  corde  de 
contact. 

D'oïl  il  résulte  que  les  pôles  des  deux  droites  de  contact  et  ks 
points  ombilicaux  P  =  o  c(  Q  =  o  sont  conjutpUs  harmoniques. 
—  L'équation  est  d'ailleurs  générale,  puisqu'elle  renferme 
encore  un  paramètre  arbitraire,  u.,  disponible. 

—  Équation  générale  des  coniques  conjuguées  par  rapport  à  un 
triangle,  —  Si  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o  sont  les  trois  sommets 
du  triangle,  l'équation  cherchée  est 

XM«  +  »xN«  +  vP«  =  o. 
En  effet,  l'équation  du  pôle  d'une  droite  (u,  t;)  étant 

Ur«  +  Vf  o  +  Wft.  =  o. 
cette  équation  sera,  dans  le  cas  actuel, 
U(XMM'«  +  {xNN'«  +  vPP'u  )  +  V(XMM'c  +  jxNN't,  +  vPPV  I 
+  W(XMM't.  +  îiNN'w,  +  vPP'«,)  =  o. 
S'il  s'agit  du  côté  qui  passe  par  les  sommets  (M  =  o, 
N  -=  o),  c'est-à-dire  dn   côté  opposé  au   sommet  P  =  o, 
l'équation  du  pôle  se  réduit  à 

P(DP'„  +  VPV  +  WP'to)  =  o 
et  comme  l'expression  UPu  -|-  VP©  -j-WP',o  n'est  pas  nulle» 
cette  équation  n'est  autre  que  P  =  o. 
Le  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  est  donc  le  sommet 

opposé  ;  G.  Q.  F.  D. 

—  Équation  générale  des  coniques  homofocales.  —  L'équation 
générale  des  coniques  à  centre  qui  sont  homofocales  est  eu 
coordonnées  cartésiennes 

X*        ,         y* 


a«  —  X    •     6«  —  X 
Prenons  la  forme  adjointe  du  premier  membre  de  l'équation 

+    |.    — ^ .3*  =  G  pour  les  variables  t*,  v,  w\ 


a»  —  X     '     b*—X 
nous  aurons  d'après  la  formation  connue  de  la  forme  ad- 
jointe, 


¥  —  — 
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I 

o 

o 

u 

a^  —  A 

o 

I 

o 

V 

6*  — X 

o 

o 

—  I 

w 

u 

V 

w 

o 

c'esir-à-dire  F  =  u\a}  —  X)  -(-  t;«(fr*  —  X)  —  m;*  ; 
d'où  en  faisant  t«?*  =  i,  l'équation  générale  des  coniques 
honiofocales  à  la  conique  a»w'  +  6*i;*  =  i  sera 

tt*u«  +  6*t?*  —  1  =  X(ti»  +  t;«). 
On  trouve  de  même  pour  les  paraboles  homofocales 

2tt  +  ^(«'  +  t^')  =  o- 
Si  mainlenant  on  observe  que  l'équation 

aHA*  +  6H;*  —  I  —  X(ii«  -f  v*)  ; 
est  de  la  forme  f —  X<p  =  o,  et  que  Ton  écrive  u*  +  v*  sous 

la  forme  (u  -|-  v/ —  i)  (w  —  v/ —  i ),  cette  équation  prend 
la  forme /*(w,  v)  -j-MN  =  o,  ce  qui  montre  que  les  coniques 
considérées  touchent  les  tangentes  menées  à  /*=  o  par  les 
points  circulaires  de  Tinfini. 

La  propriété  réciproque  étant  évidente,  toujours  en  vertu 
delà  même  forme  d'équation,  l'équalion  générale  des  courbes 
homofocales  à  une  conique  /*  =  o  est  /"(u,  v)  +  X(u'  +  t;*)  =  o 
et  si  /  =  o  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  on  aura 
l'équation  PQ  +  X(u*  +  v»)  =  o, 

qui  représentera  les  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés.  (A  suivre.) 


CHOIX  DE  QUESTIONS 


PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Géométrie  analytique  à  deux  dimenslona. 

Etant  donnée  une  parabole,  on  prend  le  milieu  de  la  portion  comprise 
sur  l'axe  entre  le  pied  de  la  normale  et  le  pied  de  la  tangente  ;  par  ce  point 
on  mène  à  l'axe  une  perpendiculaire  qui  renconte  la  tangente  en  un  point  M; 
on  demande  le  lieu  de  ce  point  pour  toutes  les  tangentes  de  la  courbe. 


Cl) 


C03 


—  Construire  la  courbe  p  = 


sin  b> 
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—  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  coupent  deux  axes  rectao^ulaîre^, 
l'un  en  un  point  donné  et  en  un  point  Tariable,  l'outre  en  deux  points  donnés. 

I  —  3  sin  ««>        «... 

—  Construire  la  courbe  p  = r— '  —  PosUioo  des  asymptotes  par 

rapport  à  leur  branche  de  courbe. 

—  Soit  la  courbe  y^  =  o^  ;  on  demande  l'équation  qui  admet  pour  racines 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  à  la  courbe  aux  points  où  elle 
•il  ^!F«*p^  ptr  uoA  droite  y  =  m^;  -h  **• 

—  Sécantes  commîmes  «iix  deux  courbes 

J  4a?y-|-  2y»  —  6x—  12  y  +  12  =0 

Quelle  relation  remarquable  entre  ces  deux  courbes  l'équation  en  X  mel-«lle  en 
évidence? 

—  Construction  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

p'  cos^  0)  +  2p  C03  2  (0  +  sin'  o)  =  o, 
L'origine  est  un  point   remarquable;  étudier  en  particulier  ce  point.    — 

Quelles  sont  les  tangentes  aux  points  situés  sur  les  rayons  vecteurs  («>  =  -^  ei 

4 

3it 

"~    4 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  et  les  points  d'inflexion  de  ia  courbe 

yî  =  ip3  ±  \/i  —  a;*, 
^  On  demande  de  construire  la  courbe  ayant  pour  équation 

a;^  -f  y^  —  3ic—  6y  -|-  7  =  o. 
(Remarquer  pour  cela  que  le  point  a;=  i,  y  =  x  est  sur  la  courbe.) 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

p3  cos-^  (1)  »-  2p cos  (1)  2  sin      \ù  =  o. 

Géométrie  à  trois  dimensions. 

Soient  y>  —  %px  =  o  l'équation  d'un  cylindre  paraboliqne,  et  Aj;  +  By 
+  C;(  +  D  =  o  l'équation  d'un  plan  ;  on  demande  de  calculer  L>s  coordonnéei 
du  sommet  de  la  parabole  suivant  laquelle  le  plan  coupe  la  courbe. 

—  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  le 
I)araboloïde  elliptique  suivant  des  cercles. 

a?'         y*  3* 

—  Rechercher  les  plans  qui  coupent  l'hyperboloïde  — ^  -f-  -^  —  >■  ^  cr- 1, 

suivant  des  hyperboles  équllatères. 

—  Étant  données  les  deux  hyperboles  équilalères  (y  =  o,  a?*  —  s'  =  a') 
(X  =  o,  y'  —  z'  =  6'),  on  considère  une  droite  parallèle  au  plan  des  joy  et 
assujettie  à  s'appuyer  cx)nstamment  sur  ces  deux  hyperboles;  on  demande 
l'équation  de  la  sur.'ace  qu'elle  engendre. 

—  Soient  deux  droites  (y  =  0,  %  =  /»),  (a?  =  o.  js  =  ^'j,  l'une  dans  le  pian 
des  xz  et  parallèle  à  0.r,  l'autre  dans  le  plan  des  yz  et  parallèle  à  Oy  ;  on  con- 
sidère en  outre  un  cercle  dans  le  plan  bissecteur  x  .=:y  des  plans  œOs  et  yos^ 
assujetti  de  plus  à  couper  l'axe  des  z  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites 
données.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  en  s'appuyant  à  la  fois  sur  le  cercle  et  sur  les  deux  droites. 

x^  y^ 

—  On  considère  dans  le  plan  a;Oy  l'tUipse  — ^ — h  ■—  =   i  ;  en  un  point 

quelconque  M  de  celte  courbe  on  mène  la  normale,  jusqu'à  sa  rencontre  en  P 
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arec  l'aie  l'ocnl,  et  on  prend  la  longueur  de  la  portion  MP  de  normale  ainsi 
déterminée.  On  élève  par  le  pied  P  de  la  normale,  dans  le  plan  xoz,  une  per- 
pendiculaire à  Ox,  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  PM'  égale  à  MP  ;  puis 
enjoint  M'M.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  MM' 
quand  le  point  M  parcourt  l'ellipse  donnée.  —  Intersections  de  cette  surface 
aree  les  plans  xOx  et  yOz, 

—  Soit  le  paraboloïde  de  révolution  x-  -{-  x^  =.  ip%\   on  considère  le 

^   ,      .  _  «  j  ;  trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut 

en  s'appuyant  constamment  sur  le  cercle  donné  sur  l'axe  des  %  et  en  restant 
tangente  au  paraboloïde.  —  Nature  et  propriétés  de  cette  surface. 

—  Étant  donnée  dans  le  plan  des  acy  la  courbe  f[x^  y]  =  o,  on  demande  le 
lieu  engendré  par  une  parabole  assujettie  à  rester  tangente  à  Taxe  des  %  en  nn 
(wint  fixe,  et  à  toucher  le  plan  des  xy  en  un  point  de  la  courbe  f[Xy  y)  =s  o. 
On  demande  aussi  de  construire  une  génératrice  quelconque  de  la  surface. 

—  Étant  donnée  la  surface  ayant  pour  équation 

ir(ic  +  y  H-  ^)  +  2(j/  +  3  —  i)  =  o, 
on  demande  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  cette  surface  par  des 
plans  parallèles  au  plan  o;  =  mj/  +  njs.  —  Qu'arrive-t-il  pour  m^nt 

—  /41  A*  Ao  fx^  /•,  étant  des  fonctions  homogènes  à  trois  variables  chacune  d'un 
degré  marqué  par  son  indice,  on  considère  la  sorfaoe  ayant  pour  équation 
A  4-  /j  -h  /a  +  A  +  A  =  Oi  et  on  mène  des  transversales  par  l'origine.  Ces 
droites  coupent  lu  surface  en  quatre  points  A,  B,  <',  D.  On  demande  de  mener 
ces  transversales  de  manière  que  le  milieu  de  la  distance  BC  coïncide  avec  le 
milieu  de  la  distance  AD,  et  de  trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droites. 
L'équation  étant  trouvée,  on  demande  les  relations  de  la  surface  qu'elle  repré- 
sente aTee  les  deux  cônes  ^  =s  o  et  A  =  o. 

—  Soit  le  cylindre  elliptique  — ~  -f-  -jj-  =  i  ;  on  considère  la  section  par 

le  ])lan  s  =  mx  +  ny,  et  en  chaque  point  de  cette  section  on  mène  la  normale  à 
la  sorfbee;  eette  normale  rencontre  la  surface  du  cylindre  en  un  autre  point  dont 
on  demande  le  lieu  pour  tous  les  points  de  la  section. 

Algèbre. 

Soit  f[a:]  un  polynôme  entier  et  rationnel  en  o;;  on  demande  de  trouver 
le  reste  de  la  division  de  f[x)  par  le  produit  (x  —  a)  (jc  —  b]  (x  —  c)  sans 
efTeetner  l'opération.  Le  reste  étant  de  la  forme  Xx"^  -f  Bx  -h  G,  déterminer 
A,  B,  C  :  1*  dans  le  cas  général;  â*  dans  le  cas  où  a  =  6;  3*  dans  le  cas  où 
a  =  6  =  c. 

—  Établir  que  si  f(u,  v)  est  une  fonction  dans  laquelle  14  et  t;i,entrent  symé- 
triquement ,  et  que  eette  fonction  s'annule  pour  u  =3  v,  f(Uy  v)  est  divisible 
par  (il  —  vy.  —  En  conclure  l'identité 

Î[X]  étant  un  polynôme  du  degré  m,  et  9  [x]  un  polynôme  au  plus  du  degré 
«»  —  2;  a,  6,  c  . ..  J  étant  d'ailleurs  les  m  racines  de  l'équation  f[x]  =  o. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a  et  de  x  la  série 

II  I       ,  I 

iH -f  — -  H -f  . . .  -i — h  . . . 

est-elle  convergente  ? 
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—  Étant  données  les  deux  équations  simultanées 

^»  +  y"  +  s'  =  a*,   «y  +  3»  =  6», 
calculer  les  dérivées  des  deux  fonetions  xei  y  par  rapport  à  la  variable  s  con- 
sidérée comme  indépendante. 

—  Soit  l'équation  x^  +  4^  +  6^;'  +  Ax  +  B  =  o,  on  demande  de  déterminer 
A  et  B  de  manière  que  a»  P?  Y>  ^  éUkni  ses  racines,  on  ait  entre  elles  les  deux 
relations  a  =  2^  et  y  =  3d. 

—  Rechercher  si  la  série 

II  I 

'  "^    2(L2)ni    ■*■     3(L3)      +    •••  +    piip)m    +  ••• 
est  convergente  ou  divergente. 

—  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

x'  —  3x^  4-  Sx*  —  207-  -f  27  =  o 
au  moyen  des  divers  théorèmes  connus. 

—  Résoudre  l'équation  it^  ^  6x  +  y  \  —  i   =  o. 

•»  Séparer  les  racines  de  l'équation  x^  —  i  or  +  i  =  o,  et  calculer  leurs 
valeurs  à  moins  de  0,001  par  la  méthode  de  Newton. 

—  Étudier  la  série  i  +  --Lr  H ir-  +  -4=  +  -7=-  H 7=-  +  . . . 

*  Construire  la  courbe  1/  =  a  —  Lr,  et  rechercher  quand  réqualion 
a*  —  Lj?  =  o  a  des  racines  réelles. 

—  Déterminer  a  et  6  dans  l'équation 

X*  -i-  4ax^  -f  660;^  4-  8a?  —  3  =  o 
de  manière  que  celte  équation  admette  une  racine  triple. 

Quelle  eit  la  limite  de  ^^i  +  sin  ^  pour  o;  =  o  ? 

—  Étant  donnée  l'équation  f{x]  =  o,  on  demande  de  former  l'équalion  qui 
admçt  pour  racines  les  produits  de  la  forme  y  =  a^6,  a  et  6  étant  deux  raciaes 
quelconques,  mais  différentes,  de  l'équation  f{x]  =  o.  —  Quel  est  à  priori  le 
degré  de  l'équation  obtenue  ?  —  Appliquer  ka^-\-pX'^q=:o. 

~^  Séparer  les  racines  de  l'équation  3x^  —  25a^  +  6ox  -^  X  =  o.  Quelles 
sont  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  l'équation  est  susceptible  du  plus  grand 
nombre  de  racines  réelles  ? 

—  Déterminer  a  et  6  dans  l'équation  x^  -f  40?»  —  Sx-  -|-  or  -h  6  =  o  de 
manière  que  x^  et  x^  étant  deux  racines  de  cette  équation,  on  ait  entre  elles  la 
relation  a;,  -f  a;}  =  "Z^i^s  =  *7i. 

—  f(x)  =  o  étant  une  équation  de  degré  m,  on  considère  ses  racines  comme 
les  tangentes  de  certains  arcs,  et  on  demande  de  former  les  équations  admet- 
tant pour  racines:  1*  les  tangentes  des  sommes  deux  à  deux  de  ces  arcs; 
T  les  tangentes  des  doubles  de  ces  axes. 

"  A't  y)  =r  ^  ^^  ?(^i  y]  =  o  étant  les  équations  de  deux  courbes  de  degrés 
m  et  n,  on  demande  de  former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  carrés 
des  distances  à  l'origine  dos  axes  des  points  d'intersection  des  deux  courbes.  — 
Quel  sera  le  degré  de  celte  équation,  et  dans  quel  cas  s'abaissera-t-il  ? 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  2jr  —  3x  =  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  eLx  ■{•  —  x^  —  {i  +  a)  x  =  o. 

—  Appliquer  les  règles  connues  à  la  l'echerche  d'une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  l'équation  x* -H  o?*  -f  x*  -f  ic\r»  —  loar* -h  1=0. 
Quelle  est  la  plus  avantageuse  1 

—  Trouver  un  arc  dont  la  longueur  soit  égale  à  celle  de  sti  corde  augmentée 
de  la  flèche  du  segment  correspondant  à  cet  arc. 
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Oéométile  dMcriptive. 

Déterminer,  dans  la  section  plane  d'une  aurfiieede  révolution,  les  points  le 
plus  baiu  et  le  plus  bas,  et  le  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 

—  Etaat  donaé  le  rabattement  d'une  courbe  située  dans  un  plan  défini  par 
ses  traces,  on  lait  tourner  cette  courbe  autour  d'un  axe  vertical.  Trouver  les 
projections  verticales  des  poinU  de  la  surface  ainsi  engendrée,  qui  correspon- 
dent à  une  projection  horizontale  donnée. 

—  On  donne  les  traces  d'un  plan.  Dans  ce  plan  se  trouve  une  courbe  donnée 
par  sa  projection  horizontale.  Cette  courbe  est  la  directrice  d'un  cône  dont  on 
donne  les  projections  du  sommet.  Mener  au  cône  un  pian  tangent  perpendicu- 
laire au  plan  donné. 

—  Etant  données  4  droites  OA,  OB.OC,  OD,  partant  du  même  point,  on  mène 
la  bissectrice  OE,  de  l'angle  AOB,  et  la  bissectrice  OF,  de  l'angle  COD;  OE  et 
OF  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  engendré  par  les  droites  OA  et 
OC,  tournant  autour  de  OE  et  de  OF;  on  demande  les  traces  horizontales  des 
plans  tangeota  communi  à  ces  deux  cônes. 

—  Etant  donnée  une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  une  ellipse  tourne 
antoor  de  cette  droite  ;  on  demande  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal 
de  la  surface  ainsi  engendrée. 

--  On  donne  un  triangle  ABC  situé  dans  le  plan  horizontal  et  un  cercle  situé 
à  l'intérieur  de  ce  triangle;  ce  cercle  en  tournant  autour  de  AB  engendre  un 
tore;  on  demande  l'intersection  de  ce  tore  par  un  plan  conduit  suivant  BC,  et 
ncUné  à  30*  sur  le  plan  du  triangle.  [Cet  angle  est  supposé  fait  par  le  plan  sé- 
cant avec  la  partie  du  plan  horizontal  à  l'intérieur  du  triangle.) 

—  Un  cône  de  révolution  a  pour  axe  une  droite  de  front;  une  sphère  ayant 
son  centre  dans  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe,  coupe  ce  cône  suivant  une 
courbe  dont  la  projection  verticale  est  une  parabole  ;  on  demande  de  trouver  le 
sommet  de  cette  parabole . 

—  Construire  l'intersection  d'un  hyperbnloïde  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical  avec  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  génératrice 
principale  de  Thyperboloïde,  et  dont  la  directrice  est  une  courbe  quelconque 
donnée  dans  le  plan  horizontal.  —  Tangente  en  un  point  de  cette  intersection, 

—  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  dins  le  plan  horizontal,  et  une 
droite  Ab  dont  la  trace  horizontale  est  en  A,  et  qui  est  inclinée  de  45*  sur  le 
plan  horizontal.  Mener  à  la  sphère  les  plans  tangenU  par  cetta  droite.  (Q^teS' 
tion  à  résoudre  sans  employer  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  On  donne  une  droite  par  les  projections  horizontales  et  les  côtés  de  deux 
de  ses  pointa.  On  prend  un  point  C  dans  le  plan  horizontal.  Distance  du  point 
G  à  la  droite  donnée.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  triangle  et  les  côtés  de  ses  som- 
meta  ;  mener  par  le  sommet  A,  dans  le  plan  du  triangle,  une  droite  qui  lasse 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  Soit  un  triangle  ABC,  et  AI  la  bissectrice  de  l'angle  À.  —  AG  engendre  un 
cône  en  tournant  autour  de  AI  ;  on  demande  l'intersection  de  ce  cône  avec  un 
plan  mené  par  AB  et  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  30*.  (  Pas  d$ 
plan  vertical  de  projection.) 

—  Etjnt  donnés  deux  pointa  sur  la  ligne  de  terre,  un  troisième  point  dans  le 
plan  vertical,  et  un  quatrième  dans  le  plan  horizontal,  construire  le  centre  de 
la  ^bère  qui  passe  par  ces  quatre  pointa. 

JOmilAL  DK  MATH.  ISbl.  24 
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Gomment  se  coupent  doux  eônes  -de  révolution  dont  les  axes  sont  verti- 
caux, et  dont  les  sommets  sont  à  la  même  distance  des  deux  plans  de  projection? 

^  Gonstmire  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée  avec  un  paraboloide  de  révolution  auquel  il 
est  circonscrit. 

Point  le  plus  tms  de  eette  courbe. 

«-  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  grand  axe,  lequel  est  perpendiculaire  au 
plan  horUontal.  Dans  le  méridien  principal  de  la  sorfiiee,  on  traes  une  eUipse 
concentrique  à  la  première,  et  on  la  fait  tourner  autour  de  son  petit  axe. 
Construire  l'intersection  des  deux  surfaces  ainsi  »ingendrées.  Point  le  plus  hant 
et  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

^  Une  courbe  donnée  par  ses  projections  tourne  autour  d'un  axe  vercieal 
Construire  la  méridienne  principale  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

Cas  particulier  où  la  courbe  donnée  est  plane,  et  définie  par  les  traces  de 
sOn  plan  et  sa  projection  horitontale. 

Cas  d'une  ellipse  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
dont  la  projection  horizontale  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  passe  par  le 
pied  de  l'axe  sur  le  plan  horizontal. 

—  Intersection  d'un  cylindre  défini  par  la  directrice  dans  le  plan  horizontal 
et  la  direction  de  ses  génératrices,  avec  un  paraboloide  de  révoludon  à  axe 
vertical. 

A  ce  sujet,  voir  comment  se  projette  sur  le  plan  horizontal  la  section  faite 
dûis  un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  perpendieakira 
an  plan  vertical. 

^  Construire  le  point  le  plus  haut  de  l'intersection  de  deux  oônes  à  bam 
circulaires. 

•^  Construire  l'angle  d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  afee  uA  plan 
parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

'^  On  donne  une  ellipse  E  et  deux  droites  L  et  L'.  On  demande  éb  eonstnire 
un  point  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  l'ettipae  £ 
commune,  et  passant  Tune  par  la  droite  L,  l'autre  par  la  droite  L'. 

-*•  Etant  donnée  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  dans  le  plan  horizontal^  et  la 
projection  horliontale  ainsi  que  la  cote  de  son  sommet,  constroire  l'angle 
dièdre  SA.  (Pùi  de  plâm  vertical  de  projection,) 

«*-  Etant  donnés  un  plan  par  ses  traces,  et  une  droite  dans  le  plan  horizontal, 
mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  avec  le  plan  donné  un  angle  de 
60  degrés* 

—  Etant  donnés  un  plan  et  un  point  de  l'espace  invariablement  lié  à  ce  plan, 
on  fait  tourner  ce  dernier  d'un  angle  donné  autour  de  sa  trace  horizontate,  et 
On  demande  les  nouvelles  projections  du  point. 

—  Construire  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  &  axe  vertical 
avec  un  cône  ayant  avec  l'hyperboioïde  une  génératrice  commune. 

-«  On  donne  un  cylindre  vertical  de  révolution,  et  une  droite  D.  Sur  Taxe 
dn  c;ylindre  et  sur  la  droite  B  s'appuie  une  droite  qui  se  déplace  en  restant 
{Mirallèle  au  plan  horizontal.  Construire  l'intersection  du  cylindre  avec  le  para- 
boloide ainsi  engendré.  Point  le  plus  haut  et  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

—  Construire  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dont  Tune  est  dans  le 
plan  vertical,  et  l'autre  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

—  Etant  donné  un  cylindre  à  base  d'hyperbole,  on  le  coupe  par  un  plan 
quelconque  ;  trouver  les  asymptotes  de  la  section.  —  Y  a-t-11  lo^Jourf  de 
asymptotes? 
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QUESTION  D'EXAMEN 


Un  cône  de  révolution  sê  développant  sur  un  plan,  trouver  la 
transformée  dune  section  plane  du  cône. 

Nous  prendrons  pour  axe  polaire  la  génératrice  qui  passe 
par  le^  sommet  le 
plus  haut  de    la 
section.  Nous  ap- 
pellerons : 

R,  le  rayon  de 
base  du  cône; 

hy  sa  hauteur; 

/,  son  apothème; 

ky  la  hauteur  du 
point  ou  le  plan 
coupe  Taxe  ; 

P,  l'angle  du 
plan  sécant  ayec 
le  plan  horizontal. 

La  vraie  lon- 
gueur du  rayon 
vecteur  qui  sepro- 
jette  en  SI  est  SJ. 

En  appelant  z  la  distance  OH,  ou  a 

[h  l 


d'autre  part  on  a 


A  — « 


OB 


On  en  tire 


h  —% 


HI 


R  cos  a  tg  p 

z  —  k 


ûonc 


A  -{-  R  cos  a  tg  p  h 

h  —  k  h  —  z 

l{h—k) 


l 

9 


9  — 


A+RtgPcosa' 


Maintenant  dans  le  développement  l'arc  GB  se  transforme 
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en  un  arc  égal,  et  entre  les  angles  a  et  u   on  a  la  relation 

Ba  =  2a>, 

d  oh  «  =  -g-. 

Donc  l'équation  de  la  courbe  est 

l(h  —  k) 


P  = 


/(il 

ft  +  R  tg  p  cos  — - 

Cherchons  pour  quelle  valeur  de  u>  on  a  une  inflexion. 
On  sait  que  la  valeur  de  «o  qui  donne  une  inflexion  est 
celle  qui  satisfait  à  la  relation 

^  A  +  R  tg  p  C08  (-|-) 

Or  on  a  = rrr -r 

p  l(h  —  *) 


(-7)'="" 


- -j^  tg  p  cos  (— ^ 


p  /  UA  —  ft) 

En  remplaçant,  on  trouve  pour  la  condition  d'inflexioo, 

RA  +  (R«  —  P)  tgp  cos  4^  =  0, 

MX 

Za>  R 

ou  cos  -=r—  =  -T^ --. 

R        ft  igp 

Il  faut  que  Ton  ait  R  <  ft  tg  ^. 

Or,  si  par  le  sommet  S,  je  mené  une  perpendiculaire  i 
la  trace  verticale  du  plan,  elle  coupe  la  ligne  de  terre  en  un 
point  D,  tel  que  l'on  a  OD  =  A  tg  p;  il  faut  donc  d'abord 
que  le  point  D  soit  extérieur  à  la  base  ;  en  outre,  si  je  mène 
par  le  point  D  la  tangente  DB  au  cercle,  j'ai 

R 
^^'  *  =  "ÔD"' 
et,  d'après  la  relation  qui  lie  les  angles  a  et  co,  on  voit  que 
le  point  qui  se  projette  en  I  est  le  point  qui,  dans  la  trans- 
formée, donnera  une  inflexion. 

Le    plan    déterminé   par   les   droites  DB  et  DS  est  an 
plan  tangent  au  cône,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
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sécant,  puisqu'il  passe  par  la  ligne  OD,  perpendiculaire  au 
plan  sécant.  On  arrive  donc  à  ce  résultat: 

Pour  que  la  transformée  présente  une  inflexion,  il  faut 
que  Ton  puisse  mener  au  cône  un  plan  tangent  perpendi- 
culaire au  plan  sécant,  et  le  point  de  la  courbe  qui  donnera 
un  point  d'inflexion  dans  la  transformée  est  précisément  le 
point  qui  se  trouve  dans  ce  plan  tangent  perpendiculaire  au 
plan  sécant. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  donné  directement  par  la 
géométrie  descriptive. 


ECOLE  CENTRALE  1881 

PREMIÈRE  SESSION 


Géométrie  analytique. 

Soit  aV  -f  6*aî»  =  o>6»  (1) 

réqaation  d'ane  dlipse  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes;  soieat  «  et  p  les 
coordonnées  d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

1*  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  ellipse  par  Je  point  P 
sont  situés  sur  Thyperbole  représentée  par  l'équation 

c^xy  +  ft^poî  —  a^oLy  =  o,  (î) 

dans  laquelle  c*  =  a'  -^  &^. 

2*  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  communs  aux 
courbes  (1)  et  (2)  ;  dans  chacune  d'elles,  on  mène  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  OP,  et  on  projette  le  point  0  sur  ce  diamètre  :  trouver  le  lieu  de 
eette  projection. 

3*  Par  les  points  communs  aux  deux  courbes  (1)  et  (2),  on  peut  faire  passer 
deux  paraboles:  trouver  le  lieu  du  sommet  de  chacune  d'elles,  quand  le  point  P 
se  ment  sur  une  droite  de  coefficient  angulaire  donné  m,  menée  par  le  point  0. 

a'  a' 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  m  =  -^  et  le  cas  où  m  =  —  «rr-. 

Trigonométrie. 

On  donne  dans  un  triangle       a  =:  4667,89 

b  =  3456,78 

C=  54*2r43",7 
Calculer  A,  B,  e  et  S. 

Ffaysicxne  et  Chimie. 

Un  cylindre  de  verre  CC  communique,  par  sa  partie  inférieure,  avec  un 
tnbe  esatear/fy  ouvert  à  son  extrémité  supérieure.  Les  rayons  du  tube  en  fer 
et  du  cylindre  sont  dans  le  rapport  de  i  à  5. 
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On  introduit  dans  le  cylindre  une  eertaine  quantité  de  mereure  qui  s'élève 
au  même  niveau  dans  le  tube  de  fer;  les  deui  surfaces  libres  du  mercure  se 
trouvent  alors  sur  le  même  plan  horizontal  AB. 

On  fait  ensuite  communiquer  la  partie  supérieure  du  cylindre  arec  une 
masse  d'eau  contenue  dans  un  vase  métallique  R;  cette  communication  est 
établie  au  moyen  d'un  tube  de  plomb  assez  large  pour  que  l'air  qui  se 
trouve  au-dessus  du  mercure  puisse  se  dégager.  —  On  comprime  de  lair 
dans  le  récipient  R,  jusqu'à  ce  que  la  pression  exercée  à  la  sur&ce  de  Teau. 
dont  le  ni  venu  n  peut  être  considéré  comme  constant,  soit  de  8  atmosphàiei. 

La  hauteur  de  la  colonne  d'eau,  h.  comptée  à  partir  de  AB,  était  de  i",68; 
quelle  est,  après  l'expérience,  la  différence  de  niveau  des  surfoces  du  mercure 
dans  l'appareil? 

On  prendra,  pour  densité  du  mercure,  le  nombre  i3,5. 

—  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammoniaque. 

Détermination  de  la  densité  théorique  du  gaz  ammoniac,  eonnaissaot  les 
densités  de  l'hydrogène  et  de  l'azote  : 

Densité  de  l'hydrogène 0,0692 

—     de  l'nzote 0.972 

Epnre. 

On  propose  de  construire  les  projections  des  lignes  d'intersection  d'an 
hémisphère  et  des  faces  d'un  cube  avec  un  hyperboloîde  de  révolution  à  une 
nappe. 

Le  cube  (ahdea'h'd'e')^  dont  le  côté  a  o",2oo  de  longueur,  dont  la  face  in- 
férieure et  la  face  postérieure  sont  respectivement  situées  dans  les  deux  plans 
de  projection,  contient  entièrement  l'hémisphère  (hh']  ;  cet  hémisphère  a  poar 
base  le  cercle  (V,A)  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (s,«')  vertical,  h  o^fiSS  du  plan  vertical  de  pro- 
jection et  à  égale  distance  des  faces  de  profil  du  cube;  la  cote  du  centre  [00] 
de  celte  surface  est  de  o'",i32  ;  les  rayons  de  son  collier  (c,  c')  et  de  sa  trace 
horizontale  (G,G')  ont  respectivement  o^^oSS  et  o",  100  de  longueur. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  cube  ei(iste  seul,  qu'il  est  solide, 
et  qu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  l'hémisphère  et  dans 
l'hyperboloïde.  On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  nécessaires 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  chacune  des  lignes  d'intersection  et  les 
tangentes  en  ces  points. 


QUESTION  246 

Solution  par  M.  Gillt,  à  Montpellier. 


Étant  données  deuœ  coniques  G  =  o,  C  =  o,  trouver  U  lieu 
des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  ces  coniques 
se  coupent  sur  une  courbe  donnée  f(x,  y)  =  o.  Étudier  les  cas 
ou  4^  f(x,  j)  z=z  o  est  une  droite;  *>  f(x,  y)  =  o  est  m 
cercle. 
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Prenons  des  coordonnées  Irilinéaires  et  soient 

ç(ar,  î/,  a)  =  o  l'équation  de  C 

^(x,  y,  jb)  =  o  celle  de  G 
ela,  Ô,  Y  un  point  du  lieu.  Ce  lieu  s'obtiendra  en  éliminant 
X,  y,  z  entre  les  équations 

XO     +  t/9'   +  !S^'    =  o  (1) 

qt  p  Y 

/(Oî,  !/,  is)  =  o  (3) 

Si  fesi  de  degré  m,  le  lieu  sera  une  courbe  de  degré  zm: 

CD  t/ 

caries    deux  premières  équations  donnent  pour —  et-^ 

z  z 

des  fonctions  du  second  degré  en  a,  |),  y 
1**  Si  f(x,  t/,  js?)  =  o  est  une  droite  on  doit  éliminera,  j/,  jï 

entre  x^'  +  i/cp'  -j-  jscp'  =  o 

*         p         ï 

^f  +  yf  +  ^f  =  o 

*  P  T 

Ax  +  By  -f"  ^^  =0 
Le  lieu  demandé  est  la  conique 


F  = 


? 


?. 


?. 


=  o 


*      P     7 

'f      f      f 

*  p  Y 

ABC 

ï»  Si  /"(ac,   î/,   js)  =  o  est  un  cercle,   on   peut  toujours 

prendre  son  équation  sous  la  forme 

,T*  +  î/«  =  R*J8'.  (4) 

Or  (f)  et  (2)  donnent 

0?  î/  s 


Substituant  dans  (4)  le  lieu  est  alors  la  courbe  du  qua- 
trième degré 

Remarques.  —  1®  Lorsque  f(x,  y,  z)  =  o  est  une  droite 
Ax  -{-  By  -^^  Gz  =  o,  \o  lieu  coïncide  avec  le  Jacobien  des 
coniques  <p  =  o,  »j;  =  o,  (Aa;  +  By  +  ^*)*  =  o« 

Le  jacobien,  qui  est  en  général  une  courbe  du  troisième 


—  376  — 

ordre,  se  dédouble  alors  en  une  conique  F  =r  o  et  la  droite 
Air  +  By  +  Cjï  =  o.  Cela  est  évident  géométriquement.  La 
conique  F  =  o  est  d'ailleurs  déterminée  par  cinq  points 
connus  à  priori^  savoir  :  les  trois  sommets  du  triangle  auto- 
polaire des  coniques  données  9  et  <]/,  et  les  pôles  de  la  droite 
donnée  par  rapport  à  ces  coniques. 

2®  Lorsque  f(x^  y,  3)  =  o  est  un  cercle,la  courbe  (S)  passe 
par  les  huit  points  d'intersection  de  la  conique 

TP       pr=o 

avec  les  deux  coniques 

R/m  ^'  —  i>'9'\  +  9^  ' — ^  ©'=0 
V   p  «  p  «/  ^a  Y     'aJy 

VP  «  P  */  «  P  «  Y 

et  aussi  par  les  huit  points  d'intersection  de  9'  ^'   —  J/'  a'=o 

avec  R /©' d/'  —  +' 9 '\  +  ç'  J''  —  ç' 4»'   =0 
\  p  ^pV         t  P      ^^p'^r 

et  R/9'  4/    —  +  9  \  —  «'  4^'  4-9  4''  =  o. 
\  P  «  P  W  T  P  p  ï 

Nota  :  M.  BaroD,  du  lycée  Henri  IV,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  255 

liolntioB  par  M.  Bonvalht,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de 

Versailles. 


Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  cons- 
tamment sur  OZ,  sur  la  droite  z  =  i ,  x  =  i  et  sur  le  cercle 
z  =  o,  x'  +  y*  =  ï^*'  ^^udier  les  sections  faites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et 
particulièrement  par  le  plan  z  =  h.  Les  sections  obtenues  dans 
ce  dernier  cas  sont  des  conchoides  de  Nicomède  ;  on  propose  de 
le  démontrer  géométriquement. 

Les  équations  des  directrices  rectilignes  sont  œ  —  1=0, 
X  —  I  =  o  et  0?  =  o,  y  =  o. 

Les  équations  d'une  droite  s'appuyant  sur  ces  droites 
sont  X  (z  —  i)  +  ^  —  I  =  o,  y  =  pio?,  X  et  f*  étant  deux 
paramètres  arbitraires.  Les  coordonnées  de  la  trace  de  cette 
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droitesurle  plan  xoy  sont  js  ±=  o,  a?  =  X  +  i,î/  =  fA  (X  +  0* 
-pSiT  suite,  pour  qu'elle  rencontre  le  cercle  js  =  o,  jr*  +  y; 
=  R*,  on  doit  avoir  entre  X  et  fx  la  relation 

(X+  i)«  +  jA>(X+  i)*  =  R*. 
L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  en  éliminant  X  et  fx  entre 
réquation  précédente  et  les  équations  de  la  génératrice 

X  (s  —  i)  -(-  ^  —  I  =  o,  y  =  fxo?. 
Ces  équations  déterminent  X  et  [x.  En  les    portant    dans 
la  relation  entre  X  et  jx,  nous  avons 

{z  —  xy  {x^  +  î/«)  =  R»a;*  (z  —  i)*  : 
telle  est  Téquation  de  la  surface. 

Cette  surface  est  du  quatrième  degré.  On  voit  immédia- 
tement qu'elle  passe  par  ojj,  par  ce  =  i,  j5  =  i  et  que  sa 
section  par  le  plan  z  =  o  est  a?"  -}-  y*  =  R*. 

Si  nous  coupons  cette  surface  par  des  plans  z  =hf  l'équa- 
tion dans  son  plan  de  la  courbe  d'intersection  est 

(h  —  xy  (x^  +  !/•)  =  R«aî«  {h  —  i)». 
Si    nous    transformons    cette    équation    en    coordonnées 
polaires,  nous  avons 

(A  —  p  cos  («))*  =  R*  (h  —  i)"  cos*  <i> 
ou                              p  cos  (I)  =  A  db  R  (A  —  i)  cos  w , 
équation  d'une  conchoïde  de  Nicoraède  ayant  l'origine  pour 
pôle  et  pour  directrice  une  droite  perpendiculaire  à  ox  au 
point  dont  l'abscisse  est  h  et  la  quantité  constante  que  l'on 
ajoute  à  chaque  rayon  vecteur  étant  R  (A  —  i).  R  (A  —  i) 
est   une    quantité  variable    avec   A.     La    conchoïde    peut 
présenter  les   trois  formes,  puisqu'on  peut  déterminer  A  de 
façon  que  R  (A  —  i)  =  A,  R  (A  —  i)  >  A,  R  (A  —  i)  <  A. 
Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  la   section  est 
une  conchoïde  de  Nicomède.  En  effet,  soient  OA  {fig.  1)  un 
rayon  de  la  circonférence,  AQ  la  génératrice  correspondante 
de  la  surface  et  X,  P,  Y,  le  plan  z  =  h,  enfin  M  le  point  cor- 
respondant de  la  courbe  (OB'  = ,  w  =XOABG  =  i). 

cos  CD 

Si  du  point  M  on  mène  la  parallèle  ME  à  ozy  les  triangles 
MEC  et  GBA,  semblables,  donnent 

ME    _    GB 

EG    ■"   BA 
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ou 

R  — 


ou 


h 

•  I 

oB 

— 

PM 

h  — 

I 

COS  iù 

I 


I  —  PM  COS  (â)  R  COS  (0  —  I 

Si  nous  posons  p  =  PM,  cette  relation  devient 
(R  COS  lù  —  i)  (A  —  i)  —  i  =  p  cos  tt) 
ou  p  COS  w  =  fc  —  R  (ft  —  I  )  cos  w 

qui  est  Téquation  trouvée  précédemment. 

Eludions  maintenant  les  sections  par  des  plans  parallèles 
au  plan  yo%. 

Soit  05  =  h  i*un  de  ces  plans;  Téquation  de  la  surface 
dans  son  plan  est 

(z  —  A)«  (A«  +  î/*)  =  R«  h*  {z  —  I  )«, 
équation  d'une  courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy.  Si  nous 
résolvons  cette  équation  par  rapport  à  y,  nous  avons 
^  _  A'  [(R  4-  i)  g  —  R—  ft]  [(R  —  0  g  —  R  +  h] 
y    -  (z-h)^ 

La  droite  z  =  h  est  une  asymptote  double  et  les  deux 
droites  y"  =  A"  (R*  —  i)  sont  également  asymptotes;  ces 
dernières  sont  réelles  si  R*  >  i .  Soient  alors  z  et  /les 
deux  racines  du  numérateur,  z  <  z'*  nous  dislinguerous 
plusieurs  cas  : 

R*  >  I,  A  <  a'  et  z  <h  <  z  et  z  <  A. 

La  courbe  dans  le  premier  cas  aura  la  forme  représentée 
figure  2;  dans  le  second  cas  la  forme  représentée  parla  figureS. 
Dans  le  troisième  cas,  la  courbe  ne  diffère  comme  forme  de 
la  figure  2  qu'en  ce  que  la  direction  positive  des  z  est  changée 
Si  R"  <  I  les  asymptotes  i/*  =  A'  (R*  —  i)  sont  imaginaires 
et  y'  n*est  positif  que  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
z  et  z".  On  a  ainsi  les  formes  représentées  par  les  figures 
4etâ. 

Nous  avons  supposé  A  ^  z  et  z\  pour  qu'il  soit  égal  à  Tune 
de  ces  quantités,  il  faut  que  A  =  i  et  dans  ce  cas  jjt  =  i  et 
y*  =  R«  —  I  sont  les  deux  courbes  en  lesquelles  se  décom- 
pose la  section.  Il  est  évident  d'après  les  données  de  la  ques- 
tion que  l'on  doit  trouver  jï  =  i . 
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Fig.a.  Fig,  fi. 

Considérons  maintenant  les  sections  par  des  plans  y  r=:h. 
Nous  aurons  pour  équation  de  la  courbe 

(A)  (»  —  û?)«  (x*  +  A»)  =  R«  x«  (z—  jy 

courbe  du  quatrième  degré  présentant  à  l'origine  un  point 
double. 

Les  tangentes  sont 

A*  {g  —  xy  =  R«  œ» 
ou  fc«  (a*  —  2  A*  jso:  +  C^'  —  R')  a:*  =  o  ; 


d'oh 
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Ces  tangentes  sont  toujours  réelles  et  par  suite  l'origine 
est  toujours  un  point  double  réel. 

Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  non  parallèles  à 
oz  sont  données  par  Téqualion  en  X 

(,  _  Rt)  X»  —  2X  +  I  =  o, 

D'oîi  V  = !U=ret  X'  =       ^ 


I  _R-'  "         I  +  R- 

Les  ordonnées  à  l'origine  sont 

—  X'  R*  R 


(i  —  R*)  X'—  I  (i— R)* 

—  X'R*        _  R 

®*  (I— R«)X^-i  ■"    (i  +  H)"  * 

Si  Ton  ordonne  Téqualion  (A)  par  rapport  à  js,  on  a 
««  [(I  _Ri)  aî*  + A«]  —  20? (a?" -f- A«  —  R*x)  i5  +  x*  (a;«-A 

-R«)=o; 
on  Toit  alors  que  les  asymptotes  parallèles  à  os  sont 

(i  _R«)  a?«  +  A*=  o; 
par  suite,  pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  que  i  —  R* 
soit  négatif. 

Posons  z  =  xky  réquation  devient 

[(X  —  i)«  —  R«X«]  CD»  +  2R«Xx  +  A«  (X  —  i)*  —  R*  =  0. 

Pour  que  x  soit  réel  il  faut  que 

R*X«  —  [A«  (X  —  i)«  —  R«l  [(X  —  i)>  —  R«X«]  >  0 
{X  —  O*  [h}  (R«  —  i)  X»  +  2A«X  +  R«  —  A*]  >  o; 

.           —  A»  ±  RA  VA«  —  R«  +  I 
on  en  déduit    a= 


A«  (R*—  I) 

Si  R*  —  I  <  o  les  racines  sont  réelles  et  si  on  les  désigne 
par  X'  et  X',  X'  étant  plus  petit  que  X',  le  trinôme  en  X  est 
positif.  Si  X'  <  X  <  X'jla  courbe  est  alors  comprise  entre  les 
deux  droites  s  =  X'a?  et  s  =  X'x. 

Si  R'  >  I  et  A*  —  R*  +  I  >  o>  les  asymptotes  parallèles 
à  oz  deviennent  réelles  et  le  trinôme  en  X  est  positif  pour 
les  valeurs  de  X  comprises  en  dehors  des  racines.  Si  A*  —  R' 
+  I  <  o,  les  valeurs  de  X^ont  imaginaires.  R*  —  i  est 
positif  et  le  trinôme  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  l\ 
par  suite  x  est  toujours  réel. 

Nota.  — -  Cette  question  a  été  résolue  par  HM.  LetTuber,  à  Rennes  ;  Baroo. 
ta  lyeée  Henri  IV  ;  Boulogne,  à  Lille. 
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QUESTION  262 

Stoltttion  par  M.  Gillt,  de  Montpellier. 


Bésoudre  et  discuter  dans  les  diverses  hypothèses 

x*>  +  y°  +  z°  =  a^» 

X2n  -^  ysn  -J_  2^"  =  b«û 
•j^in  J.  ySn  JL.  23Q  z=z  C^^, 

Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  x^  =  w,  y"  =  v\  z^  i=  /, 
et  posons  a**  =  p,  6*«  =  g",  c»"  =  r'. 
Les  équations  deviennent 

ti  +  V  +  ^  =  P  (1) 

u»  +  t;»  +  /»  =  g'  (â) 

1^8  -î-  -yj  ^  i»  =r  r»  (3) 

Nous  remarquerons  d*abord  qu'à  chaque  système  de  va- 
leurs réelles  de  u,  v,  t  correspondent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  œ,  y,  z,  dont  un  seul  se  compose  de  valeurs  réelles 
si  n  est  impair,  et  dont  deux  se  composent  de  valeurs  réelles 
si  n  est  pair;  car  si  ti,  v,  t  est  une  solution  se  composant 
de  valeurs  réelles,  on  a 

-5"/  2A1C      ,    ,/ .        ik-rc  \ 

=  u  (  cos h  y  —  I  sm  ) 

\  n  n    / 

t/  2*^      ,    1/ .       2A7C  \ 

y  =v  ^cos  -^ij f-  Y—  I  sin  — j— j 

t/  2fat        ,     -/ .         2*^  \ 

^  =  ^  (^cos  -jp-  +  K-  I  sin  -jp-j 

où  i  doit  recevoir  les  n  valeurs  o,  i ,  2  . . .  n  —  i . 
Tout  revient  donc  à  compter  les  valeurs  réelles  de  Uf  Vf  t. 
Retranchons  l'équation  (2)  du  carré  de  (1),  il  vient 

uv  +  vt  +  wr=  -L^Zi-,  (4) 

L'identité 
3ABC=A»+B«+C»+(A+B+C)(A«+B»+C*— BC-AB— AC), 
oU  l'on  fait  A  =  u,  B  =  v,  C  =  /,  donne 


X 


—  â8i  — 

3uvt 


=^+(,--ï^^) 


2r«  +  p(3g»  —  p>) 

ou  uv^  = -^--*V *^-^-  (5) 

o 

Donc  u,  t;,  t  sont  racines  de  l'équation 

^2  6 

p 

Si  Ton  pose  X  =  Y  +  -^>  celte  équation  devient 

3 

Y»  -f-^Y(P*  -  39')  +  -^  (7P'  -  iSpq*-  çr')  =o. 

et  Uf  V,  t,  ne  différant  que  de  ^  des  racines  de  cette  équa- 

3 

tion,  seront  réelles  en   même  temps  que  ces  dernières  et 

réciproquement. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  la  transformée  en 

Y  est 

(pi  _  3gtj«  -I-  2(7/)»  —  i8  p9*  —  gr»)*  <  o,  (6) 

condition  qui  s*obtient  sans  difficulté  en  fonction  des 
données  a,  b,  c. 

Alors  si  la  condition  (6)  n'est  pas  satisfaite,  le  système 
proposé  n'admet  pas  de  solutions  réelles. 

Si  cette  condition  est  vérifiée  il  y  a  une  solution  réelle 
pour  Xy  y,  Zy  lorsque  n  est  impair,  et  deux  solutions  réelles 
lorsque  n  est  pair. 

Si  enfin  (p*  —  3g«)»  +  2(7?»  —  18  p*  —  qr^Y  =  o,  il  y 
a  une  solution  réelle  pour  Xy  y,  z  dans  laquelle  deux  de 
ces  inconnues  sont  égales. 

Rkmarque.  —  Dans  le  cours  de  la  discussion,  nous  avons 
supposé  p,  q,  r  réels,  c'est-à-dire  a,  b,  c  réels  ei  de  plus  a  et 
c  positifs,  si  n  est  pair,  et  positifs  ou  négatifs,  si  11  est  impair. 

Nota  :  Ont  i^olu  la  même  question  :  AIM.  Boulogne,  à  Lille  ;  Haure,  lycée 
Looie-le-Grand,  à  Paris. 
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QUESTION  295 

ttolutloa  par  M.  Quiqubt,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Le  pôle  éùant  placé  au  centre  de  similitude  du  cercle 
p*  —  2ap  cos  (ô  —  a)  +  a'  =  r'  «^  du  cercle  de  rayon  mr, 
trouver  l'équation  de  l'axe  radical  et  celle  du  cercle  coupant 
orthagonalement  les  deux  cercles  dogmes  ei  dont  lé  centré  a  pour 
angle  polaire  p. 

L'équation  du  premier  cercle  étant 

p*  —  2ap  cos  (ô  — a)  -j-  a'  —  r'  =o,  (1) 

celle  du  second  est 

p*  —  2tnap  cos  (6  —  a)  +  w*  (a"  —  r")  =  o,       (2) 
L'équation  de  Taxe  radical  de  ces  deux  cercles  s'obtiendra 
en  retranchant  (1)  et  (2^,  ce  qui  donne 

p  cos  (ô  —  a)  =  -i^ ^-—^ — •  (3) 

'^  2a  ^ 

Le  centre  du  cercle  coupant  orlhogonaleinent  les  deux 

cercles  donnés  est  sur  Taxe  radical;  ses  coordonnées  6  et  ^ 

doivent  satisfaire  à  (3),  ce  qui  donné 

(r«-a«)  (m+  i) 

0   =   ■  — r . 

2a  cos  (P  —  a) 
Le  carré  de  la  distance  des  deux  points  (a  a),  (6  p)  a  pour 

expression  a'  +  ^*  —  ^^^  ^^^  (?  —  *)• 

Le  rayon  R  du  cercle  coupant  orlhogonalement  les  deux 
cercles  donnés  est  égal  à  la  dislance  du  point  {bfj  au  point 
de  contact  de  la  tangente,  menée  par  {b^)  au  cercle  de 
rayon  r  ;  on  a  donc 

R«  =  o*  +  6"  —  2ab  cos  (3  —  a)  —  r* 
et  par  suite  l'équation  du  cercle  cherché  qui  est 

p*  —  2p6  cos  (0  —  p)  +  6*  —  R*  =  o 
devient 

a  cos  {p  —  a) 
Nota.  —  H.  DaguiUon,  du  lycée  Henri  IV,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION   308 


fiN>l«iloB  par  M.  Tranïà,  élève  de  Mathématiques  spéciales,  au  Lyoèe  de 

Toalouse. 


a  e^  b  étant  des  quantités  réelles,  on  considère  la  fonctim 

y  =  (x  —  a)"(x  —  b)"*. 
On  demande  œmbien  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  m*°®  de  j  a  de  racines  réelles. 

La  fonction  t/ est  de  degré  2m.  Elle  admet  m  fois  la  racine  a 
et  m  fois  la  racine  6.  Elle  a  donc  toutes  les  racines  réelles. 
Il  suit  de  là  que  la  dérivée  première  de  y  et  toutes  les  déri- 
vées successives  auront  toutes  leurs  racines  réelles. 

La  dérivée  première  y'  est  du  degré  2m  —  i .  Elle  admel 
m  —  I  fois  la  racine  a  et  m  —  i  fois  la  racine  5.  De  plus, 
d'après  le  théorème  de  RoUe,  elle  admet  une  autre  racine 
réelle  comprise  entre  a  et  6.  Soit  a  cette  racine. 

La  dérivée  seconde,  de  degré  m  —  2,  admet  m  —  2  fois 
la  racine  a,  m  —  2  fois  la  racine  6,  et  deux  autres  racines 
réelles  comprises  l'une  entre  a  et  a,  l'autre  entre  a  et  6. 

En  raisonnant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  la 
dérivée  iw"*®  du  degré  2m  —  m=  m  n'admet  pas  pour  racines 
les  quantités  a  et  b  ;  mais  elle  a  toutes  les  racines  réelles  el 
comprises  entre  a  et  6. 

Nota.  —  A  l'ésolu  la  même  question,  M.  Dupuy,  à  Grenoble. 


Le  Rédacteur-Gérant^ 
J.  KŒHLER. 
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FORMULE 

QUI  DONNE  LA  SOMME  DES  PUISSANCES   SEMBLABLES  DES 
n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS  (*) 

Par  H.  €%.  PraTaz,  professeur  au  collège  d'Autun 


Si  Ton  représente  par  Sm  la  somme  des  puissances  p^" 
des  m  premiers  nombres  entiers;  par  m!  le  produit  des 
m    premiers    nombres   entiers   (o!    élant  supposé    égal    à 

i);parAp     *le  produit n(n —  i)(n  —  2).. .  (n — p)(n — p+i); 
on  a 

La  somme  Sn  est  une  fonction  de  n,  entière,  de  degré 
p-\~  1  ei  TLQ  renfermant  pas  de  constante  (**);  posons  donc 

SS  =  k^'^^  +  A^n^   4.  Ay  "  ^  +  . . .  +  Apfi.  (1) 
Si  dans  cette  égalité  on  donne  successivement  &  n  les 
valeurs  i,  2,  3,  . . .  p,  (p  -|-  i),  on  aura  pour  déterminer 
les  p  +  I  coefficients  Aq,  Aj,  A,  ...  Ap  les  p  +  i  équa- 
tions linéaires 

S^  ^  Aq  -j-  Aj  -p  Aj  -|-   . . .   -|-  Ajj 

SÇ  =  Ao2P  +  1  -f  Ai2P  +  Aa  .  2P  -  <  -f  . . .  +  A«  .  2! 

(2) 

S"      p  =  Ao(p+  i)P  +  ^  +  A,{p  +  i)P 

+  A,(p+  i)P-i  +  ...   X  Ap(p4-  i) 

L'élimination  des  coefficients  Aq,  A^,  A, . . .  A^i  entre  (1)  et 
(2)  donne 


(*]  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseux  sur  le  même  sujet  (Journal  de  Liou** 
TiUe,  1846. 

[**)  Journal  de  mathématiques  élémentaires  et  spéciales^  tome  IV,  p.  94. 
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I 
I 

2 


S?       iP 


s?         2^ 


p  -  1 


.P-  * 


...    I 


•  .  .   A 


2< 


^  +  i(P  +  0''(P+  i)"-'  •••  (p  +  0' 


TiP       nP  -  ^ 


n' 


(P  +  Oi 
n        I 


=0. 


P  +  I 

n 

Si  l'on  développe  ce  déterminant  en  Tordonaant  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  première  coloime  et  que  l'on  se 
rappelle  que 

=  (a  —   6)    ... 

(a-*)(a-0 

(6  — c)  ... 

(6-fc){6-0 


I  a  a}  ...  a»*  -  < 

I  6   6»  ...  6»  -  < 

I  c  c^  ...  c**  -  ^ 

I  A-    Jfc>  .  .  .  fcn  -  ^ 


(i  -  0. 
le  coefficient  de  l'élément  —  SSi  (m  étant  l'un  des  nombres 

ïf  *»  •  •   •  PiP  +  0  sera 

(i  ^  a)  (i  —  3)  ,.,.(i  —  î»  +  i)  (i  —  m  —  i)  (i  —  m-^a) 

...  (i  — p)(i  — p  —  i)(i-») 
(2  —  3)  ...  (2  —  m  -j-  i)  {2  —  m  —  i)  (2  —  m  —  2)    ... 

(2— p)  (2  — jp—  l)(2-1l) 

^w  -^  2  -^  m  4"  0  {*'*  —  2  —  m  —  i)  (wi  —  2  —  w  —  2) . . . 

(tw  —  2  —  p)  (w  —  2  — jp  —  1)  (»i  —  2  —  n) 

(m  -^  I  —  I»  —  i)  (m  •--  I  —  m  —  2)  ... 

(m  —  I  —  p)  (wi  —  I  —  p  —  i)  (m  —  I  —  n) 

(w  +   î  —  f»  —  2)  . . . 
(m  +  I  —  p)  (wi  +  I  —  p  —  i)  (m  +  I  —  n) 

(p  —  I  —  p)  (p  —  I  —  p  —  i)  (p  —  I  —  «) 

(p  —  p  _  i)  (p  _  n) 

(p  +  I  -  n) 
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c'est-à-dire,  abetraction  faite  du  signe 

P-L-iL=jIi         (P^m  +  3)l    (p-m+2)i 


2  I 


w»  —  I      m  —  2 
^  f^         .w  ^  <P— «)'  (p-^m—  1)1.,  al  ,  j 

(»  —  p  —  i), 
ou  ^  '2!  31...P!  Ag  +  ' 

(m— i)!(p_m_^,),  •     „(„  _  ^)  • 

l.e  coefficient  de  Sp  est  donc,  abstraction  ftite  du  signe. 
I  <2'  3  I  ...  pi  aX  +  ' 

On  Terrait  de  môme  que  le  ogeflicient  de  -^  Sg  es( 

I  !  2  !  3  !  ...  p  I 
On  a  donc 

sS  =  A5  +  »r ëL±j sg 

±         ss  s?       1 

2!(p— 1)!(«_2)  =F  TTTTTZTu' 

ou,  sous  une  forme  plus  concise, 

*  =  <  »»  !  (p  -f-   I   _  TO)  !  (ft  —m)  ' 

Rbmahoce.  -^  1,9  formule  que  nous  venons  d'établir  se 
venue  aisément  o  posteriori. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  second  membre  est  une 
louctiOD  de  n  entière,  de  degré  p  +  i  et  ne  renfermant  pas 
de  constante.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  membres 
de  la  formule  sont  identiques  pour  p  +  2  valeurs  de  n,  savoir 
0?  ï»  2,  . , .  p  -|-  I.  D'abord,  pour  n  =  q,  les  deux  nombres 
sont  nuls.  Puis,  pour  n  =  m,  m  étant  l'un  des  nombres 
'»  *i  •••»  p  +  I,  tous  les  termes  du  second  membre  s'an-^ 
nulent,  sauf  le  terme  en  Sg,  dont  le  coefficient  est 
(-  ,/""+<  m(m^  i)...3.i.(— i).r— 2)...[— (p— tn+i)]  _  ^ 

m  I  (p  —  «j-f-  i)  l 
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Les  deux  polynômes  de  degré  p  -\-  i  qui  constituent  les 
deux  membres  de  la  formule  étant  égaux  pour  p-]-  2  yalenrs 
de  la  variable  n,  sont  identiques. 


NOTE  D'ALGÈBRE 


M.  Burat-Dttbois,  professeur  au  lycée  de  Pau,  nous  a 
communiqué  deux  notes  qu'il  vient  de  publier,  sur  la 
fraction  du  second  degré,  et  que  nous  devons  signaler  à  nos 
lecteurs,  à  cause  de  l'importance  des  résultats  que  pré* 
sentent  ces  notes. 

Dans  la  première,  M.  Burat-Dubois  fait  remarquer,  avec 
beaucoup  de  raison,  que,  aprës  avoir  donné  une  définition 
du  maximum,  on  emploie  une  méthode  qui  laisse  complè- 
tement de  côté  la  définition;  c'est  la  méthode  désignée 
souvent  sous  le  nom  de  méthode  indirecte.  Mais  Tautear, 
après  avoir  signalé  cette  première  faute  de  raisonnement, 
montre  que,  en  outre,  la  règle  trouvée  par  cette  méthode 
indirecte  n'est  pas  identique  à  celle  que  donne  l'étude 
directe  de  la  variation  des  fonctions.  Les  exemples  qae 
donne  M.  Burat-Dubois  mettent  le  fait  en  évidence;  ils 
nous  montrent  en  effet  que  la  règle  donnée  par  la  méthode 
indirecte  peut  fournir  des  résultats  en  désaccord  absolu 
avec  l'étude  mathématique  de  la  variation  de  la  fonction. 

Le  but  de  la  première  note  était  d'appeler  l'attention  sur 
cette  question,  et  de  provoquer,  pour  ainsi  dire,  une  étude 
nouvelle  de  la  fraction  du  second  degré,  l'une  des  questions 
les  plus  délicates  du  programme  de  mathématiques  élé- 
mentaires. Cette  étude,  qu'il  fallait  entreprendre  au  point 
de  vue  du  programme  du  baccalauréat  et  de  l'École  Saint- 
Cyr,  fait  précisément  l'objet  de  la  seconde  note  de  M.  Bu- 
rat-Dubois. 

Partant  de  la  définition  précise  du  maximum  et  du  mini- 
mum, M.  Burat-Dubois  commence  par  insister  sur  ce  fait, 
qu'un  maximum  ou  un  minimum  ne  peut  correspondre 
qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable,  mais  peut  parfaitement 
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répondre  à  une  valeur  infinie  de  la  fonction  pour  une  va- 
leur  finie  de  la  variable. 

Ensuite»  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

ax   I  ■  b 

1 .  L^  fonclioiis  ax  +  b  e/     ,   T, .  n'ont  ni  maximum  ni 

'  ax  +  b 

minimum. 

2.  La  fonction  ax"  -\-hx'\-  c  a  toujours  un  maximum  ou  un 
minimum  si  a  est  différent  de  séro, 

3.  La  fonction  x  -) a  toujours  un  minimum  et  un  maxi- 
mum si  m  est  positif;  elle  n'a  ni  maximum  ni  minimum  si  m  est 
nul  ou  négatif. 

Ces  principes   établis,   M.    Burat-Dubois,    reprenant  la 

fraction  y  =     .  _       .. — /-^, 

ax*  -f-bx  +  c 

effectue  la  division,  et  obtient  une  expression  de  la  forme 

a  x-^  n 

J/  =  --r,  —  m     ,  ,, — I — 7-; 

a  ax*  -|-  005  +  c 

par  un  changement  de  variable,  il  ramène  cette  fraction  à  la 

forme  --— j , 

ou  encore  en  divisant  par  z,  à  la  forme 

I 

c'est  l'étude  du  dénominateur  de  cette  fraclion  qui  indique 
précisément  s'il  y  a  maximum  ou  minimum. 

Les  conclusions  auxquelles  arrive  M.  Burat-Dubois  sont 
les  suivantes: 

Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  l'on 
ait        {ac  —  cay  —  {aV  —  ba){bc'  —  cb)  >  o ; 

Si  cette  quantité  était  nulle  ou  négative,  il  n'y  aurait  ni 
maximum  ni  minimum. 

Après  avoir  reconnu  l'existence  d'un  maximum  et  d'un 
minimum,  il  faut  chercher  quelle  est  la  valeur  de  x  qui 
correspond  au  maximum^  quelle  est  celle  qui  correspond  au 
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Biinimum.  Appelons  K  la  valeur'  de  la  quantité  qtle  notis 
venons  de  considérer  ;  si  ab'  —  ba  est  positif,  le  maiimuin 
correspond  b 

—  {ac'  —  ca')  —  )/k 

**  =  ab-  -  6a) •      ■ 

et  le  minimum  à 

_    -  (gç'  -  ca)  +  Kk  , 
^«  -  (aô'  —  ba) 

c'est  l'inverse  qui  aura  lieu  si  ab'  —  ba  est  négatif. 

Ce  fait  général  établi,  M.  Burat-Dubois  examine  ce  qai 
.arrive  lorsque  certains  coefficients  sont  nuls,  et  il 
recQnnalt  que  ses  conséquences  peuvent  se  déduire  du 
premier  cas,  en  portant,  dans  la  valeur  deE  les  hypothèses 
qu'il  fait  sur  les  coefficients,  en  supposant  toutefois  que 
ab'  —  ba  ne  soit  pas  nul;  si  ab'  —  6a'  était  nul,  avec 
ac  —  ca'  différent  de  zéro,  il  y  aurait  un  maximum  ou  un 
minimum,  mais  jamais  l'un  et  l'autre. 

Enfin,  TauteUr  termine  sa  note  en  comparant  l'étude  qu'il 
vient  de  faire  avec  la  méthode  dite  indirecte,  et  il  montre 
que  la  seconde  ne  tient  pas  compte  de  toutes  les  hypo- 
thèses qu'il  a  considérées,  et  que  certaines  hypothèses  peu- 
vent exister  dans  la  première  méthode  en  môme  temps  que 
d'autres  hypothèses  de  la  seconde,  qui  donnent  des  résul- 
tats différents  des  premiers. 

Nous  devons  dire  que  déjà,  dans  une  Algèbre  parue  depuis 
plusieurs  années,  M.  Lauvernay  a  Cherché  à  présenter  la 
question  d'une  autre  manière  ;  il  a  suivi  une  marche  fort 
différente  de  celle  que  nous  signalons  aujourd'hui,  et  il 
est  arrivé  aux  mêmes  résultats;  mais  ensuite  il  a  repris 
la  méthode  indirecte,  et  ce  qui  constitue,  à  notre  avis,  la 
supériorité  de  la  note  de  M.  Burat-Dubois ,  c'est  que 
ce  dernier  s'est  préoccupé  de  montrer  que  les  deux  métho- 
des ne  sont  pas  équivalentes. 

On  peut  maintenant  se  demander  s'il  y  aune  faute  de  rai- 
sonnement quelque  part  dans  la  méthode  indirecte,  ou  bien 
à  quoi  tient  ce  désaccord  entre  les  résultats  donnés  par  les 
deux  méthodes.  Nous  allons  montrer  que  la  méthode  iadi- 
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recle  nous  donne  seulement  une  condition  nécessaire  pour 
qu'il  y  ait  ou  maximum  ou  minimum,  ou  bien  maximum 
et  minimum,  mais  que  celte  condition  n'est  pas  suQisante. 
Pour  cela,  reprenons  la  condition  de  maximum  ou  de  ml* 
nimum  (Lauyernay,  p.  281).  Il  faut  que  œ  soit  Tune  des 
racines  de  Téquation 

{ab'  —  ba)x*  +  *(û^  —  ^)^  4*  (^^  —  ^^)  =  ®* 
MaiSy  comme  l'indique  l'auteur  dont  nous  parlons,  cette 
condition  n'est  pas  suffisante» 

D'autre  part,  si  nous  posons  dans  la  méthode  indirecte 

ax*  +  6a5  -|-  c    

ax*  +  b'œ  +  c' 
nous  trouvons  que  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maxi- 
mum ou  au  minimum  sont  celles  que  l'on  tire  de  ]'équation 
précédente  quand  on  y  remplace  y  par  l'une  des  racines  de 
Tcquation 

(6''  —  ^ac)y'^  —  2(66'  —  2ac'  —  2ca)y  +  ^*  —  4^^  =  o* 
Si,  dans  cette  équation,  nous  remplaçons  y  par  la  fraction 
donnée,  nous  aurons  une  fonction  de  x  qui  devra  s'annuler 
précisément  pour  les  valeurs  que  nous  venons  d'indiquer. 
Or,  en  faisant  cette  transformation,  nous  arrivons  à  1  équa- 
tion 

(b'«  —  ^c)  {ax*  -|-  6a?  -4"  <?)*  / 

—  2(66'—  2ac  —  2ca'){ax*  +  &^  +  c){a'x*  +  b'x  -}-  c')>  ^  3 
-f  (6«  —  4ac)  (ax^  +  bx  +  c'y  ) 

qui,  tous  calculs  faits,  revient  à  la  suivante  ; 

iab'  —  baYx*  +  4(06'  —  ba)  (ac  —  ca)x*  } 

+  [4(ac'  —  cay  -^  2(ab'  —  ba)  (bc  —  c6')]cd«  [  ==  o. 

--  4{ac  —  cà)  (bc  —  cb')x  +  (6c'  —  c6')*  ) 

Cette  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
[{ab'  —  ba)x^  +  2{ac'  —  ca)x  +  (6c'  —  c6')]*  =  o. 

On  retrouve  ainsi  la  condition  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sante, à  laquelle  doit  satisfaire  x,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum  ;  on  reconnaît  donc  bien  que  la  méthode  indirecte 
est  défectueuse,  ainsi  que  l'avait  signalé  M.  Burat-Dubois 
dans  sa  première  note. 

Nous  pourrons  faire  remarqueri  pour  ceux  de  nos  lecteurs 
qui  sont  en  mathématiques  spéciales,  que  la  fonction  de  x 
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que  nous  annulons  n'est  autre  que  le  numérateur  de  la 
dérivée  de  la  fraction  du  second  degré;  et  ils  verront  ainsi 
que,  en  annulant  cette  fraclion,  nous  avons  bien  une  condi- 
tion nécessaire,  mais  non  suffisante  pour  que  la  fraction 
passe  par  un  maximum  ou  an  minimum. 

A.  M. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  (1881) 


Résoudre  l'équation 

(sin  X  —  cos x)3inx  =  a; 
trouver  entre  quelles  limites  doit  varier  a  pour  que  le  problème  soit  possible. 

—  Trois  cercles  dont  les  rayons  sont  R,  R',  R',  sont  tangents  deux  à  deux 
extérieurement.  Trouver  les  angles  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres 
de  ces  troiscirconférences. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

sin  A  +  sin  B  H-  sin  G 
en  supposant  A  -f  B  +  C  =  i8o*. 

—  Sur  une  droite  AB  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence,  et  on 
prolonge  AB  d'une  longueur  BC  égale  au  rayon.  Du  point  C,  on  mène  une 
tangente  CT,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  AB.  On  demande 
la  surface  engendrée  par  CT.  Dire  a  priori  quelle  est  la  valeur  de  l'angle  C. 

—  Intersection,  par  la  méthode  des  projections  cotées,  de  deux  plans  doot  les 
lignes  de  pente  sont  parallèles. 

—  On  partage  un  diamètre  AB  en  trois  parties  égales  et  on  mène  des  perpen- 
diculaires à  AB;  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre;  trouver  les 
aires  des  trois  zones  et  les  volumes  des  trois  segments  sphériques  ainsi  déterminés. 

—  Construire  l'expression  x  = rr=-. 

i  +  v/r 

—  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  le  plan  horizontal,  et  U  projection 
horizontale  d'un  point  de  l'espace  d'où  l'on  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  donné, 
trouver  sa  projection  verticale. 

—  En  un  point  0,  situé  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  on  applique  trois  forées 
dont  les  grandeurs  et  les  directions  sont  OA,  OB,  OC  ;  on  demande  de  trouver 
leur  résultante  et  son  expression  en  fonction  de  la  distance  du  point  0  au  point 
de  rencontre  G  des  médianes.  Démontrer  que  la  résultante  passe  par  le  point  G. 

P 
«^  Un  mobile  de  poids  P  est  soumis  à  trois  forces,  l'une -x-  verticale  dirigée 

3 

P  P 

de  bas  en  haut;  l'autre  -?-  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  troisième  ^^-horizon- 

j  3 

taie;  le  corps  étant  immobile,  on  demande  l'inclinaison  du  plan. 

—  Un  mobile  du  poids  de  2 5  grammes  est  soumis  à  une  iorce  de  3  grammes 

pendant  *—  de  seconde  ;  on   supprime  la  force  qui  agit,  et  on  demande 
l'espace  parcouru  pendant  7  secondes  de  descente  libre. 
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—  On  suppose  qu'on  ait  trois  points,  et  trois  forces  appliquées  en  ces 
points,  et  situées  dans  un  même  plan.  Démontrer  qu'il  est  possible  de  rem- 
placer ces  forces  par  deux  autres,  l'une  passant  par  un  point  donné,  l'autre 
ayant  une  direction  donnée. 

—  2p  étant  le  périmètre  d'un  triangle  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  si 
l'on  a  r  =  p  —  a,  le  triangle  est  rectangle  en  A. 

^^  On  donne  deux  points  A  et  B  de  l'espace,  et  un  plan  P.  Lieu  des 
points  M  du  plan  tels  que  MA^  -h  MB^  =  K^ 

—  Décomposition  du  trinôme  x*  +  px^  -h  ^  en  facteurs  réels  du  second 
degré. 

—  Résoudre  les  deux  équations 

œy  -{-  a  [x  +  y)  =  p;     cd^  +  y^  -{•  b  [x  +  y)  =  q. 

—  Un  point  pesant  est  lancé  avec  une  vitesse  donnée  dans  une  direction 
oblique  ;  quelle  est  la  ligne  parcourue  ?  On  prend  un  point  sur  la  courbe,  et 
on  demande  la  vitesse  en  ce  point. 

—  On  a  uae  balance  dont  les  deux  bras  sont  inégaux  ;  on  pèse  un  pDids  P 
soccessivement  dans  l'un  et  l'autre  des  plateaux,  et  pour  lui  faire  équilibre, 
il  faat  des  poids  dont  la  somme  est  A.  On  demande  le  rapport  des  bras  de 
la  balance.  Connaissant  le  rapport  des  deux  bras,  pourra-t-on  avec  cette  ba- 
lance avoir  exactement  le  poids  d'un  corps  ? 

—  Si,  au  milieu  des  côtés  d'un  triangle,  on  applique  des'forces  perpendicu- 
laires et  proportionnelles  aux  côtés,  elles  se  font  équilibre.  Si  au  lieu  d'un 
triangle  on  a  un  polygone,  l'équilibre  subsiste-t-il  ? 

—  Résoudre  le  système 

X  +  2  [y  -\-  2)  =  c 
y  -\-  2  {2  +  x)  =  b 
z  -\-  2  [X  -\-  y)  —a 

—  Peut-on  éliminer  les  côtés  et  trouver  une  relation  entre  les  angles  en 
partant  des  équations  de  la  forme 

a  =  6  cos  C  -f  c  cos  B. 
*-  Faire  la  somme  des  fractions  suivantes  : 

a  o  -f  r  a  +  2r  a  +  nr 

+  — i^       +        ...       4-  •  •  •  •  + 


b  bq  bq^  bqn 

—  Démontrer  que  N'  —  N  est  toujours  divisible  par  6,  si  N  est  un  nombre 
entier. 

•*  Résoudre  les  équations 

X  —  y  =z  a;      sin*  x  —  sin'  y  =  6. 

—  Sachant  que  A  +  B  +  C  =  i8o»,  rendre  calculable  par  logarithmes 
l'expression 

sin  2 A  -f-  sin  2B  +  sin  2C. 
*—  On  donne  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle,  ainsi  que  la  différence  des 
angles  à  la  base  ;  calculer  les  autres  éléments. 

—  Soit  a  le  chiffre  des  unités,  b  le  chiffre  des  dizaines,  c  le  chiffre 
des  centaines,  d  le  chiffre  des  mille  d'un  nombre,  etc.  Démontrer  que  le 
nombre  sera  divisible  par  4  si  a  -|-  26  est  divisible  par  4  ;  le  nombre  sera 
divisible  par  8  si  a  -f-  26  +  4c  est  divisible  par  8  ;  il  sera  divisible  par  16  si 
fl  +  26  -|-  4c  +  8d  est  divisible  par  16,  etc.  Généraliser  la  règle  à  trouver. 
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QUESTIONS   D'EXAMEN 


DémonU*er  que,  pour  diviser  un  polynôme  A.  par  le  produit  BCD 
de  divers  polynômes,  il  suffit  de  diviser  kpar  B,  le  quotient  par 
C,  et  te  nouveau  quotient  par  D,  même  lorsque  les  divisions  succès 
sives  donnent  des  restes. 

Pour  démontrer  ce  théorèmOi  je  rappellerai  qtis,  si  entre 
quatre  polynômes  entiers  M,  ^,  P,  R,  j'ai  l'identité 

M  =  NP  +  R 
et  si,  en  outre,  le  degré  de  R  est  inférieur  à  celui  de  N,  cela 
m'apprend  que,  en  divisant  M  par  N,  j'obtiendrai  pour  quo- 
tient P  et  pour  reste  R. 

Gela  posé,  j'cifectueled  divisions  comme  l'indique  Ténoticé; 
j*ai  en  appelant  Q,  Q*  Q''  les  quotients  successifs 

A  =  BQ    +  R  , 

Q   =  CQ'  +  R', 

Q'  =DQ''  +  R'; 

je  dis  que,  si  je  divisais  directement  A  par  le  produit  BCD, 

j'aurais  Q"  pour  quotient;  en  effet,  en  remplaçant  dans  la 

première  identité  successivement  Q  etQ'  par  leur  valeur,  j'ai 

A  =  BGD.Q'  +  (BGR''  +  BR'  +  R). 

Il  suffît  donc  de  démontrer  que  le  degré  de  la  quantité 
entre  parenthèses  est  moindre  que  le  degré  de  BCD.  Soient 
p,  p',  p",  les  degrés  respectifs  des  facteurs  B,  G,  D  ;  alors, 
BCD  est  du  degré  p  +  p  -j-p".  (Je  suppose  implicitement 
que  les  polynômes  considérés  sont  entiers,  et  par  suite  que 
leurs  degrés  sont  positifs.)  Lo  degré  de  R""  est  au  plus 
égal  à  p"  —  I  ;  celui  de  R'  est  au  plus  égal  à  p'  —  i,  et 
celui  de  R  est  au  plus  p  —  x  ;  donc  les  trois  termes  qui  com- 
posent la  somme  entre  parenthèses  ont  respectivement  des 
degrés  inférieurs  ûp-f~P  "hP*  ^^  quantité  entreparenthèses 
est  donc  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  BCD.  Donc,  si  je 
divise  le  polynôme  A  par  BCD,  j'aurai  bien  comme  quotient 
Q%  c'est-à-dire  le  mémo  quotient  que  m'avait  donné  la  suite 
des  divisions  partielles  par  les  divers  facteurs  B,  G,  D. 
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'^Démontrer  que,  pour  extraire  la  racine  mnp  d'wn  nombre  A 
à  uiie  unité  près,  il  suffit  ^extraire  la  racine  va  de  k  à  une 
vftitéprès,  la  racine  n  du  résultat,  et  ainsi  de  mite. 

Je  vais  démontrer  ce  théorème  d'abord  pour  le  cas  ou 
rindice  est  un  produit  de  doux  ou  de  trois  facteurs,  et  dé- 
montrer ensuile  que  si  la  proposition  est  supposée  vraie  pour 
le  cas  de  h  fadeurs,  elle  est  vraie  aussi  pour  h  +  i  facteurs. 

D'abord,  je  me  propose  d'extraire  la  racine  np  de  A;  je 
prends  la  racine  n  de  A  à  une  unité  près;  soit  a  cette  racine; 
puis  je  prends  la  racine  j?  de  a  à  une  unité  près  ;  soit  a^  cette 
racine;  je  dis  que  a^  est  la  racine  np  de  A  à  une  unité  près; 
en  effet,  j'ai,  par  définition, 

a**  <  A  <  (a  +  O" 
aj  <  a   <  (cf,+  if 
En  Considérant  d'abord  leâ  premiers  et  les  Seconds  membres 
j  aurai  a^  '^  <  a 

et  par  suite  a"^  <  A. 

D'autre  part  a  et  (a^  -|*  0**  étant  des  nombres  entiers,  j'ai 

a+  I  <_{a,  +  I)^ 

Donc  (a+  !)'•<(«,  4- i)"^. 

Donc  j'ai  bien 

ai»'P<  A<  («1+  i)»P. 
En  second  lieu,  si  j'appelle  a,  la  racine  9  à  une  unité  prës 
de  a^,  j'ai 

fl,^  <ai  <^{a.i  +  i)q  . 

D'après  cela,  je  vois  immédiatement  que  j'ai 

a,npq  <^  A, 

et  comme  a^  -}-  ^  _<"(^2  +  0^  > 

il   résulte  de  ce  qui  précède  que 

(ai+  t)^P_<  (a,  4.  i)npq. 
Donc  j'ai  bien 

Oj^pq  j<  A  <  (a,  +  I  )  "pq. 

En  suivant  le  môme  raisonnement,  je  verrai  quesi  j*ai,  en 
appliquant  la  méthode  précédente, 

ogP-'Q  <  A  <  (ob  +  i)np---q 


—  396  — 

en  appelant  a  la  racine  r  de  ce  nombre  à  une  unité  près, 
comme  j'aurai  a   <  ffh  <  (a  +  i)*" 

et  que,  d'autre  part,  j'ai 

ah  +  I  <  (a  +  i)r  , 

j'aurai  ol^V'"V  <  A  <  (a  -f  i)np...qr. 

Donc,  j'aurai  bien  extrait,  à  une  unité  près,  la  racine  d'or- 
dre (np. .  ,qr)  du  nombre  Â. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


—  Soient  a,  b,  a',  b'  quatre  nombres  entiers  ;  soit  p  un  nombrt 
premier  avec  chacun  d'eux  ;  si  p  divise  ab'  —  ba'  et  a  —  a, 
il  divise  b  —  b'. 

En  effet,  p,  divisant  a  —  a,  divisera  b(a  —  a).  Donc  il 
divisera        ab'  —  bd  —  b(a  —  a)  =  a(b'  —  6). 

Mais,  par  hypothèse,  p  est  premier  avec  a  ;  donc  il  divise 
(b'  —  b)  et  par  suite  (6  —  b'). 

—  Étant  données  deux  fractions  — r-  et  -tt-»  si  Von  a 

a  D 

ab'  —  ba  =  —  i, 

a         b 
la  fraction  la  plus  simple  comprise  entre  — r  ^l  -rr  *^fl 

a  4-  b 
a'  +  b'  ' 

En  effet,  soit  ~  une  fraction  telle  que  l'on  ail 

P 

a  p  b 

a  p  b 

P 
La  fraction-^  peut  être  inférieure  ou  supérieure  à  la  trac 

..        a  +  6     _     _.  ,  _ 

tion  — r-, — 77--  Je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  on  a 

a  +  ^ 

p  >  a  +  b;    p'  >  a'  +  b'. 

Premier  cas.  —  On  a  -~  <      ,  T  .>  * 

p  a  -)-  6 

On  en  tire  — .  <  Jl-  <         ' 


a     ^    p'    ^    a'  +  6" 
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d'où  -h r    <         ^ 


I  • 


p  a  a  -\-b  a 

On  en  tire,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  tenant 
compte  de  la  relation  donnée  dans  Thypothëse 

àp  —  ap  I 


p'  "    o'  -f  6'  • 

Or  pa — ap  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  l'unité; 

donc  on  aura,  à  fortiori,  — p  < 


p'     ^    a'  +  b' 
ou  p'  >  a  +  b'. 

On  en  déduit,    en  remplaçant  p  par  une  quantité  plus 
petite, 

a'     ^     a  +b" 
ou  aa  -f-  Va  <  j?a'. 

Mais  b'a  =  b'a  —  i  ; 

donc  a  («  +  6)  <  pa  +  i 

ou  enfin  a  -]-  b  <  p  A -, 

a 

Mais  a  -|-  b  et  p  sont  entiers  ;  donc  on  aura  bien 

p  >  a  +  6. 

Dkuuèhs  cas.  —  Si  l'on  a 

a  4-b  p  b 


a  +  V  p'  b 

on  aura 

b  a  +  6  b  p 

"î^^  a'  +  6'  •  ^  T  7"' 

ou,  comme  précédemment, 

1      ^  frp^  —  py  ^  1 


a  +  6'  p'  p 

Donc  a  +  V  <  p  ; 

puis  on  aura 


<*'  +  ^  P  a  -|-  6'  ' 

D'où  l'on  tire  a^b  <  p. 
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—  Trouver  le  produit  de  taus  les  diviseurs  d*un  nombre  donnéH. 

Nous  savons  que  si  l'on  a 

N  =  o»  6?  cY, 
le  nombre  de  ses  diviseurs  est  égal  à 

(*+0(P+0(y+  •) 

De  plus,  à  tout  diviseur  moindre  que  VN,  correspond  un 
diviseur  plus  grand,  et  leur  produit  est  égal  à  N.  Donc  le 
produit  cherché  est  égal  à 

V^K(a  +  ^)(p-f  <)(y  +  0- 

Ce  nombre  est  entier,  puisque  si  N  n'est  pas  un  carré  par- 
fait, l'un  au  moins  des  facteurs  (a-j-  0»  (P+  0»  (y4~  0  ©•^P*^*'* 

Si  N  =  A*,  on  sait  que  le  nombre  des  diviseurs  est  impair; 
mais  alors  on  peut  écrire,  pour  le  produit, 

a(»  ^  ^)(P  +  0(y  +  0 
qui  est  encore  un  nombre  entier,  et  qui  rentre  dans  la 
formule  précédente. 


QUESTION  301 

(Solution  par  M.  Debrat,  à  Chauvency-Saint-HuberU 


Construire  un  triangle  connaissant  un  angle  A,  la  bissec- 
trice A  et  la  médûme 
m  partant  du  sommet  de 
cet  angle. 

Soient  ABGle  triangle 
cherché,  AH  la  hau- 
teur, AD  la  bissectrice, 
AM  la  médiane  partant 
du  sommet  de  TangleÂ. 

On  a 


m 


cos 


p    _    A 


=  — -  (8);p=B_C; 


d 


cos  A  = 


cos  (M  -|-  fi) 
cos  M 


;=  cos  p  —  sin  p  tg  M; 
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d'oîi    tg  M  =  iV-;r ;  (3) 

^  sin  p  ^  ' 

divisant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2) 

m  sin  M  ô 

'- '  =   cos  -i— .  (4) 

Les  égalités  (3)  et  (4)  résolvent  le  problème.  Ce  sont  deux 
équations  à  deux  inconnues  qu'il  suffit  de  résoudre. 

L'angle  M  étant  déterminé,  )a  hauteur  est  Connue  et  le 
problème  s'achève  facilement. 

Il  suffit  de  mener  la  bissectrice  de  l'angle  BAC,  puis  du 
point  A  avec  h  pour  rayon  de  décrire  une  circonférence  à 
laquelle  on  mènera  du  point  D  une  tangente  qui  sera  le  troi- 
sième côté  du  triangle. 

Le  problème  a  deux  solutions  quand  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  circonférence;  c'est  le  cas  ordinaire. 

Si  A  =  w,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  demandé  est 
isoscèle,  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Si  A  >  o,  le  point  D  est  à  l'intérieur  de  la  circonférence  et 
le  problème  n'a  plus  de  solution. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  : 

MM.  Delpit,  école  préparatoire  Sainte-Barbe;  Henry,  à  Bréchincourt}  Blessel, 
à  Paris;  H.  Bourget,  à  Aix. 


QUESTION  325 

A«lattoB  par  M.  Blessel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées, 


Béêoudre  réquation  )/  ^  +  ""    +  1^"^~  =  F^* 
Cette  équation  peut  s'écrire 

v/6x(a-f-aj)  y/cur(a -j- a-)  ^ax* 

' "T  == = ;  ■; 

J  abx  Jabx  ?/abx 

^ ,1 ,, 

d'où  V  b^i^  +  ^)  +  V  û»r(a  -}-  a;)  =  V  «^* 

et     •  ^x{a  +  ^)lV  ^    +  v/fl  ]  =  V^«i>c*. 

Élerant  à   la  puissance  n,  supprimant  la  solution  a;  =  o, 
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(o  +  x){^b  -\-  \/a  )"=  ax, 

a —  {\/b  +v^a  y 

Nota.  —  I^  même  question  a  été  résolue  par  M.  Bonieux,  de  Riom. 


on  a 
d'où 


X 


QUESTION  326 

ftlolatloB  par  M.  Riyard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  donné  un  cercle  0  et  deux  points  extérieurs  AetB  dfmnés 

par  les  quanti- 
tés OA  =  a, 
OB  =  b,  AB 
=:df  trouver  sur 
la  circonférence 
un  point  M  tel 
que  la  somme 
des  carrés  des 
distances  MA  et 
MB  soit  égale  à 
une  quantité 
donnée.  Disc^ 
ter  le  problème. 
Construire  géo- 
métriquement k 
point  M  lors- 
qu'il existe. 

On  sait  que    le  lieu  des  points   M  tels    que    l'on   ait 
MA*  +  MB*  =  K*  est  une  circonférence  ayant  pour  rayon 


/: 


2K«  —  tf 


Les  points  communs  à  cette  circonférence  et  à  la  circon- 
férence donnée  répondent  à  la  question. 


—  4<M  — 


Soit  y =  m  et  C  le  milieu  de  AB.  Mcaon8 

r      4  4 

GO.  dette  ligne  coupe  la  circonférence  en  deux  points  D  et  E. 

Si  l'on  a  m  >  CE,  pas  de  solution. 

Pour        m  =  CE,  une  seule  solution,  le  point  M  vient 
en  B. 

Si  CE  >  m  >  CD,  deux  solutions. 

Pour        m  =  CD  une  solution. 

Pour       m  <  CD  pas  de  solution. 

Construction.  —  m  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 

BG 
qui  aurait  pour  côtés  de  l'angle  droit  et  Ky2.   Cette 

construction  est  indiquée  sur  la  figure. 

Nota.  — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dnpuy, de  Grenoble; 
Fiévet,  de  Lille  ;  Joly,  de  Tarbes  ;  Provost,  du  Mans. 


QUESTION  327 

Solniloa  par  M.  Tinbl,  élève  au  lycée  Corneille  (Rouen) 


On  donne  un  cercle  C,  une  corde  AB  de  ce  cercle  et  sur  AB 
un  point  P.  Mener  par  le  point  P  une  corde  XPY  telle  qy£  si  on 
abaisse  XX,'  et  YY  perpendiculaires  sur  AB,  on  ait  XX'  —  YY 
=  D.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soient  I  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  do  C  sur 
XY;  CP  =  d,  PX'  =  X,  PY'  =  y,  XPX'  =  a,  GPX'  =  w. 

On  connaît  d,  D  et  w;  calculons  a.   Les  triangles  XPX', 

YPT  donnent  d'abord 

tga(^-!/)=D;  <*) 

on  a  ensuite,  d'après  une  propriété  des  sécantes, 

cos*  a 
enfin  le  triangle  rectangle  XCI  donne 

R.  _   (^  +  y)'   =  #  sin*  (a>  —  a).  (3) 

4  cos*  a 

JOCUIAL  DB  MATH.  1881. 
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Remplaçons  dans  (I)  élevée  au  carré,  et  (3), 


xy 


cos*x 


par  sa 


valeur  (â),  nous  obtiendrons  les  deux  équaiions 

lin*  a  f-^liJ^ 2R*  +  2(A  =  D» 


Sin^ 


2R^ 


2d«  — 


COS' 

x«  +  t/« 


=  4d*  sin  (u)  —  a). 


cos'  a 
La  seconde  de  ces  équations  donne  la  valeur  de ,     ; 

C0S*3t 

portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  et  sioiplifiaot, 
on  a  d  sin  (2a  —  w)  =  D  —  d  sin  to, 

équation  qui  fait  connaître  2a  —  co  et  par  suite  a. 
Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  que 

D  —  d  sin  <i) 


ou 


d 

D  >.  2d  cos" 


a> 


Nota.  ~  Ln  même  question  a  élé  résduê  par  MM.  Joly,  de  Tarbes;  Vitte.au 
lycée  Henri  IV  ;  Henri,  à  Bréchincourt,  et  par  M.  Van  Aubel,  de  Liège,  qui  noit 
en  u  envoyé  une  solution  géométrique  très  simple. 


QUESTION   328 

li^latloa  pat  M.  E.  Van  Acbbl^  élève  à  l' Alhénée  4e  Liège. 

On  donne  un  cercle^  un  diamàre  et  deux  points  P  et  P'  sw  ce 


diaméirCf  de  part  et  d'autre  du  centre  et  à  des  distances  inégakf 
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de  ce  centre.  Mener  par  P  et  F  dettx  cordes  égales  qui  se  coupent 
sur  la  circonférence,  (Lieber) 

Soient  MG,  MD  les  deux  droites  qui  répondent  à  laquMtion. 
Le  triangle  MCD  étant  isoscèle,  on  a  :  arc  MA.C  =  arc  MBD 
ou  arc  CE  =  arc  ED;  ME  est  donc  bissectrice  de  l'angle 
CMD.  Par  suite  le  triangle  MPF  donne 

MP    _     QP 

MF    "~    OF   * 
Donc  le  point  M  se  trouve  à  l'inlersection  de  la  circonfé- 
rence 0    et    de   celle  qui  a  pour  diamètre   la   droite  OR, 
R  étant  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  PF. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Tinel,  de 
RcNien  ;  Baudoin,  de  Beauvais;  Yitte,  du  lycée  Henri  IV;  Leclair,  à  Passy. 


QUESTION  336 

SoliuUoB  par  M.  Jolt,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Étant  donné  un  triangle  rectafigle  isoscèle  ABC,  d'un  point  M 
pris  sur  Chypoténuse  BG,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  MP, 
MQ  sw  lei  ùUés  Â£!,  À£.  Oajoi^U 
PQ  et  du  point  M  a»  abame  wie 
perpendiculaire  sur  PQ.  Démon- 
trer que  cette  perpendiculaire 
passe  par  un  point  fixi. 

Joignons  AM.  La  perpendicu- 
laire IM  sur  PQ  rencontre  la 
hauteur  AE  du  triangle  ABC  en 
un  point  D.  Les  triangles  A£M, 
MED  sont  égaux  :  car  AME  =  EMD  =  IMG.  On  a  IMP 
=  QPA  =  QMA.  il  ea  résulte  AE= ED.  Le  point  D  «»t  donc 
fixe. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Rivard,  au  Mans;  Yitle,  Lapa- 
reiBé,  Lefevre  dtlelleiieoupt,  au  lycée  Henri  tV  ;  Montérou,  au  4yeée  louis-!e- 
Grand;  U.  Bov^grt,  à  Aiz;  FarceviUe,  à  SaiiitiÛiQier;  UiiaL,  à  itouee^  iî'iévdt,^  iÂhle; 
Simonet,  à  Neufchàteau  (Vosges);  Baudoin, ii Beauvais;  Leclair,  à  Passy  ;  Barthe, 
à  Tarbes;  Prost  à  Lons-le-Saunier;  Moreau,  à  Châteauroux. 
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QUESTION  337 

SolvtloH  par  M.  Â.  Jolt,  élève  du  Lycée  de  Tarbes  (Classe  de  H.  Escary  ). 


Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre,  r  le  rayon 
du  cercle  inscril  ;  r',  r',  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscriis. 
Démontrer  que  l'on  a 

1»  p*  è  2JT*; 


PREMIÈRE  SOLUTION 

On  a  r*=    (P  -  <^)(P  -  ^Hp  -  c)  ^ 

P 
La  question  revienl  alors  à  vérifier  l'inégalité 

p'  >  27(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 
que  l'on  peut  écrire 
^  a  +  fe  4-  c  y  ^  ^^  _^  j,  _  ^j^j,  ^  ^  _j.  ^^(^  4_  c  _6,. 

Or  la  moyenne    géométrique   de  plusieurs  nombres  esl 
inférieure  à  leur  moyenne  arithmétique,  on  a 


/<^  +  fc  +  g\ 


>  abc 


et  Ton  sait  que  si  a,  h,  c  sont  positifs  et  inégaux, 

abc  >  {a  -{-  b  —  c){b  -|-  c  —  a){c  +  a  —  6). 
L'inégalité  proposée  est  donc  satisfaite. 
Si  a  =  6  =  c,  cette  inégalité  devient  une  égalité. 

DEUXIÈME  SOLUTION 

On  sait  que  dans  tout  triangle  équilatéral 

p«  =  27r*. 
Or  le  triangle  équilatéral  est  de  tous  les  triangles  de 
même  périmètre  celui  qui  a  le  plus  grand  cercle  inscrit, 
quand  ce  triangle  deviendra  scalëne  on  aura  donc 

p*  >  27r'. 
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Un  a 

(^)  (2)  (3)  (4)  (5) 

S  =:  V  rrYr   =pr  =  {p  —  a)r'  =  {p  —  b)r'  =  (p  —  c)r'. 
En  combinant  (1)  avec  les  expressions  qui  suivent  on  tire  : 

3   \  — j;—  =  3p;     1^  —^  =  p-a 

l/  rr'r"  l/  rrV 

K -^:j— =  (p  -  *)  ;  K— p— =  P-c; 

d'oîi,  retranchant  les  trois  dernières  égalités  obtenues  de  la 
premibre,  et  simplifiant  : 

3  Y  rr-r-   _  if  rr^r"   _  |/  rrV'    _  j/"  rr'r'    ^  ^p. 

Nota. —  Ont  l'ésola  la  même  question  :  MM.  Rivard,au  Mans;  Lapareillé,Noir 
lycée  Henri  IV  ;  Baudoin,  à  Beauvais;  H.  Bourget,  à  Aix  ;  Prost,  à  Lons-le-Saunier; 
Leglos,  à  Avignon;  Moreau  à  Châteauroux;  Fiévet,  à  Lille. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BESANÇON 

On  donne  une  pyramide  SABGD,  à  base  carrée,  dont  la  hauteur  et  la  demi- 
diagonale  sont  h  et  a.  Du  sommet  A,  on  abaisse  une  perpendiculaii*e  AK  sur 
Varéte  opposée  SG  ;  et  par  cette  perpendiculaire  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
à  se  ;  ce  point  détermine  dans  la  pyramide  une  section  AFK6.  On  demande  1  e 
volume  ABCDFGK.  Application  :  A  =  4;  a  =  i. 

—  On  donne  un  quadrilatère  ABGD  dont  l'angle  B  est  droit;  les  côtés  AB,  BG, 
CD,  DA  sont  respectivement  égaux  à  28,  32,  17  et  7;  tix)uver  l'angle  d    f 
diagonales. 

—  On  donne  un  plan,  et  un  point  non  situé  dans  le  plan  ;  on  demande  de  fai 
tourner  le  point  autour  d'un  axe  vertical  de  façon  à  l'amener  dans  le  plan. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  un  angle  adjacent  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  OA  =  R,  on  fait  un  angle  OAP  =  a,  un 
antre  angle  OAM  =  p.  Trouver  la  surface  mixtiligne  APM. 


CAEN 


Les  distances  d'un  point  M  à  la  hauteur  AH  et  à  la  base  BG  d'un  triangle  ABC 
sont  a;  et  y;  on  connaît       XR  =  h\  UB=3&;  HC^c; 
On  demande  de  calculer  en  fonction  de  £D  et  de  y  la  somme  des  carrés  des  dis  j 
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lanœs  da  point  H  aux  trois  sommets  du  triangle,  et  de  trouver  quelles  valeus  on 
doit  donner  kxeiky  pour  que  cette  somme  soit  mini  ma. 

-^  On  a  emprunté  une  somme  de  looooo  francs,  que  l'on  rembourse  par 
annuités  de  6000  firancs;  le  taux  étant  5  0/0  on  demande  au  bout  de  eombico 
d'aimées  la  dette  sera  amortie. 


DIVERS 

Deux  triangles  MAB,  NAB,  ont  pour  base  commune  AB  ;  on  a  en  outre 

MA  =  MB  =  NA  =  AB, 
2NB  =»  AB, 
et  Tangle  dièdre  MABN  que  forment  leurs  plans  est  de  45  degrés.   Construire 
l'angle  MAN|  et  la  distance  MN .  (Dijon.} 

—  Étant  donnée  une  droite  AB  de  longueur  a,  la  partager  par  un  point  C  eo 
deux  parties  telles  que  si  sur  chacune  d'elles  on  construit  an  triangle  équilatéral. 
la  somme  dt*s  aires  de  ces  triangles  soit  minima.  (Toulotue. 

•^  Inscrire  un  rectangle  dans  un  triangle  de  base  et  de  hauteur  doonéei,  de 
telle  manière  que  le  volume  engendré  par  le  rectangle  tournant  autour  de  la  base 
du  triangle  soit  maximum.  (Toulouse.} 

—  On  donne  une  circonférence  de  rayon  i  ;  calculer  le  côté  du  polygone  de 
vingt-<|uatre  côtés  inscrit  dans  cette  circonférence.  (  Toulovu. / 

—  Résoudre  sin  x  +  yjs  cos  x  =z  i.  (Toulouse.; 

R  r 

«- Maximum  et  minimum  de  —  +  — ; .  (ReruÊet, 

X  a  —  X 

—  Calculer  la  hauteur,  le  rayon  du  cercle  de  la  base  et  l'angle  au  sommet 
d'un  cône,  sachant:  1*  que  le  volume  est  de  1  litre;  2*  que  la  surface  convexe 
est  à  la  surface  de  base  comme  le  côté  du  triangle  équilatéral  est  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  (MontpeUier.. 

3fi  cos  X 

—  Maximum  et  minimum  de ; — r-,  et  de .         

i  -{-  x^  I  +^ros*  X 

(Montpellier.} 

—  On  fait  tendre  x  vers  l'unité  et  l'on  demande  la  valeur  limite  de  l'expres- 
sion 

a^  —  i 

(Nancy,; 
-~  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  différence 
m  des  deux  autres  côtés.  Condition  de  possibilité  des  triangles.  Dans  le  cas 

particulier  où  m  »  -~-  a,  calculer  les  angles  du  triangle  et  le  rayon  dn 

cercle  inscrit.  ( Montpellier. ) 

-^  Étant  donnés  les  quatre  eôtés  d'un  trapèxe,  calculer  1m  diagonales  et  la 
surface.  (Naneif.} 

—  Déterminer  enti-e  quelles  limites  peut  varier  la  fonction ; -^ — 

X'  -{-  X 

(Poitiers,) 
«  —  Si  par  un  point  extérieur  à  une  sphère  on  mène  trois  sécantes,  démon- 
rer  que  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d'intersection 
de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant.  La  réciproque  est-elle  vraie? 

(Poitien.i 
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—  Condition  d'équilibre  de  la  yîs,  déduite  du  principe  de  l'égalité  du  tra- 
vail moteur  et  du  travail  résistant.  (Marseille.) 

— Envelopper  un  cercle  0  dans  une  couronne  de  n  cercles  extérieurs  égaux  enti-e 
eux»  taDifenta  entre  eux  el  au  oercle  donné.  Galeuler  le4  r^joni  ^ea  oeroles 
extérieurs  au  moyen  du  rayon  R  du  cercle  donné  et  du  côté  a  du  polygone  de 
n  côtés  inscrit  dans  ce  cercle,  Considérer  le  cas  qÇ^  il  y  avra  s\x  œrclea  exté- 
rieurs. (Marseille,) 

—  Démontrer  que  si  une  circonférence  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  double,  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  décrit  un  dia-» 
mètre  de  la  circonférence  fixe.  (Marseille,) 

-^  Pour  mesurer  la  distaqco  d'un  point  A  à  un  point  ioaccesaible  F,  on  prend 

sur  une  |)erpendiculaire  AB  à  AF  une  longueur  AB  =  c;  puis  on  fait  en  A,  avec 

AB,  un  angle  BAC  =  a;  on  mesure  la  longueur  AC  =  6  dont  Texti^émlté  C  est  à 

la  rencontre  de  BF  et  de  AC  ;  calculer  AF.  (Grenobh,) 

5«r*  4-  I  6j3  —  4  ■    , 

— '  Dans  la  fitiction  -^ — p ^,  on  suppose  que  9  prenne  toutM  les 

a;  -t-4 

valeurs  réelles  positives  ou  négatives  et  on  demande  de  4étcrminer  :  1«  le  maiU 

mnm  et  lo  minimum  de  cette  fractioui  et  les  valeurs  oorrespondantesde  oe  ;  I*  les 

valeurs  do  x  pour  lesquelles  la  fraction  est  négative.  ((ffmo&^*j 

—  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze,  calculer  la  ligne,  paral- 
lèle aux  bases,  qui  partage  la  surface  du  trapèze  en  deux  parties  dans  un  rapport 
donné,  (Grçnohle*) 

—  On  donne  deu](  rectangles  de  même  périmètre;  les  côtés  de  l'un  sont  8  et  ^; 
la  surtacc  du  second  est  la  moitié  de  la  surface  du  premier;  calculer  ses  côtés. 

(ClermmiO 
-•  Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique,  tels  que  leur  somme 

!^oit  égale  à  a,  et  la  somme  de  leurs  carrés  &  b.  Appliquer  à  a  =  19;  6  =  i33. 

(ClermonL) 

--•  bâchant  que  cos  a  =  -r-,  calculer  sm  — ,  cos  — ,  tg  - — . 

(Clcrment,) 
^  Maximum  de  sin  x  -f  sii)  j/,  sachant  que  x  -\-  y  =  q.  (ClermonL) 

—  Sur  le  prolongement  du  diamètre  d'une  circonférence  de  rayon  R,  on  prend 
de  part  et  d'autre  do  la  circonférence  deux  points  A  et  B,  tais  que  AB  s=  (1,  et 
on  mène  les  tangentes  AA',  BB';  que  doivent  être  les  distances  AO  et  BO  pour 
queVarc  A'B',  en  tournant  autour  de  ABi  engendre  une  loite  de  surface  donnée? 

(Renn§s.) 

—  Dans  un  triangle  rectangle  ABC.  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et  l'angle  B. 
Par  HP  point  D,  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  ^  cette  ligne  une 
perpendiculaire  DX  autour  de  laquelle  on  fait  tourner  le  triangle;  on  demande 
lie  déterminer  le  iK)int  D  parla  condition  que  le  volume  engendré  soit  double 
de  celui  qu'engendrerait  le  même  triangle  en  tournant  autour  de  CK  ])erpn€|i- 
culaire  à  BC  menée  par  le  point  C.  (Grenoble.) 
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RECHERCHES  SUR  UNE  FAMILLE  DE  CONIQUES 

Par  H.  li.  Ibach»  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


I.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  à  deux  coniques  U,  V  se  coupent  sous  un  angle  efem- 
né  a  est  une  conique, 

Ed  effei^  xyz  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu, 
les  polaires  ont  pour  équation 

œU'x  +  î/U  y   ^  !iV'z  =  o,    xYœ  +  yTy  +  zY'^  =  o. 
Exprimant  que  ces  droites  se  coupent  sous  l'angle  i,  on 
trouve 

j]'^  Yy  —  Yœ  U'y   +    lang  a  [  V'œY'a:  +    Uy  V'y  ]  =  0, 
qui   est  une  conique  que  je  désigne  par  Pa  de  U  et  V. 
O^n  peut  l'écrire  : 

Pa  =  Po  +  tang  a.  P  X  =  o (1) 

Il  serait  bon  de  remarquer  ici  que  le  lieu  se  compose  en 
réalité  de  deux  coniques,  tang  a  pouvant  être  précédée 
dédouble  signe.  Cependant  lorsque  a  varie,  l'équation  (1) 
représeirtB  une  famille  de  coniques  dont  nous  allons  étudier 
quelques  propriétés. 

II.  —  Les  coniques  Pa  de  deux  coniques  U,  V,  sont  circon- 
scriies  à  un  même  quadrilatère. 

Gela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (1)  qui  moulre 
déplus  que  ce  quadrilatère  est  formé  par  les  points  communs 
à  Pa  et  Ptt.  On  pourrait  donc  établir   de  nouveaux   théo- 

rëmes  en  appliquant  aux  courbes  P»  toutes  les  propriétés 
des  coniques  passant  par  quatre  points. 

III. —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  C intersec- 
tion de  deux  coniques  U,  V  est  la  courbe  Vo  de  ces  deux  co- 
niques. 
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L'équation  générale  étant  U  +  ^^  =  o>  o^  doit  éliminer 
X  entre  les  deux  égalités 

U'^  +  XTcc    =  O,        U'y     +  XYy     =    o, 

ce  qui  donne 

Po    =  U'a?  Vy  —  Y'x  U'y   =  o,  c.  Q.  p.  D. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  d'une  autre  manière  : 
-  Les  polaires  des  points  de  la  (conique  des  neuf  points) 
de  deux  coniques  U,V,  sont  deux  à  deux  parallèles. 
Il  en  résulte  évidemment  que  : 

Le  lieu  du  centre  des  coniques  P  de  U  et  V  est  la  conique 
P'o  des  coniques  P©  et  Ptt. 

2 

IV.  —  En  employant  la  méthode  des  polaires  réciproques 
on  verrait  aussi  que 

L'enveloppe  des  droites  telles  que  la  ligne  joignant  leurs 
pôles  par  rapport  à  deux  coniques  U,  V,  soit  vue  d'un  point 
donné  sous  un  angle  a,  est  une  conique  dont  Téquation  tan- 
gentielle  est  de  la  forme 

Qo  +XQjç^=Qa  =o....  (2) 

s 
Qo,  Qtc  étant  les  équations  tangenti elles  des  coniques  corres- 

pondant  à  a  =  o,  a  =  — .  En  faisant  varier  a,  (2)  représen- 

tera  une  famille  de  coniques  inscrites  dans  un  même  qua- 
drilatère formé  par  les  tangentes  communes  à  Qo  =  o  et 
Qt^=o. 

a 

En  leur  appliquant  les  propriétés  des  coniques  tangentes  à 

quatre  droites,  on  aurait  de  nouveaux  théorèmes;  ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniqvss  Q  de  deux  coniques  est  une 
ligne  droite 

V. —  Les  formes  de  Po    et  P  w  montrent  que  les  courbes 

2 

P  de  deux  coniques  passent  par  leurs  centres,  il  en  résulte 
que: 
Les    courbes   P    de   deux    coniques    concentriques    se 


-^  «0  — 

fédiiiseut  à  des  systèmes  de  droites,  oar  elles  doiYeat  aToir 

un  point  double  au  centre  commun. 
En  considérant  les  coniques  Po.  P  «  d'une  conique  rapportée 

2 

à  ses  axes   et  d'un  cercle,  on  voit  que  la  conique  P^  est 

a 

homothétique  à  cette  conique  et  qu'elle  la  coupe  suirant  la 
polaire  du  centre  du  cercle;  que  Po  est  une  hyperbole 
équilatëre  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de 
la  conique.  Ces  résultats  étant  d'ailleurs  indépendants  du 
rayon  du  cercle,  les  courbes  P  d'une  conique  fixe  et  d'un 
cercle  à  centre  ûxe  et  rayon  variable  sont  constantes. 

On  verrait  de  même  que  la  courbe  Po  de  deux  cercles  est 
la  ligne  des  centres  et  que  Pn  est  le  cercle  déorit  sur  cette 

2 

ligne  prise  comme  diamètre,  les  courbes  P  étant  évidem- 
ment les  mômes,  quels  que  soient  les  rayons. 

Les  coniques  P  d'une  parabole  et  d'une  conique  quel- 
conque sont  forcément  des  hyperboles,  car  elles  doiveol 
passer  par  le  centre  de  la  parabole  qui  est  à  l'infini. 

VI.  Théorème.  —  Lorsque  les  coniques  U,  V  se  coupent 
sous  V angle  a,  la  courbe  Pa  passe  par  leurs  points  communs* 

En  effet,  les  polaires  de  ces  points  étant  les  tangentes 
aux  coniques  se  coupent  sous  l'angle  a  d'après  Thypolbèse. 
Il  résulte  de  là  un  moyen  d'exprimer  que  deux  coniques 
se  coupent  sous  l'angle  a.  Il  suffit  d'éliminer,  en  effet,  od  et  f/ 
entre  U  =  o,    V  =  o,  P^^  =  o. 

De  même  : 

La  condition  pour  que  deux  coniques  soieni  tangentes, 
s'obtient  en  exprimant  qu'il  y  a  des  solutions  communes 
en  ce  et  y  entre 

U  =  o,  V  =  o,  Po  =  o. 

Enfin,  celle  qui  indique  que  deux  coniques  sont  ortho- 
gonales s'obtient  en  éliminant  x  ot.i/  entre 

U  =  o,  V  =  o,    P  Tt  =  o. 

2 

Lorsque  deux  coniques  sont  homofocales,  la  conique  P^ 
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passe  par  leurs  points  communs  :  car,  dans  ce  cas,  elles  se 
coupent  ortho^nalement. 

VII.  -—  Cousidérons  maintenant  un  système  de  trois 
coniques  U,  V,  W. 

Théorôme.  —  Les  coniques  P.  de  U,V,  Pp  de  V,  W, 
P-t  _  «  _  p  cfe  W,  U,  se  coupent  aux  mêmes  points. 

En  effet,  soit  un  point  dont  les  polaires  par  rapporl  à 
U,  V,  W,  sont  (i),  (3),  (3).  S'il  est  commun  à  Pg^Pp 
(i),  (2)  secoupent  sous  Tangle  a  et  (2),  (3)  sous  l'angle  p, 
mais  comme  (i),  (2),  (3)  forment  un  triangle,  (i),  (3)  se 
coupent  80US  l'angle  tc  —  a  —  p,  le  théorème  est  donc 
démontré.  Il  en  résulte:  les  coniques  P  ir^de  U,  V;  V,  W, 

a 

ont  leurs  quatre  points  communs  sur  Po  de  U  et  W. 

Les  coniques  Po  de  U,  V,  W  considérées  deux  à  deux  se 
coupent  aux  mêmes  points,  qui  sont  aussi  sur  le  Jacobien, 
car 

U'«  \]'y   U', 


V'x  V'y   V'^ 

Wa^     W'y     W'^ 


=   Aj    Po     -j-  X|   Po   -|~  X3   Po 
UV  1*10  wu 


VIII. —  Les  conditions  pour  que  trois  coniques  U,  V,  W 
soient  tangentes  au  même  point  s'obtiendront  en  éliminant 
J?tf  entre 

U  =s  O,   V  =  O,  W  =r  0,  Ptto  =  O,  Ptnc  =  0,   Ptou   =  O, 

car,  les  coniques  ayant  même  tangente  au  point  commun, 
celui-ci  doit  appartenir  aux  courbes  P©.  (Gomme  il  ne  sera 
plus  question  que  des  coniques  Po,  Pu»  indiquera  la  conique 
Po  de  U  et  V.)  Ces  conditions  seront  donc  au  nombre  de 
quatre.  En  général  les  conditions  pour  que  n  coniques 
^i>  U,,...  Un  soient  tangentes  au  même  point,  s'obtiendront 
en  éliminant  œy  entre 

Ul  =  o,  Uj  =  0 U»  =  o,  Pfiju,  =  o,  Pt/,tia  =  0 . . . . 

Le  nombre  des  coniques  Po  étant  — ^ ^,    celui    des 

coniques  étant  n,  le  nombre  des  conditions  sera  en  général 


—  «2  — 


de 


'  -f-  n  —  2  ou  ' 


—  2. 


IX.  —  Lieu  des  points  d'un  plan  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  trois  coniques  U, V,W  forment  un  triangle  de  surface 
donnée. 

Les  polaires  d'un  point  xyz  étanl 
xV'œ  +  yVy  +  zJJ'z  =  o ,  xYx  +  t/Vy  +  zVz  =  o , 

xWa^  +  yW  y  +  ;jW',  ==  o, 
la   surface    du   triangle   formé    par   ces   droites   est    (voir 
au /tmrna/,  p.  164)  : 

U'.:    U'^    U',    « 

Ta:     T        Tz 
Wa:    W'y  Wz 


s  = 


c'est-à-dire  : 


S  = 


s« 


Yx         V  y 


ou  encore  = 


L3  dénominateur 
indiquant  le  produit 
des  mineurs  de  h 
dernière  colonne  : 


{UV)(VW){WU)  • 


L'équation  du  lieu  sera  donc 

o      ^=    2rf  .  X  ttO     •    A  IIP  A  lOU 

c'est-à-dire  une  courbe  du  sixième  degré  passant  par  les 
quatre  points  communs  à  Pwt.PwuP  •  On  obtiendrait  de 
môme  la  surface  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  polai- 
res d'un  point  par  rapport  à  UjUjUjU^  en  décomposant  en 
triangles,  on  aurait  des  expressions  de  la  forme 


s  = 


'lis 


ou  encore 


s»  = 


(i34)»  (i23)« 


(i3X34)(4i)  (i2)(23)(3i) 

Pi,  ...  désignant  la  conique  P  de  Ui  et  U, . . . 

On  aurait  autant  de  formes  différentes  de  S»  que  de  com- 
binaisons deux  à  deux  ayec  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  quatre  nombres  1.2.3.4.  c'est-à-dire  six  manières 
différentes.  On  voit  bien  que  ce  raisonnement  s'applique  au 
polygone  den  côtés  formé  par  les  polaires   d'un  point  par 
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rapport  à  n  coniques  :  UiU, Un  .  On  formera ,  en  effet, 

la  surface  cherchée  en  faisant  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  n  nombres  i  .2.3  ...  n;  on  prendra  les  Jacohiens  cor- 
respondants qu'on  élèvera  au  carré  et  qu'on  divisera  ensuite 
par  le  produit  des  coniques  Po  correspondant  à  la  combi- 
naison. On  fqra  ensuite  celles  (n  —  2)  à  (n  —  2)  des  termes 
ainsi  formés  et  on  les  joindra  en  leur  donnant  le  signe  -\-  ou 
—  sauf  au  premier.  On  aura  ainsi  des  expressions  de  la 
surface,  de  forme 

2^             (i;  3,  n  — p)' (1.3. 3)« 
y         (i,3)(3,n-p){p-p,  i)        (i.2)(2.3)(3.i) 

Le  nombre  de  ces  diverses  expressions  sera,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  celui  des  combinaisons  n  —  2  à  n  —  2 
des  combinaisons  trois  à  trois  de  n  nombres.  Or,  ces  der- 
nières sont  au  nombre  de 

n(n  —  i){n—  2) 

m  z=: 

I     .2.3. 

Le  nombre  total  N  des  expressions  sera,  par  suite, 

^  m(7n  —  1)  ...  (m  —  71  +  3) 

I   .  2  .  3  . .  (n  —  2) 
n(n —  i)(n  —  2)   /n{n —  i)(n  —  2) 


I .2.3. 


/n{n  —  i)(n  —  2)  \ 

V      riT3  V 


1 .        2 .         3 . .  (n  —  2) 

Si,  dans  la  formule  précédente,  on  considère  Un  comme 
une  constante,  elle  représentera  le  lieu  des  points  tels  que 
leurs  polaires  par  rapport  à  n  coniques  forment  un  polygone 
de  surface  constante.  Or,  les  dénominateurs  étant  chassés, 
le  second  membre  a  pour  degré  celui  du  produit  P12  P^  •  •  • 
c'est-à-dire       n{n —  i)  et  le  premier 

6  4.  Vn{n—  î)    _  3  1  2  =  n(n  —  i).  Donc  : 

Théorème.  ^—  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  n  coniques  Ui  U,  . . .  Un  forment  un  polygone  de 
surface  donnée  est  en  général  de  degré  n{n  —  i). 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  a  bien  six,  ce  que  nous  avons 
trouvé  directement . 
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. . .  Nous  étudierons  en  dernier  lieu  la  question  suivante  : 
Problème.  —  Élant  données  n  coniques  UiU,. . .  U»  dans  nn 

plan,  détermina*  le  nombre  de  conditions  qu'elles  doivent  remplir 

pour  qu*il  puisse  exister  un  point  dont  les  n  polaires  forment 

un  polygone  régulier. 
La    somme    des  angles  du    polygone    sera  évidemment 

(n —  2)  ir,  et  comme  il  y  a  n  angles  égaux,  cbaeund'eux  sen 

égal  à  ir . 

Le  point  cherché  devra  donc  se  trouver  sur  les  courbes 
P  27t    de  toutes  les  coniques  considérées  deux  àdeiu. 

7C   —    " 

II 

On  aura  donc  un  système  d'équations  de  la  forme 

n 
P  o«   =  O 

(«)«-îj: 

n 


qui  seront  au  nombre  de  — ^ ^,  avec   deux  inconnues 

seulement  :  x^y.  En  les  éliminant  on  aura  pour  le  nombre 
de  conditions  cherché: 

— ' 2  —  I ,  car  dans  les  équations  pnéeédeaies 

il  y  en  a  une  qui  rentre  forcément  danis  les  autres. 

En  particulier  sin  =  3,  on  trouve  séro,  ce  qui  prouve  qu« 
ce  problème  est  toujours  possible  dans  ce  dernier  cas* 


ÉTUDE  SUR  LtS  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par     H.    B.     #.      ■•«««! . 

(Suite  et  fin  ;  vair|>age  360). 


L'étude  détaillée  des  théorèmes  qui  résultent  du  principe 
de  dualité  dépasserait  de  beaucoup  lés  limites  que  nous 
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sommes  forcé  de  nous  imposer  dans  ce  journal  ;  un  pareil 
travail  ne  pourrait  même  pas  être  complet  sans  prendre  des 
proportions  volumineuses;  maie,  pour  faire  ressortir  la  fer- 
tilité du  principe  de  dualité,  nous  choisirons  quelques 
exemples  parmi  les  plus  intéressants,  et  nous  montrerons 
comment  des  propositions  qu'il  serait  difficile  d'établir  direc- 
tement résultent  presque  immédiatement  de  l'interprétation 
des  équations  en  coordonnées  tangentielles. 

On  sait  que  les  polaires  d'un  point  du  plan,  par  rapport 
aux  différentes  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  donné, 
passent  toutes  par  un  même  point.  —Ce  théorème  résulte  de  ce 
que  réquation  de  la  polaire  d'un  point  (Xoj/o)  V^"^  rapport  aux 
coniques  comprises  dans  Téquation  MN-f-  XPQ  =  o  ne  con- 
tient qu'un  paramètre  arbitraire  au  premier  degré. 

Or  l'équation  MN  +  XPQ  =  o,  en  coordonnées  tangentielles, 
représente,  comme  nous  l'avons  vu,  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  dont  les  sommets  opposés  ont  pour 
équations  M  =  o,  N  =  o,  d'une  part,  et  P  =o,  Q  =  o,  d'autre 
part.  L'équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  (u^Vq)  par 
rapport  à  ces  courbes  est  exactement  de  la  même  forme  que 
l'équation  de  la  polaire  du  point  (cCo!/o)  ^^^^  1^  théorème 
précédent;  elle  ne  contient  donc  qu'un  paramètre  arbitraire 
au  premier  degré;  donc  tous  les  points  qu'elle  représente 
sont  sur  une  même  ligne  droite.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant,  corrélatif  du  premier  :  Les  pôles  d'une  même 
droitei  par  rapport  aux  coniques  inscrites  daîis  un  quadrilatère 
donné,  sont  en  ligne  divite. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  coni- 
qnes  inscrites  dans  un  quadrilatère  donné  est  une  ligne  droite; 
caria  polaire  s'éloignantà  l'infini,  son  pôle  devient  le  centre 
de  la  conique. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  donné,  Si 
Von  considère  en  particulier  les  trois  coniques  infiniment 
aplaties  qui  sont  les  trois  diagonales  de  ce  quadrilatère, 
leur  centre  est  au  milieu  de  chacune  d'elles;  le  lieu  des 
centres  est  donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales; d'oh  il  résulte  incidemment  que  les  milieux  des 
diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne  droite. 
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Théorèhe  corrélatif  du  théorème  de  Desargues.  —  Les 
tangentes  menées  par  un  point  fixe  à  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère  sont  en  involution.  —  Le  théorëme  gêné- 
ral  de  Desargues  dit  que  les  coniques  circonscrites  à  un  çuo- 
drilalère  déterminent  sur  une  droite  fixe  des  segments  en  invo- 
luHon.  La  démonstration  résulte  de  ce  que  les  points  sitnés 
à  rintersection  de  la  droite  fixe  avec  les  coniques  MN 
-|-  XPQ  =  G  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  aK*  -h  bK 
+  c  +  X(a  K«  +  b'K  +  c')  =  o. 

En  coordonnées  tangentielles  l'équation  MN  -j-  XPQ  =  o 
représente  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère; les  tangentes  issues  d'un  point  fixe  satisfont  donc,  en 
vertu  du  même  calcul,  à  une  relation  de  la  forme  àK*  -f~  bK 
+  c  +  X(a'K*  -[-  b'^  +  0  =  o  ?  c®s  tangentes  sont  donc 
en  involution;  c. q.  f.  d. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD, 
si  l'on  considère  en  particulier  celles  qui  sont  formées  cha- 
cune de  deux  sommets  opposés,  le  théorème  précédent 
engendre,  comme  corollaire  immédiat,  le  suivant  : 

Les  droites  qui  joignent  un  point  du  plan  aux  sommets  opposés 
d*un  quadrilatère  et  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  corn- 
que  insciite  dans  le  quadiHlatère  forment  involution.  —  Ces 
théorèmes  ont  de  nombreuses  conséquences,  qui  sont  pour 
la  plupart  très  connues,  et  dans  le  détail  desquelles  nous 
n'avons  pas  d'ailleurs  le  loisir  d'entrer. 

—  Si  Von  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique^  leurs 
sommets  et  les  contacts  de  leurs  côtés  appartiennent  à  une  même 
conique.  —  Soit  a^  -|"  ^Y*  =  ^  Téquation  d'une  conique 
tangente  aux  deux  droites  a  =  o,  ^  =  o,  aux  points  oii  la 
droite  y  =  o  rencontre  ces  deux  droites  ;  l'équation  de  la 
polaire  du  sommet  (xiifiZ^)  du  second  angle  par  rapport  à 
cette  courbe  est  x^fœ  +  y^fy  +  Zifz  =  o.  L'équation  gêné-- 
raie  des  coniques  passant  par  les  rencontres  des  deux  cordes 
de  contact  avec  la  onique  considérée  est 

aP  +  Kf  +  Xy  (x/œ  +  j/i  Ty  +  ^lA)  =  O. 

Si  l'on  exprime  que  cette  conique  passe  par  le  sommet  du 
premier  angle  (a  =  o,  p=  o),  on  aura  : 
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OU    ^  I  +  2  X  («1  y'a;  +  y±  Yy  +  «i  y'ï)  =  o. 

Li'équalion  de  la  conique  dont  il  s'agit  est  donc 

^(^  H-  Kr')(^ir'a;+2/iY y  +  ^iïx)  -  T  (a?/ar  +  y/y  +  ^i/'^)  =o 
si  l'on  y  remplace  ce,  y,  s  par  cciy^^i  et  que  Ton  remarque 

que    ic/a;  +  yi  Tvi  +  «if^ïi  =  2f{x,y^z^)  =  3  (a^Pi  -f-  Kyi«) 

et  que  xct<^  +  y^yy  +  a^^'a^  =  Yi 

1  1  1 

on  a  identiquement 

2(a,p,  +  Kri»)Yi  -  ri.2(a,^i  +Kri')  =  o. 

La  conique  passe  donc  aussi  par  le  sommet  du  second 
aug^le. 

Le  môme  calcul,  en  coordonnées  tangentielles,  signifie 
que  la  conique  tangente  aux  côtés  des  deux  angles  et  à 
la  corde  des  contacts  du  premier,  est  aussi  tangente  à  la 
corde  des  contacts  du  second.  Ce  calcul  démontre  donc 
le  théorème  suivant,  corrélatif  de  celui  que  nous  avons 
énoncé  : 

Si  Von  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique,  les 
quatre  côtés  des  deux  angles,  et  leurs  cordes  de  contact  sont  six 
tangentes  à  une  même  conique. 

—  On  démontre  que  si  dsux  triangles  sont  conjugués  par 
rapport  a  une  conique,  leurs  six  sommets  appartiennent  à  une 
même  conique.  — Transportons  la  démonstration,  sans  y  rien 
changer,  dans  le  système  des  coordonnées  tangentielles; 
on  aura  ainsi  un  nouvel  exemple  de  ce  fait  que  les  démons- 
trations faites  pour  les  théorèmes  directs  n'ont  pas  besoin 
d'être  répétées  pour  leurs  corrélatifs. 

U  =  o,  V  =  o,  W  =  o  étant  les  équations  des  trois  som- 
mets de  l'un  des  triangles  donnés,  l'équation  d'une  conique 
conjuguée  par  rapport  à  ce  triangle  est   aU"  +  6V*  +  cW* 

Pour  que  le  second  triangle,  dont  nous  appellerons  M^, 
M,,  M,  les  trois  sommets,  soit  conjugué  par  rapport  à  la 
conique  (1),  il  faut  que  le  pôle  de  chaque  côté  soit  le  som- 
met opposé. 

Soient  (wi,  v^),  (uj,  Vj),  (ti,,  v,)  les  coordonnées  des  trois 
côtés  M,M„  M,M^,  M^M,  du  second  triangle;   représentons 
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par  Ui,  Vi,  Wi  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  li- 
néaires U,  V,  W  quand  on  y  remplace  u  et  v  par  u^,  i'^  ;  soienl 
de  même  Uj,  V„  W,  et  U„  V„  W„  les  résulUts  analogaes 
pour  u,,  t;,  et  w,,  v,. 

Le  pôle  du  côté  M^M,  par  rapport  à  la  conique  (1)  a  pour 
équation 

aUJJ  +  bYJ  +  cW,  W  =  o . 

11  faut  que  ce  pôle  soit  le  sommet  M^,  c'est-à-dire  que  son 
équation  soit  vérifiée  pour  les  coordonnées  des  droites  MjMi 
et  MiM,  ;  ce  qui  donne  les  conditions 

aU,U,  +  bY,Y^  +  cW,  W,  =  o 
et  aU^Ua  +  6V,V,  +  cW^  W,  =  o. 

Deux  groupes  de  conditions  analogues  exprimeront  de  même 
que  les  pôles  des  côtés  M.M^  et  M^M,  sont  respectivement 
les  sommets  M,  et  M,  ;  ces  conditions  s'obtiennent  par  la 
permutation  circulaire  des  indiceg  i,  2,  3  ;  donc  pour  que  le 
second  triangle  soit  conjugué  par  rapport  à  la  conique  (1), 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  les  trois  conditions  : 

'  aUiU,  +  6V4V,  +  cWiW,  =  o 
aU.U,  -f  6V.V,  +  cW.Wa  =  o  (î) 

aUjUi  -f.  bY,Y,  -f  cW.Wi  =  o 

Gela  posé,  l'équation  d'une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  premier  triangle  est 

XUV  +  fxVW  +  vWU  =  o.  (3) 

Pour  que  cette  conique  soit  tangente  à  deux  côtés.  M,  M, 
et  M,  Ml,  de  l'autre  triangle,  il  faut  qu'on  ait 

XU,V,  +  |xV,W,  -}-  vWJJ,  =  o 
XU.V.  +  (xV.W.  -f.  vW.U,  =  o. 
L'équation  de  la  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  premier 
triangle  et  à  deux  des  côtés  du  deuxième  triangle  est  donc 

UV       VW      WU  1 
U,V,  V,W,   W,U,  .  =  o.  (4) 

u.v,  v,w,  w,u. 

Or  cette  conique  est  tangente  au  troisième  côté  (U„  V„  W,) 
du  deuxième  triangle;  car  on  a  identiquement,  en  vertu 
des  conditions  (3)  qui  sont  satisfaites  pour  des  valeurs  de 
<*>  b,  c,  autres  que  zéro  ; 
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U.U,    V,V,    W.W,     =0 

U,Ui    V3V,    W,W, 
el  il  est  facile  de  voir  que  ce  délerminaut  est  idenlique  au 
suivant 

u,v,  v,w,  w,u, 

U,V,    V,W,    WjUa 

U,V3       V,W3       W3U3 

qui,  égalé  à  zéro,  exprime  précisément  la  cooditien  pour  que 
la  conique  (4)  soit  tangente  au  troisième  côté  du  deujtième 
triangle. 

Par  conséquent,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  le  corrélatif  de  celui  que  nous  avons  énoncé  en  commen- 
çant, et  qui  résulte  ainsi  de  la  même  démonstration  faite  en 
coordonnées  tangentielles  : 

Quand  deux  triangles  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique , 
leurs  sioo  côtés  sont  tangents  à  une  même  conique. 

Les  divers  exemples  que  nous  venons  de  donner  suffisent  am- 
plement à  montrer  qu'on  peut  déduire  tous  les  théorèmes  rela- 
tifs aux  tangentes  des  théorèmes  relatifs  aux  points;  on  voit 
aussi  qu'il  est   inutile  de    refaire  les  démonstrations;   car 
elles  se   transportent  intégralement   dans  le   système  des 
coordonnées  tangentielles.  Le  principe  de  dualité  se   trouve 
donc  mis  en  évidence  par  une  voie  purement  analytique,  et 
la   géométrie    de    calcul,    grâce    à   cet  instrument  dont  la 
puissance  est  remarquable,  devient  capable  de  donner  les 
résultats  fournis  par  la  géométrie  pure.  Gomme  nous  l'avons 
déjà  dit,  il  nous  serait  Impossible,  sans  reculer  outre  mesure 
les  limites  de  ce  travail,  de  passer  en  revue  même  les  princi- 
paux de  ces  résultats;  mais  en  prenant  le  Traité  des  sections 
coniques,  de  Ghasles,   le  Traité  des  propriétés  projectives  des 
figures  de  Poncelet,   la  plupart  des  travaux  de  Steiner,  le 
lecteur  reconnaîtra  facilement  que  les  beaux  théorèmes  dus 
à  ces  grands  géomètres  peuvent  être  obteous  immédiatement 
par  corrélation  réciproque  à  l'aide  des  coordonnées  tangen- 
tielles. Nous  citerons  en  particulier  les  propriétés  des  pôles 
et  polaires  dans  les  coniques  bitangentes,  les  divers  modes 
de  génération  des  coniques,  etc.,  etc. 
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Un  fait  qui  dans  le  cours  de  cette  étude,  fixe  tout  d'abord 
l'attention,  c'est  la  grande  analogie  que  l'on  constate  à 
chaque  pas  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques  et 
l'emploi  des  coordonnées  tangentielles  :  un  grand  nombre  de 
théorèmes  s'obtiennent,  en  effet,  par  chacune  des  deux  métho- 
des. Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  analogie  est  complète. 

En  effet,  quand  un  point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  par 
rapport  à  une  conique  directrice  quelconque  reste  tangente 
à  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à  cette 
conique.  La  polaire  réciproque  est  donc  l'enveloppe  des 
polaires  des  points  de  la  courbe  proposée. 

Soit  donc,  en  coordonnées  tangentielles,  9  (u,  v)  =  0 
l'équation  d'une  courbe,  c'est-à-dire  Téquation  de  l'enve- 
loppe d'une  droite  mobile  ux  -{-  vy  —  1  =  0.  Cette  enve- 
loppe est  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  que  décrit  le 
pôle  de  la  droite  mobile  pris  par  rapport  à  une  conique  direc- 
trice quelconque.  Si  nous  prenons  pour  directrice  le  cercle 
X*  -}"!/*=  ï>  1*  polaire  d'un  point  (ag)  par  rapport  à  ce 
cercle  a  pour  équation  olx  -{•  îy  =  i  ;  le  point  (ap)  coïncidera 
avec  le  pôle  d'une  droite  particulière  (u,  v)  si  Ton  identiâe 
les  deux  équations  aa;  -f-  ôy  =  i  et  ux  -|-  ry  —  i  =  o  ;  il  vient 
ainsi  a  =  u  et  ^  =  t;.  La  droite  mobile  se  déplaçant  de 
manière  quci^  et  t;  satisfassent  toujours  à  la  relation  9  («,r) 
=  o,  son  pôle  (ap)  par  rapport  au  cercle  directeur  se  dépla- 
cera de  manière  que  les  coordonnées  cartésiennes  a  et  ^ 
satisfassent  toujours  à  l'équation  9(01,  p)  ==  o  ;  cette  équation 
sera  donc,  en  coordonnées  cartésiennes,  celle  de  la  polaire 
réciproque  de  la  courbe  ç  (w,  v)  =z  o  par  rapport  au  cercle 
^''  +  y*  =  '  •  C®1^  posé,  il  sera  facile  de  déduire  de  cette 
équation  celle  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  9  (a^)  =0 
en  coordonnées  cartésiennes  par  la  méthode  connue,  que 
l'on  développe  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques.  La 
recherche  de  l'enveloppe  de  la  droite  itx  -(-  vy  =  i,  où  les 
paramètres  ti  et  i;  sont  liés  par  la  relation  «p  (u,  t;)  ==  0^ 
qui   est  l'équation  tangentielle   de  l'enveloppe,  peut  doiiC 


(*)  Cette  démonstration  e-.t  la  i*eproductioD  de  celle  que  j'ai  donnée  dans  mes 
Leçons  de  yeométric  analytique  au  g  3  du  chùpili-e  l' du  livre  XI  (n-  63i^. 
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se  ramener  à  la  recherche  de  la  polaire  réciproque  de  la 
courbe  9  (a?,  y)  =  o  par  rapport  au  cercle  a:*  +  y*  =  i  (*). 
—  De  ^influence  de  c^tains  points  remarquables  sur  la  classe 
Su,ne  courbe.  —  Pour  terminer  cette  étude,  d'ailleurs  très 
sommaire,  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  leurs  appli-» 
cations,  nous  entrerons  encore  dans  quelques  détails  sur 
les  cas  oh  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m,  laquelle  est 
généralement  m{m  —  i),  Tient  à  s'abaisser. 

On  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  («py)  à  une  courbe  f{Xj  y,  js)  =-  o  sont  à  la  rencon- 
tre de  cette  courbe  avec  une  autre  courbe,  du  degré 
m  —  I,  ayant  pour  équation  a/^  +  pr  +  ï/^  =0  (première 
X>olaire  du  point  (apy), 

Le  nombre  de  ces  points  de  contact,  et  par  suite  le  nom- 
bre des  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point 
extérieur,  est  donc  généralement  m(m  —  i),  de  sorte  que 
la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m  est  généralement  w(m —  i). 
Cette  classe  s'abaisse  lorsque  la  courbe  proposée  a  des 
points  multiples.  Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  que  tout  point 
multiple  d'ordre  p  d'une  courbe  est  un  point  multiple  d'or- 
dre p  —  I  dans  sa  première  polaire. 

Quand  un  point  est  multiple  d'ordre  p,  si  l'on  prend  ce 
point  pour  origine,  les  termes  du  moindre  degré  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  sont  du  degré  p,  et  en  décomposant 
l'équation  en  groupes  homogènes,  elle  est  de  la  forme  : 

?»n(aî,  y)  4-  9m- 1  ^a?,  î/)  -j-  . . .  -f  9;>(a?,  y)  =  o 
ou  en  y  introduisant  la  variable  apparente  %  : 

?m  (ce,  y)  +  iï(pfn-i  {ce,  y)  +  ...  +  z^-p^p  (03,  y)  =  o. 
Si  Ton  forme  l'équation  afx  +  pfy  +  "ïfz  =  ^f  ^^  vient 

+  P  [  ?\  +  %'»-!  +  •  •  •  +  ^"*"V;>y ][  =  o. 
+  Y  [  ?^.  ,+  •••  +  (wi  —  p)s*"""^~  '  9 
Or  dans  cette  dernière  équation,  l'ensemble  des  termes  du 

moindre  degré  est     i5"»-p(°^?Pa?  +  P^W) 

qui  sont  du  degré  p  —  i  ;  la  première  polaire  a  donc  à  Toj  i- 
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gine  (c'est-à-dire  au  point  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe 
donnée)  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i . 

Bans  le  cas  où  Ton  prend  la  première  polaire  dupoinlmuUi- 
pie  lui-môme,  comme  on  sait  que  la  polaire  deTorigine  a  pour 
équation  /«  =  o^  cette  première  polaire  devient  la  courbe 

dans  laquelle  les  termes  dumoindre  degré  sont  de  Tordre  p. 
Le  point  multiple  d'ordre  p  est  donc  multiple  du  même 
ordre  pour  la  première  polaire. 

Dès  lors,  si  une  courbe  présente  un  point  double,  la  pre- 
mière polaire  passe  en  ce  point  ;  il  y  a  donc  deux  des  inter- 
sections de  la  courbe  proposée  avec  la  courbe  des  contacts 
des  tangentes  issues  d'un  point  extérieur  quelconque  qui 
sont  confondues  en  ce  point,  et  il  n'y  enaplusque  jn(iîi— i) 
—  2  autres.  La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point 
double  n'est  pas  la  limite  des  positions  d'une  sécante  dont 
deux  rencontres  avec  la  courbes  sont  venues  se  confondre;  il 
est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  son  équation  n'est  pas  celle 
d'une  des  tangentes  au  point  double  ;  elle  n'est  donc  pas 
tangente,  et  dès  lors  il  n'y  a  plus  que  m{m  —  i)  —  2  tan- 
gentes issues  d'un  point  extérieur. 

L'existence  d'un  point  double  dans  une  courbe  diminue 
donc  la  classe  de  la  courbe  de  deux  unités. 

Un  point  multiple  d*ordre  p  diminuera  pour  la  même  rai- 
son la  classe  de  la  courbe  de  p(p  —  i)  unités. 

Une  démonstration  tout  à  fait  pareille  à  la  précédente 
montre  que  si, en  un  point  multiple  d'ordre jv,  g  tangentes 
se  confondent,  le  point  multiple  d'ordre  p  dans  la  courbe 
proposée  est  encore  d'ordre  p —  i  dans  la  première  polaire, 
et  il  y  a  en  ce  point  q  —  i  tangentes  à  la  première  polaire 
qui  sont  confondues. 

Donc,  s'il  y  à  dans  la  courbe  proposée  un  rebroussement, 
la  première  polaire  passe  par  ce  point,  et  est  eh  ce  point 
tangente  à  la  tangente  de  rebroussement. 

Par  conséquent  en  un  point  de  rebroussement  la  pre- 
mière polaire  d'un  point  extérieur  quelconque  et  la  courbe 
proposée  ont  trois  points  communs  confondus;  il  n'y 
a  donc    plus  que  m(rrt   -^    i)  —   3    autres  interseôtlons. 
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La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point  de  rebrous- 
sement  n'étant  pas  tangente,  on  ne  peut  plus  mener  d'un 
point  extérieur  que  m(m  —  i) —  3  tangentes  à  la  courbe 
proposée,  et  sa  classe  est  ainsi  diminuée  de  trois  unités. 

Il  peut  môme  arriver  qu'elle  soit  diminuée  de  plus  de 
trois  unités,  si  Tordre  du  contact  de  la  tangente  de  rebrous- 
sement  avec  la  courbe  et  sa  première  polaire  est  supérieur 
au  premier. 

En  résumé,  si  une  courbe  possède  A  points  doubles  et 
fjt  points  de  rebroussement,  sa  classe  est  au  plus  égale  à 
m(m  —  i)  —  2X  —  3{x. 

Nous  terminerons  ici  noire  travail  sur  les  coordonnées 
làngentielles;il  reste  nécessairement  fort  incomplet,  et  pour 
n'en  donner  qu*une  preuve,  nous  ferons  remarquer  que  nous 
avons  laissé  de  côté  toute  la  question  des  points  et  tangentes 
à  l'infini.  Mais  nous  croyons  que,  si  restreinte  que  soit 
cette  étude,  elle  peut  encore  être  utile  à  nos  lecteurs  ;  car 
elle  met  en  évidence,  par  la  voie  purement  analytique,  le 
principe  de  dualité  et  ses  conséquences  si  fécondes;  elle 
peut  donc  ofirir  des  moyens  de  résoudre  un  grand  nombre  de 
questions  par  corrélation  réciproque  ;  elle  montre  l'analogie 
frappante  qui  existe  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques 
et  l'usage  des  coordonnées  tangentielles;  en  un  mot,  elle 
aborde,  bien  sommairement  il  est  vrai,  à  peu  près  toutes  les 
questions  que  Ton  peut  avoir  besoin  de  connaître  pour 
faire  des  applications  nombreuses  de  la  méthode. 

Dans  ce  travail,  il  est  un  certain  nombre  de  démonstra- 
tions qui  nous  Sont  persotinelles  ;  quant  atix  autres,  tious 
les  avons  empruntées  à  divers  ouvrages,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  le  remarquable  ouvrage  d'un  géomètre  enlevé  trop 
tôt  à  la  science,  M.  Painvin,  et  les  Leçons  sur  la  géométrie 
de  Clebsch.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  désireraient  compléter 
les  notions  succinctes  que  nous  avons  cherché  à'  leur  offrir 
ici,  pourront  consulter  avec  fruit  les  deux  ouvrages  que  nous 
venons  de  citer;  quant  à  nous,  nous  regarderons  notre  tâche 
comme  accomplie  si  nous  avons  réussi  à  leur  inspirer  le  goût 
de  cette  étude  si  intéressante. 
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QUESTION  233 

Solvtlon  par  M.  P.  Boulogne,  élève  de  mathématiques  spéciales  an  Lycée 

de  Lille. 


Du  centre  d'un  cercle  on  abaisse  des  perpendiculaires  OT  sur 
les  tangentes  à  un  autre  cercle  et  sur  chacune  d'elles  on  prend, 
à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  des 
longueurs  égales  TP  =  TP  telles  que  l'on  ait  OP  .  OP  =  K*. 
Trouver  le  lieu  des  points  1?  etV. 

Cherchons  d'abord  le  lieu  du  point  T.  Pour  cela  prenons 
pour  axe  polaire  la  ligne  des  centres  et  le  point  0  pour  pdle. 
Par  le  centre  B  du  second  cercle  menons  une  parallèle  BD 
à  la  tangente.  Nous  avons  OT  =  OD  +  DT  =  b  cos  w  +  a, 
bétant  la  distance  des  centres  et  a  le  rayon  du  cercle  B.  Le 
lieu  de  T  est  donc  la  courbe  p  =  a  -{-  à  cos  a>.  G*est  un  lima- 
çon de  Pascal. 

Soient  les  points  P  et  F  :  on  a  OP  +  OP'  =  2OT 
=  2  (a  +6  cos  îù)  ;  d'ailleurs  OP  .  OF  =  K*.  Le  lieu  de  Pet 
de  F  a  donc  pour  équation 

p'  —  2  {a-}-  b  cos  w)  p  -{-  K'  =  o. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  ce  lieu,  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  polaire  est  limité  dans  tous  les  sens.  On  peut 
le  construire  par  points.  En  efTet  tirons  la  valeur  de  p,  on  a 

p  =  a  +  6  cos  w  ±  y/  (a  +  6  cos  Cl))*  —  K* . 
il  faut  donc  porter  à  partir  de  T  sur  le  rayon  vecteur  et  son 
prolongement  des    longueurs   égales  au   radical.  De  là  la 
construction  suivante. 

Sur  OT  comme  diamètre  décrire  un  demi-cercle.  Du  point 
0  mener  une  corde  OL  =  K  et  rabattre  TL  sur  le  rayon,  de 
part  et  d'autre  de  T  en  P  et  P'. 

Les  points  de  rebrousement  du  lieu  sont  donnés  par 

a  +  6  cos  <o  =  K  ou  cos  w  = —  ; 

b 

alors  p  =  o  +  6  — T^^ —  =  ^' 


Les  points  de  rebroussement  sont  donc  situés  sur  un  cer- 
cle décrit  de  0  comme  centre  avec  K  pour  rayon. 

Cherchons  d'ailleurs  les  points  d*intersection  du  lieu  et 
du  limaçon  auxiliaire  ;  remplaçant  a  -j-  b  cos  îù  par  p,  nous 
trouvons  p*  =  K*  ou  p=  K;  donc  les  points  de  rebroussement 
du  lieu  sont  à  Tintersection  du  limaçon  auxiliaire  et  du 
cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  K  pour  rayon. 

Examiuons  le  cas  oîi  le  point  0  est  extérieur  au  cercle  B. 
Si  K  >  a  +  ^>  il  ^y  ^  Pfiis  de  lieu.  Si  K  =  a  +  i^  le  lieu  se 
réduit  au  point  double  E.  Pour  a  +  6>K>6  —  a  on  a 
une  seule  courbe  avec  deux  points  de  rebroussement. 

Quand  K  =  6  —  a^  outre  la  courbe,  le  point  F  est  point 
double  isolé  du  lieu. 

Enfîn  quand  K  <  5  —  o,  on  obtient  deux  courbes  et 
quatre  points  de  rebroussement.  Ces  courbes  s*aplatissent  è 
mesure  que  K  décroît.  Elles  correspondent  chacune  à  une 
boucle  du  limaçon. 

On  pourrait  faire  une  discussion  analogue  lorsque  0  est 
sur  le  cercle  B  et  quand  il  est  intérieur;  on  obtient  dans 
ces  deux  cas  une  seule  courbe  et  deux  points  de  rebrousse- 
ment au  plus. 


QUESTION  253 

Solution  par  M.  Duput,  élère  au  Lycée  de  Grenoble. 


Étant  donnés  sur  un  plan  un  parallélogramme  et  une  droite, 
oonstruire  avec  la  règle  et  le  compas  les  points  où  la  droite  ren- 
contre l'ellipse  inscrite  au  parallélogramme  et  touchant  ses  quatre 
côtés  en  leur  milieu. 

Considérons  Tellipse  inscrite  au  parallélogramme  comme 
la  projection  oblique  d'un  cercle  inscrit  dans  un  carré.  Pre- 
nons le  plan  du  parallélogramme  pour  plan  horizontal, 
le  côté  CD  pour  ligue  de  terre  et  dans  le  plan  vertical  cons- 
truisons sur  CD  un  carré  GDEF.  Inscrivons-y  un  cercle.  Pour 
avoir  la  position  de  la  droite  dans  le  plan  vertical,  prolon- 
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geons-la  en  M  jusqu'à  CD,  d'un  côté,  et  en  N  jusqu'à  AB  de 
l'autre.  Menons  Nn  parallèle  à  BG  et  nK  parallèle  à  cF  <  MIT 
est  la  droite  cherchée  qui  coupe  le  cercle  en  deux  points 
H',  r.  Menons  lï,  Kh  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre, 
il,  hR  parallèles  à  BC;  les  points  I,  H  d'intersection  arec 
MN  sont  les  points  cherchés. 


QUESTION  272 

lioliitiOn  par  M.  Giifo  LoàiA,  à  Mantoue. 


Vérifier  ridenlité 

(i  +  ce)  (i  +  œ»)  (i  +  a?*)    ...  (i    +  (r*^""^)=  I  +  X 

-f  ac«  +  . . .  +  a:* 
et  exprime)*  k  e?i  fonction  de  p. 

i^  k  sera  égal  à  la  somme  des  exposants  de  x  dans  les 
p  binômes  ;  donc 

K=:I-f-2-|-4-}--..     -r2P-<=  — =  2/'  —  I. 

Comme  il  est  facile  de  vérifier  l'égalité  pour  p  =  2,  je 
supposerai  qu'elle  soit  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  p 
et  je  démontrerai  qu'elle  est  vraie  aussi  pour  la  valeur 
p  +  I. 

On  a  par  hypothèse 

(i  +  ir)  (i  -f  ce')   ...  (i  +  (r*'*"')  =  I  +x  +  a;*+    .. 

multipliant  cette  égalité  par  i  +  x^p    nous  obtiendrons 

(i    +  0?)  (i  +0?*)  * . .  (i  +  nc«P  )   =   I  -f-  a?  +  ;ïr«   -f   ... 

c'est-à-dire 

(I  +  a?)  (i  +  X*)   . . .  (i    +  0?**')  =   1  -f  X  +  of»  +  .  . 

donc  l'identité  est  aussi  vraie  pour  la  valeur  p  -)-  i,  elle  est 
par  suite  générale. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuv,  à  Grenoble;  Boulo- 
gne, à  Lille;  Daguiilon,  au  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 
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QUESTION  312 

Molntlon  par  M.  du  Motel,  élcvo  de  Mathémutiques  spéciales  au  Lycée 

SjiDt-Louis  (cours  de  M.  Lucas]. 


On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  de^  sommets  des  angles 
droits  quon  peut  lui  circonscrire.  Par  iin  point  P  extérieur  à 
Vellipse^  on  m^ne  les  deux  tangentes  PA  et  PB  à  l'ellipse.  On 
prolonge  la  corde  des  contacts  AB  jusquà  sa  rencontre  en  Cet  D 
avec  le  cercle.  Faire  voir  analytiquement  et  géométriquement  que 
les  angles  CPA,  BPD  sont  égaux. 

Il  suffît  de  démontrer  que  les  bissectrices  dos  angles  APB, 
CPD  coïncident. 

SOLUTION   ANALYTIQUE 

Soit  ■"-7-  +  -T7-  =  I  réqilation  de  rellipse.  Xoj/0  étant  les 

coordonnées  du  point  P,  Téquation  quadratique  des  droites 
t>A  et  PB  est 

Celle  des  parallèles  à  ces  droites  menées  par  Toriginc  est 

{^'^0   ,  yyo V_ /^  .  Jl\(^j^  ^ _  ï^ 

\   a»     "^    6«  >/""\a*   "^    6*  A  a*    "^   b*  ) 

et  l'équation  des  bissectrices  est 

03*  —  j/^  xij 

^0'  —  î/o'  —  («'  —  b^)  ""  ^oî/o  * 
Cherchons  Téquation  aux  Coefficients  angulaires  des  droi- 
tes PC,  PD*  Il  suffît  de  mener  pât-  le  point  P  une  droite 
y  —  j/o  =  ^(^  —  ^\)  (^)  Gt  d'exprimer  qu'elle  coupe  la  droite 
AB,  ¥xx^  +  a*i/{/o  —  f/*6*  =0  (2),  sur  le  cercle  x«  +  t/*  —  rt* 
—  6*  =  G  (3). 
Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 
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transportant  dans  (3)  on  tire 

—  (a«  +  6*)(a«//it/o  —  b^XoY  =  o. 

Pour  avoir  Téquation  des  parallèles  aux  droites   PC,  PD 
menées  par  l'origine,   il  n'y  a  qu'à  remplacer   dans    celle 

équation  m  par  —,  ce  qui  donne 

a*[^o!/oy  +  x{b^  -  y,^)Y  +  6*[(a«  -  x,*)  +  œx,y^Y 

—  (o*  +  fe')(a*yî/o  +  b*xx,)*  =  o. 
L'équation  des  bissectrices  est 

X*  —  t/«  xy 


[•n*  -  2/0"  —  (a'  —  &')][a*oî/*  +  6*0^0*]       x.y,{^%*  +  ô'^o*) 
C'est  la  même  équation   que   pour  les   bissectrices   des 

parallèles  aux  droites  PA,  PB. 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 

Soient  PE,  PF  les  bissectrices  de  l'angle  APB.  Le  triangle 
rectangle EPFétantconjuguéparrapportàla  conique,  le  cercle 
circonscritestorthogonalau  cerclelieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits;  EF,  étant  un  diamètre  de  ce  cercle,  est 
divisé  harmoniquement  par  l'autre.  Donc  le  faisceau  P(CEDF) 
est  harmonique  et  comme  les  rayons  PE,  PF  sont  rectangu- 
laires, ils  sont  les  bissectrices  de  l'angle  des  deux  autres, 

c.  q.  f.  d. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


Iffathématiques  élémentaires. 

361.  —  Considérons  quatre  droites  dans  un  plan;  ces 
quatre  droites  prises  trois  à  trois  forment  quatre  triangles, 
et  Tune  d'elles,  AB  par  exemple,  appartient  à  trois  de  ces 
triangles.  Dans  chacun  des  trois  triangles  correspondant 
à  AB,  joignons  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  sommel 
opposé  à  AB.  1®  Pour  un  môme  côté  AB,  les  trois  droites 
ainsi  menées  concourent  en  un  point  L  2®  Les  quatre  points 
analogues  à  I  et  les  quatre  centres  des  cercles  circonscrits 
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aux  triangles  formés  par  les    quatre  droites    sont  sur  une 
même  circonférence. 

362.  —  Deux  cercles  donnés  se  coupent  en  un  point  A  ; 
mener  par  le  point  A  une  sécante  rencontrant  les  deux 
cercles  en  B  et  G,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

AB  .  AG  =  i». 

363.  —  On  donne  une  corde  AB;  trouver  sur  son  prolon- 
gement un  point  P,  tel  que  si  Ton  mène  PH  tangente  au 
cercle,  et  que  des  points  A  et  B  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires AC  et  BD  sur  la  tangente  PH  on  ait 

AG  .  BD=  /•. 

364.  —  On  donne  le  demi-cercle  AB  et  les  tangentes  en 
A  et  B;  par  un  point  fixe  P,  pris  sur  le  diamètre  AB,  on 
mène  une  droite  PQ,  qui  rencontre  la  circonférence  en  Q,  et 
par  ce  point  Q,  on  mène  à  PQ  la  perpendiculaire  MQN, 
rencontrant  en  M  la  tangente  AM,  et  en  N  la  tangente  BN. 
Démontrer  que  le  produit  AM  .  BN  reste  constant  lorsque  PQ 
tourne  autour  du  point  P. 

365.  —  On  donne  deux  circonférences  et  un  point  P; 
mener  aux  circonférences  des  tangentes  parallèles,  telles  que 
le  rapport  des  distances  du  point  P  aux  deux  tangentes 
soit  égal  à  un  rapport  donné. 

366.  —  Étant  donnés  deux  cercles  et  une  droite,  trouver 
sur  cette  droite  un  point  P,  tel  que  les  tangentes  menées  de 
ce  point  aux  deux  cercles  soient  également  inclinées  sur 
la  droite. 

367.  —  Par  le  centre  d'un  cercle  et  par  un  point,  faire 
passer  un  cercle  tel  que  la  corde  commune  ait  une  longueur 
donnée. 

368.  —  Circonscrire  à  une  circonférence  de  rayon  r  un 
triangle  isoscèle  dont  le  côté  soit  égal  à  m  fois  la  base* 

Mathématiques  spéciales. 

369.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

-^  +  -ÎT  -  '    =  o. 
Soit  M   un  point  de  Tellipse  ;  par  le  point  M,  le  point  M 
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diamétralement  opposé,  et  les  extrémités  A,  h.*  du  grand 
axe  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  H  ;  puis  on  prend 
un  cercle  Q  passant  par  les  points  M,  A  et  A'.  Cela  ppsé, 
rhyperbole  H  et  le  cercle  C  ont  un  quatrième  point  com- 
mun P  ;  on  mène  MP,  et  Ton  demande,  le  point  M  parcou- 
rant l'ellipse,  de  déterminer  la  trajectoire  orthogonale  des 
droites  MP,  c'est-à-dire  la  courbe  qui  les  coupe  à  angle  droit. 
C'est  une  ellipse;  on  fera  voir  que  cette  ellipse  n'est  jamais 
un  cercle,  et  qu'elle  n'est  pas  non  plus  homothétique  à  l'el- 
lipse donnée.  On  suppose,  bien  entendu  a  >  6. 

(De  Longchamps.) 

370.  —  On  donne  la  parabole  y*  —  2px  =:  o  et  Ton 
considère  les  coniques  osculatrices  à  cette  parabole  en  son 
sommet  (une  courbe  f  est  osculatrice  à  une  courbe  9  en  un 
point  M  de  celle-ci  quand  elle  a,  en  ce  point  M,  le  plus 
grand  nombre  de  points  communs  confondus  avec  M;  en 
particulier,  une  conique  est  osculatrice  à  une  conique  9  en 
M,  quand  elle  a  en  ce  point  quatre  points  communs  avec  ^), 
Montrer  que:  i®  le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques  est 
une  parabole;  2°  le  lieu  de  leurs  foyers  est  un  cercle. 

(De  Longchamps.) 

371.  —  Une  conique  variable  est  osculatrice  à  unehyper- 
hole  équilatère  donnée,  et  son  foyer  fixe  au  centre  de  celte 
hyperbole.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  aux  deux 
courbes  se  coupent  sur  la  lemniscate  p^  =  a*  cos  aco,  le 
centre  de  l'hyperbole  étant  pris  pour  pôle  et  l'axe  transverse 
pour  axe  polaire.  (The  EducaL  Times.) 

372.  -^  On  donne  :  1^  dans  le  plan  des  zx  une  droite 
parallèle  à  l'axe  ox\  3^  dans  le  plan  des  zy  une  droite  parais 
lèle  à  l'axe  des  1/,  et  ne  rencontrant  pas  l'axe  des  js  au  même 
point  que  la  précédente.  D'un  point  pris  dans  le  plan  ccoyy 
on  abaisse  des  perpeudiculaires  sur  ces  deux  droites,  et 
l'on  joint  leurs  pieds  par  une  ligne  droite.  On  demande 
l'équation  de  la  surface  engendrée  par  cette  droite  quand 
le  point  du  plan  xy  se  meut  sur  une  courbe //'a?,  y)  =  o. 

Appliquer  la  solution  au  cas  oh  [(x^y)  =  o  est  une  ligne 
droite,  et  dans  ce  cas  étudier  la  nature  et  les  propriétés  delà 
surface  obtenue. 
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373.  —  On  donne  dans  les  plans  des  zx  et  des  ys  deux 
coniques  tangentes  à  l'axe  oz  h  rorigine  des  coordonnées;  on 
deipande  Téquation  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
contenant  ces  deux  coniques  et  le  lieu  des  centres  de  ces 
surfaces.  Discuter  le  lieu  obtenu  et  étudier  comment  il  varie 
ayec  la  nature  des  coniques  données. 

374.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  3itués  dans  des 
plans  parallèles,  et  dont  les  centres  sont  sur  une  perpendi- 
culaire à  ces  plans.  Deux  points  se  meuvent  'simultanément 
sur  ces  deux  circonférences  avec  des  vitesses  différentes.  On 
demande  d'étudier  la  surface  engendrée  par  la  droite  qui  les 
joint.  On  suppose  que  les  positions  initiales  des  deux  points 
sont  sur  une  perpendiculaire  aux  plans  des  cercles.  On  exa- 
minera en  particulier  le  cas  où  le  rapport  des  vitesses  est  égal 
à  2.  (Genty,) 
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Traité  db  géométrie  descriptivb  répondant  au  programme  de  Saint-Cyr^ 
par  M.  ^ikj9wj,  chef  des  travaux  graphiqiies  à  l'Ecole  polytechnique^  etc. 
^ParU,  librairie  Delagrave, 

Noos  avons  rendu  compte,  il  y  a  quelques  mois,  de  la  première  partie  du  cours 
complet  de  géométrie  descriptive,  destiné  aux  candidats  à  l'École  polytechnique 
et  publié  par  M.  Javary;  le  nouvel  ouvrage  du  même  auteur,  que  nous  signu> 
Ions  aujourd'hui,  a  été  écrit  pour  les  élèves  qui  se  préparent  à  Saint-Cyr,  et  con- 
tient, eu  dehors  de  la  ligne  droite  et  du  plan,  des  notions  très  complètes  sur  les 
plans  cotés,  les  plans  tangents  au  cylindre  et  au  cône,  et  les  sections  planes  de 
ces  deux  corps.  L'élève  qui  aura  eu  soin,  en  étudiant  ce  cours,  de  faire,  comme 
l'indique  M.  Javary,  les  épures  à  la  règle  et  uu  compas,  et  qui  aura  étudié  les 
divers  problèmes  indiqués  dans  le  cours  sous  le  nom  d'eiercices,  saura  et  com- 
prendra la  géométrie  descriptive  de  façon  à  ne  pas  se  laisser  embarrasser  par 
une  question  d'examen. 

Un  chapitre  fort  intéressant  termine  l'ouvrage  ;  il  donne  rapidement,  et  sans 
aucune  figure,  la  solution  des  questions  proposées  aux  examens  écrits  de  Saint 
Cyr  depuis  1863;  pour  bien  comprendre  ces  solutions,  il  faut  de  toute  nécessité 
faire  les  (apures;  et  en  étudiant  attentivement  les  explications  données  dans  ces 
dix-huit  épures,  un  élève  y  trouvera  la  meilleure  des  préparations  à  l'épreuve 
de  géométrie  descriptive  qu'il  devra  faire  pour  entrer  à  Saint-Cyr. 

Leçons  de  Cosmographib  par  H.  Clarcet.  Nouvelle  édition  mise  en  har- 
monie avec  les  nouveaux  programmes  et  avec  les  nouvelles  découvertes  par 
Ck.  Simon,  professeu/r  au  lycée  Louis-le-Grand,  —  Paris^  librairie  Dela^ 
grave. 

Voici  un  ouvrage  qui  répondl)ien  aux  programmes  de  l'enseignement  scien- 
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tifiqae  des  lycées,  programme  qui  porte  que  l'étude  de  la  cosmographie  sera 
purement  descriptive  ;  en  effet,  ici  les  faits  intéressants  de  la  cosmographie  sont 
exi>osés  avec  une  grande  précision  ;  mais  en  revoyant  l'ancienne  édition  de  l'ou- 
vrage de  Garcet,  ouvrage  principalement  destiné  aux  candidats  à  la  IJcenee  es 
sciences,  M.  Simon,  ancien  directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  par  soitr 
très  compétent  dans  les  questions  relatives  au  système  du  monde,  n  a  laifcie 
subsister  dans  la  nouvelle  édition  que  les  connaissances  que  Ton  peut  consid^ivr 
actuellement  comme  indispensables  à  toute  personne  instruite.  Il  a  donc  lais» 
de  côté  les  formules,  que  les  élèves  oubliaient  le  plus  souvent,  ne  sachant  coqh 
ment  ils  pourraient  les  établir. 

Le  nouvel  ouvrage  que  nous  indiquons  à  nos  lecteurs  contient  tout  œ  qui  est 
nécessaire  pour  les  examens,  mais  rien  de  plus;  on  est  sûr  de  ne  pas  se  perdn 
dans  des  détails  inutiles  en  le  prenant  pour  guide  d'une  bonne  préparation. 

Éléments  db  trigonométrie  rectilignb,  jMir  M.  Plchot,  censeur  a» 
Lycée  Fontanes.  —  Paris^  librairie  Hachette. 

Ce  traité  élémentaire  de  trigonométrie,  qui  fait  partie  de  la  collection  du 
baccalauréat  es  sciences  publiée  par  la  librairie  Hachette,  peut  être  fort  utile  aai 
candidats  à  Saint-Cyr,  parle  grand  nombre  d'exercices  résolus  qu'il  prCsenre, 
exercices  choisis  de  façon  à  donner  beaucoup  de  formules  intéi^essuntes  à  retenir. 
Les  pi-oblèmes  proposés,  qui  terminent  le  volume,  sont  aussi  très  bons  iwiirle* 
élèves,  parce  que  ce  sont  des  questions  d'examens,  ce  qui  {>ousse  toujours  les 
candidats  à  travailler  ce  genre  d'exercices.  Xous  regrettons  seulement  que 
l'auteur  n'ait  pas  jugé  à  propos  d'en  mettre  un  plus  grand  nombre;  avec  ie? 
tendances  actuelles  «les  examens,  où  l'on  pousse  les  élèves  à  <les  exercices  de  cal- 
cul, il  est  bon  de  mettre  beaucoup  de  problèmes  dans  un  ouvrage  de  ce  genre: 
c'est  ce  que  comprennent  à  merveille  les  Anglais,  dont  les  ouvTages  classiqne» 
contiennent  un  nombre  très  considérable  de  problèmes,  énonces,  ce  qui  est  très 
important,  à  la  fin  de  chaque  chapitre,  ("est  du  reste  la  seule  critique  que  ncus 
ayons  à  faire  au  livre  de  M.  Pichot,  et  nous  nous  permettons  cette  observation, 
précisément  parce  que  nous  trouvons  son  ouvrage  bon,  et  que  nous  le  désiroD> 
encore  plus  pi-ofitable  aux  élèves. 

A.  M. 


Le  Rédacteur-Géranl, 
J.  KŒHLER. 


PARIS.  —   IMP.  Cil4lX,  80,    RUK  BEBGBRE,  PRÈS  DU  BOCLBVABO  MORniARTRR.  —   tl^SMH. 
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RÉSOLUTION  GEOMETRIQUE 

DE  DEUX  PROBLÈMES  DU  QUATRIEME  DEGRE  RELATIFS  A 

LA  PARABOLE 

Par  M.  €}.  4e  liongeliMip*. 


Les  deux  problèmes  dont  nous  allons  nous  occuper  sont 
ceux  qui  se  proposent  :  1«  de  construire  une  parabole  passant 
par  deux  points  et  tangente  à  deux  droites  ;  2«  de  construire 
une  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite. 

i .  Nous  ferons  d'abord  cette  remarque  :  Si  Ton  considëre 
une  parabole  P  ;  une 
tangente  T  à  cette 
courbe;  le  diamètre 
A,  du  point  de  con- 
tact, et  une  droite  L 
qui  rencontre  P  en 
A  et  B,  T  en  M,  ^  en 
C,  on  a  : 

MC*  =  MA  .  MB 
£n  effet,  menons 
par  G  la  tangente 
CD  à  P,  et  par  D  une 
parallèle  à  T.  Cette 
dernière  droite  sera 
la  polaire  du  pointC;  elle  rencontre  donc  AB  en  un  point  Ë, 
conjugué  harmonique  de  C.  D'autre  part,  et  d'après  la  pro- 
priété connue  de  la  sous-tangente,  on  voit  que  le  point  M 
est  le  milieu  de  CE.  On  a  donc  bien 

GM^  ==  MA  .  MB. 

2.  Geci  posé,  soient  T,  T'  les  deux  tangentes;  D,  D'  les 
points  de  contact.  On  a,  par  la  remarque  précédente, 

MG^  =  MA  .  MB;  eiWC^  =  M'A  .  MB; 
DG  et  D'G'  étant,  bien  entendu,  les  diamètres  des  points  D 

JOURNAL  DS  MATH.  1881.  ^ 
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et  D'.  Joignons  le  point  0  au  milieu  de  DD',  cette  droite  OZ 
sera  parallèle  aux  diamètres  ;  et,  pour  des  raisons  évidentes, 
c'est  une  parallèle  équidistante  de  CD  et  de  CD'.  Elle  passe 
donc  par  le  milieu  de  CC,  donc  OZ  est  une  droite  qui  est 
déterminée.  Alors  en  menant  par  les  points  G  et  C  des  paral- 
lèles à  OZ,  on  aura  les  points  D,  D'. 


En  appliquant  le  théorème  de  la  sous-tangente  au  point  A  et 
au  point  B,  on  déterminera  les  tangentes  en  À  et  B  et  Ton 
est  ramené  au  problème  connu  :  construire  une  parabole^  co»' 
namant  quatre  tangentes. 

3.  Le  problème  que  nous  venons  do  résoudre  est»  comme 
on  le  sait,  un  problème  du  quatrième  degré;  parce  qu'il  existe 
quatre  coniques  passant  par  dev^x  points  et  tangentes  à  trois  droiles: 
en  particulier,  il  existe  quatre  paraboles  passant  par  deux 
points  et  tangentes  à  deux  droites.  Lorsque  les  points  C  et  C 
ont  été  construits,  à  ces  points  ne  correspond,  évidemment, 
qu'une  parabole. 
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Mais,  pour  retrouver  les  quatre  solutions  du  problème, 
il  faut  observer  que  la  relation 

MG*  =  MA  .  MB 
détermine  deux  points  G;  il  y  a  de  même   deux  points  C,  et 
les  points  associés  deux  à  deux  de  toutes  les  façons  possibles 
donnent  les  quatre  solutions  cherchées. 

4.  —  Si  Ton  donne,  maintenant,  trois  points  A,  B,  G 
d'une  parabole  P,  et  une  tangente  T,  la  construction  de  la 
courbe  dépend  encore  d'un  problème  du  quatrième  degré. 
En  appliquant  les  idées  précédentes, "ce  problème,  comme 
celui  que  nous  venons  de  traiter,  se  ramène,  lui  aussi,  à 
quatre  problèmes  du  premier  degré. 

Soit  O  le  point  de  contact  de  T  et  de  P ,  point  que  oous 
nous  proposons  de 
déterminer.  Le  dia- 
mètre OZ  coupe  les 
côtés  du  triangle 
ABC  en  A',  B',  G', 
la  droite  T  coupe 
les  mêmes  côtés  en 
des   points   A'',    B\ 

G',   et    l'on    a,   par 

exemple, 

"(TC^  =  C'A  .  G'B, 

ce    qui     détermine 

deux     points    G'    à 

égale    distance    du 

point  C  sur  AB.  On 

aura,  de  môme,  deux 

points    B'    et    deux 

points  A';  ces  points  A',  B',  G'    sont  en  nombre  6;  maisi 

est  facile  de  reconnaître  que  ces  points  sont  trois  à  trois  en 

ligne  droite  et  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés 

sont  les  diamètres  cherchés.  Ayant  pris  l'un  de  ces  côtés,  on 

aura  donc  une  tangente,  le  diamètre  correspondant,  et  trois 

points.    Le    théorème    de  la   sous-tangente   permettra   de 

déterminer  les  tangentes  en  ces  points,  et  l'on  sera  ramené 
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de  nouveau  au  problème  de  la  coustrucUon  de  la  parabole, 
connaissant  quatre  tangentes  de  cette  courbe. 

Pour  établir  que  les  points  A',  B',  G'  sont,  trois  à  trois, 
en  ligne  droite,  on  démontrera  le  théorème  suivant  : 

Théorème .  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC,  une  trwu- 
versak  A,  qui  rencontre  les  côtés  en  A',  B',  C,  on  prend  entre 
LetBun  point  G"  tel  que 

C'C'«  =C'A  .  CB; 
démontrer  que  les  trois  droites  AA",  BB',  CC  concourent  ou 
même  point  (♦). 

REMARQUES  SUR  LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS 

Ghasles  a  donné  la  solution  du  problème  général  qui  con- 
siste à  décrire  une  conique  passant  par  deux  poiuls  cl 
tangente  à  trois  droites  (Traité  des  Coniques,  p.  SId). 

Elle  est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  ron  a  un  angle  circonscrit  à  une  coniqne  AMB  et  i<n  point 
S,  les  tangentes  ST,  ST'  et  les  droites  SA,  SB  menées  auxpoinit 
de  contact  des  côtés  de  Vangle  détet^minent  Ufie  involution  dont 
SM  est  un  rayon  double. 

D'après  cela^  si  Ton  donne  les  deux  points  A,  B  el  ie 
triangle  circonscrit  CDË,  ou  cherchera  les  rayons  doubles 
de  rinvolution  (CD,  CE),  (CA,  CB),  et  on  aura  deux  droites 
sur  lesquelles  doivent  se  trouver  les  points  (els  que  M, 
intersection  des  tangentes  en  A  et  B  aux  coniques  cherchées. 
Prenant  ensuite  Finvolution  (DC,  DE),  (DA,  DB),  on  aura 
deux  nouvelles  droites,  et  par  suite  quatre  points  M. 

Le  problème  est  ramené  à  construire  une  conique  tan- 
gente à  cinq  droites,  et  admet  quatre  solutions. 

Pour  traiter  par  cette  méthode  le  premier  des  problèmes 
résolus  par  M.  de  Longchamps,  il  suffit  de  rejeter  à  rinfini 
une  des  droites  données.  Considérons  TinTolution  détermi- 
née par  OT  (fig.  2),  la  droite  de  l'infini  et  les  parallèles  à 

(*)  rioas  iasérerons  une  solution  de  ce  théorème,  si  quelqu'un  de  noslecleurj 
nous  odresse  cette  solution. 
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OT  menées  par  Â  et  B.  Il  faul  chercher  sur  AB  les  points 
doubles  de  l'iavolution  dont  on  connaît  le  couple  (Â,  B)  et  le 
couple  (M,  00  ).  Le  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point 
centrai,  les  points  doubles  s'obtiennent  en  prenant  MC 
=  MC,  de  telle  sorte  que  "MC?  =  MÎT*  =  MA.  MB.  On  re- 
trouve ainsi  les  points  G  et  G'.  Les  parallèles  à  OT  menées 
par  M  et  M'  sont  deux  premières  droites  sur  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  points  de  concours  des  tangentes  en  A 
etB.  Le  point  de  rencontre  M^  de  AB  avec  OT' fournît  deux 
autres  points  C|,  G'^  et  deux  droites  parallèles  à  OT',  Les 
quatre  sommets  du  parallélogramme  ainsi  obtenu  sont  les 
pôles  de  AB  relatifs  aux  quatre  paraboles  qui  répondent  à 
la  question. 

Le  deuxième  problème  traité  par  M.  de  Longchamps  peut 
se  résoudre  d'une  manière  analogue. 

D'abord,  en  transformant  par  dualité  le  théorème  cité  au 
commencement  de  ces  remarques,  on  obtient  l'énoncé  sui- 
vant : 

> 

Etant  donnis  deux  points  k  et  B  sur  une  conique  et  une 
droite  D  qui  r^encontre  la  courbe  en  G,  G',  les  iangentes  en  A  et 
B  coupent  la  droite  en  deux  points  A',  B',  qui  déterminent  avec 
C;  C  une  involution  dont  un  des  points  doubles  est  le  point  de 
concours  des  droites  D  et  AB. 

De  ce  théorème  on  conclut  aisément  la  construction  d'une 

conique  passant  par  trois  points  et  tangente  à  deux  droites, 

puis  celle  de  la  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente 

à  une  droite. 

J.  K. 
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NOTE 

SUR  LES    VARIATIONS   DE   LA    FONCTION    RATIONNELLE   DU 

SECOND  DEGRÉ 

ax^  -|-  ^-^  "t"  ^ 

^  ■"   o'x«  +  b'x  +  c 

Par  M.  «i.  Bourur^t. 


La  brochure  de  M.  Burat-Dubois  (*)  et  les  réflexions  de 
M.  Moreldans  le  numéro  de  septembre  tendent  à  démontrer 
que  la  méthode  indirecte  généralement  employée  pour  déter- 
miner le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction  rationnelle 
du  second  degré,  ne  conduit  pas  toujours  à  des  résultats 
conformes  à  ceux  que  donne  la  méthode  direciey  toniée 
sur  la  définition  classique  des  maxima  et  des  minima. 

Je  me  propose,  dans  celte  note,  de  montrer  que  les  con- 
tradictions signalées  par  M.  Burat  ne  sont  qu'apparentes  et 
que  les  deux  méthodes  conduisent  au  même  résultat. 

A  la  première  page  de  sa  brochure,  M.  Burat  fait  remar' 
quer  que,  d'après  la  définition  connue  des  maxima  et 
minima  relatifs  : 

loy  =  4*^>!/  =  "^**^  peuvent  être  respectivemeot  des 
maxima  et  des  minima,  si  ces  valeurs  correspondent  à  des 
valeurs  finies  de  x.  Si  par  exemple  y  =  -(-  oo  pour  x=^^ 
et  que  pouç  x  =  a  +  Aeta?  =  a  —  A,  y  soit  très  grand  et 
positif,  on  peut  dire  que,  conformément  à  la  définition, 
1/  z=  -[-  00  6St  un  maximum  relatif.  Cette  observation  n'est 
pas  nouvelle;  mais  on  laisse  de  côté  ces  solutions  de  la 
question,  qu'on  détermine  directement  par  la  résolution 
de  l'équation  a'x*  +  ^  ^  -}-  c  =  o.  On  voit  d'ailleurs  qu'il 

(*)  Régie  pour  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fractioD 

ax^  -\-  bx  •{-  c 

^  ~"   a'x^  +  b'x  -f  c 
par  M.  Burat-Dubois.  (Pau,  imprimerie  Vignancourt,  juillet  1881.) 
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ne  peut  y  avoir  de  maxima  et  de  minima  de  cette  espèce, 
que  si  &'*  =  4a  c. 

2^  Un  maximum  et  un  minimum  de  y  ne  peuvent  correspondre 
qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable. 

Cette  assertion  de  M.  Burat  me  semble  inexacte,  et  c'est 
en  admettant  cette  proposition  qu'il  arrive  à  prouver  qu'il 
y  a  divergence  entre  la  méthode  directe  et  la  méthode  indi- 
recte. 

Voici  comment  nous  raisonnons  pour  démontrer  Tinexac- 
titude  de  la  proposition  de  M.  Burat*Dubois. 

La    fonction   donnée    y    est    continue    et   uniforme  de 

20=  —  00  àcc  =  +  oo.  Changeons  x  en  — ,  elle  deviendra 

a  +  6m  -f-  eu* 

^  ~  à  +  bu  +  cV  ' 
et  imaginons  deux   axes   ou  et  oy  servant  à  représenter, 
par  une  construction  graphique,  les  variations  de  la  fonc* 
lion. 

A  chaque  valeur  m  de  m  correspondra  une  valeur  p  de  la 
fonction  j/*  Si  u  lend  vers  m  par  valeurs  croissantes  ou 
décroissantes,  y  tendra  vers  la  même  valeur  p.  Supposons 
m  =  o;  nous  pourrons  dire  que  y  tend  vers  p,  soit  que  u 
croisse  de  --^  e  à  o,  soit  que  u  décroisse  de  -f~  ^  ^  0.  Reve- 
nons h.  la  fonction  primitive  en  ce: 

Faire  croître  t*  de  —  e  à  o,  c'est  faire  décroître  a?  de  —  — 

s 

I 

e 

à  +  00  et  puisque  m  =  o  nous  donne  un  point  unique  sur 
Vaxe  des  U,  vers  lequel  on  lend  soit  en  partant  de  —  e,  soit 
en  partant  de  +  s>  rioxks  devons  regarder  a?  =  -|-  00  et  œ 
=  —  00  comme  donnant  aussi  le  même  point  de  Taxe  des  o;, 
oh  il  faut  élever  une  ordonnée  égale  à  p  pour  représenter 
la  fonction. 

Adoptons  donc  cette  manière  de  voir  que  :  x  =  •-«  o^ 
et  X  s:::  -f-  00  i*^i"é$entent  un  même  point  de  Vaxe  des  X  et  (jua 
x  =  —  ka^x  =-|-kfk  étant  très  grand)  représentent  (fetlcC 


91  —  oc  ;  faire  décroître  u  de  •  à  o,  c'est  faire  croître  x  de 


points  situés  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  et  dans  son  voisin 
nage. 

Celle  convenlioD  faite,  il  est  facile  de  démontrer  lo  théo- 
rème suivant. 

Théorème.  —  Tout  maximum  absolu  de  y  est  aussi  vn 
maximum  relatif.  Tout  minimum  absolu  est  aussi  un  mmimufli 
relatif. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer. 

1<^  Admettons  que  pour  une  région  de  l'axe  des  x,  y  reste 
toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  atteigne  cette  valeur  pour 
x=z  m,  valeur  finie;  p  est  un  maximum  absolu;  mais  il  est 
évidemment  aussi  un  maximum  relatif,  puisque  y  étant  con- 
tinu et  uniforme,  p  sera  plus  grand  par  hypothèse  que  la 
valeur  que  prend  y  soit  pour  x  =  m^-tj  soit  pour  a;  =  m  +  s. 

2^  Supposons  que  dans  les  régions  extrêmes  de  x,  à  gauche 
et  à  droite,  y  soit  toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  tende  vers 
p,  soit  quand  x  tend  vers —  oo ,  soit  quand  œ  tend  vers  -f-*  »' 
p  est  un  maximum  absolu  dans  ces  deux  régions  ;  mais, 
d'aprës  notre  convention  ciniessus,  p  est  aussi  un  maximum 
relatif,  car  y  est  inférieur  à  p,  soit  pour  xz=z  —  t,  soit  pour 
X  =  k  {k  étant  très  grand). 

Un  raisonnement  semblable  montrerait  que,  dans  tous  les 
cas,  p  minimum  absolu  est  en  même  temps  un  minimun 
relatif. 

Donc  on  peut  dire  que  les  deux  méthodes  ne  diffèrent  pas 
au  fond  et  conduisent  aux  mêmes  résultats. 

Les  exemples  que  donne  M.  Buratpour  prouver  que  les  deux 
méthodes  ne  s'accordent  pas  toujours,  traitées  en  suivant 
notre  manière  de  voir,  ne  présentent  plus  rien  d^anormal 
et  confirment  la  vérité  du  théorème  général  suivant,  que 
nous  avons  démontré  dans  notre  Traite  d'algèbre  : 

ax^  I    bx  "4—  c 
/*  La  fonction  y  =     >  ,    .   , ,     , — r*  quand    x    vaiie   de 

ax*  4"  J^^+  c 

—  00  A  —  00  n*a  ni  maximum,  ni  minimum,  si  les  racines  (fa 
numérateur  et  du  dénominateur  sont  réelles  et  si  les  segmenU 
A  A',  BB'  quelles  déterminent  st^r  Vaxe  des  x  empiètent  tunswr 
Vautre. 


—  4*1  — 

i*  Dans  le  cas  où  le  dénominateur  de  la  fonction  a  ses  racines 
égales,  la  fonction  a  un  maximum,  ou  U7i  minimum. 

3^  Dans  tous  les  autres  cas^  la  fonction  a  un  maximum  et  un 
minimum. 

Ces  exemples  sont  les  saivants  : 

(a\  y  =  ap'  —  5ag  +  6  _    {X  —  2)(x  —  3) 

W  y  a?*  — 5a?  +  4  (a;  —  i)(a;  —  4) 

a*  —  5a?  —  6  _   (x  +  0(a?  —  6) 

^'  ^  ~  x*—5x  +  4  ""   (a?  —  i)(x  —  4) 

ce*  —  5ap  -|-  6  (x  —  2)(x  —  3) 

^^^  ^  ■"  a?«  +  20?  +  I  ~         (0?+  i)« 

-  x*  4"  5»  —  6  (a*  —  i){x  -j-  6) 

^^  ^  ■"        {x  +  !)•  ~         (x+  i)« 

^  ^  2^—    ac»+  2X+  I  (a?+  !)• 

/A  -^  _    X'  +  2ag+2    _    (ag  +  i)«  +  I 

^'  ^        œ*  +  2X+i  (^+1)* 

Conformément  au  théorème  précédent: 

L'exemple  (a)  nous  donne  un  maximum  absolu —  pour 

CD  =  2 et  un   minimum   absolu    i    pour  ce  =  =fc  00  . 

*—  est  aussi  un  maximum  relatif  et  i  un  minimum  relatif. 
9 
d'après  notre  convention. 

L'exemple  (6)  nous  donne  un  minimum  absolu  5  —  pour 

5  ^ 

X  =  —  et   un  maximum  absolu    i   pour  ce  =  ±    00  . 
2 

5  -^  est  aussi  un  minimum  relatif  et  i  est  un  maximum 

9 
relatif  suivant  nos  idées. 

L'exemple   (c)   nous    donne   un    minimum    absolu   pour 

6g     ^       .  ,  I 

X  =  — ^.  Ce  minimum ^   est  aussi    un    minimum 

49  48 

relatif.  —  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  maximum  j/  =  -[-  oc 

pour  X  =  —  I-. 
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2 

L'exemple  (d)  nous  donne  pour  x  =  5  -5- un  maximum 

absolu  I  —,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif.  —  Nous  ne 
40 

nous   occupons    pas   de  j/   =  —  00  qui  est  un  minimum 
pour  x  =  —  I . 

L'exemple  (c)  nous  donne  pour  a?  =  +  00  un  maximum 
absolu  y  =  —  i,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif,  suivant 
nos  idées.  —  Nous  mettons  de  côté  y  =  —  00 ,  qui  est  un 
minimum  pour  x  =  —  i . 

Enfin  l'exemple  (  f)  nous  donne  pour  a;  =  +  00  le  mini- 
mum absolu  I,  qui  est  aussi  un  minimum  relatif.  Nous 
laissons  de  côté  j/  =  -f-  <»  qui  est  un  maximum  pour 
a5=  —  I. 

Remarquons,  en  finissant,  que  notre  manière  de  voir  est 
conforme  à  Tesprit  de  généralisation  qui  a  fait  de  l'algèbre 
un  instrument  apte  à  éliminer  les  exceptions  que  Tprésente 
la  théorie  des  grandeurs  considérées  d'abord  uniquement 
au  point  de  vue  absolu. 

Gomment,  d'ailleurs,  en  suivant  M.  Burat-Dubois,  expli- 
querait-on que  la  fonction 

.X*  —  5x  4-  6 
^         oj*  —  Sa?  -j-  4 

ne  présenterait  qu'un  maximum  pour  x=  2  —  =  — ,et 

qu'après  avoir  posé  x  =  — ,  la  même  fonction 

I  —  5u  -|-  6u^ 

^~     I  —  5w  +  4«" 

5  o 

présenterait  un  maximum  pour  x  =  -*—  ou  ti  =  -^  et  un 

minimum  i  pour w=o   oua;  =  +oo? 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


Dans  le  cas  douteiix  des  triangles,  en  appelant  G  et  G'  les 
valeurs  du  troisième  angle  A  étant  donné,  on  a 

tgA.  =  cotg-^  (C  +  G'). 

En  effet,  la  construction  géométrique  nous  apprend  que 
la  perpendiculaire  CD  abaissée  du  point  G  sur  le  côté  ÂB 
est  la  bissectrice  de  l'angle  BGB'  ;  de  plus,  si  le  problème 
a  deux  solutions,  la  ligne  CA  esta  l'extérieur  de  Tangle  BGB'; 
donc  on  a,  par  un  théorème  connu, 

2AGD  =  AGB  +  AGB'. 

D'autre  part,  l'angle  AGD  est  le  complément  de  l'angle  A 
donné  ;  donc  on  trouve  bien  d'après  cela  la  relation  indi^ 
quée. 

Dans  une  division,  on  ajoute  au  dividende  et  au  diviseur  le 
même  nombre  d'unités  ;  que  doit  être  ce  nombre  pour  que  lapariie 
enttére  du  quotient  ne  change  pa^? 

(Nous  supposons  que  dans  les  deux  cas  nous  faisons  la 
division  par  défaut.) 

Soient  A  le  dividende,  B  le  diviseur,  Q  le  quotient  ;  dans 
la  première  opération,  nous  trouvons  un  reste  R,  et  nous 
avons  identiquement 

A  =  BQ  +  R. 

Prenons  pour  dividende  A  -f-  ♦w,  et  pour  diviseur  B  -\-  m; 
par  hypothèse,  nous  avons  le  môme  quotient  Q;  soit  R'  le 
nouveau  reste,  nous  aurons 

A  +  m  =  (B  +  m)Q  +  R'. 

En   comparant  ces  deux  égalités  nous   trouvons   facile-  . 
ment  m(Q  —  i)  +  R'=R. 

Supposons  d'abord  que  Q  ne  soit  pas  égal  à  i  ;  alors 
nous  voyons  que  R'  est  inférieur  à  R,  et  nous  aurons  pour 
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déterminer  m,  l'égalité 

R  -R' 

f»  = 


Q-i     ' 

puisque  R'  n'est  pas  connu,  nous  voyons  que  m  ne  peut 
pas  dépasser  le  plus  grand  entier  contenu  dans  l'expression 

R 
Q-i 
c'est-à-dire  que  nous  aurons  une  limile  supérieure  de  m  en 
diminuant  le  quotient  d'une  unité  et  divisant  le  reste  par 
le  nombre  ainsi  obtenu. 

Nous  avons  supposé  que  Q  n'était  pas  égal  à  î  ;  cherchons 
ce  qui  arriverait  dans  ce  cas  ;  si  nous  avions 

A  =  B  +  B, 
B  étant  inférieur  à  B,  nous  aurions  évidemment,  quel  que 
fût  m  :  A  +  m  =  (B  -f  m)  -f  B, 

et  B  serait  plus  petit  que  B  -f^  m;  donc  dans  ce  cas  nous 
pourrions  prendre  pour  m  un  entier  quelconque,  et  le  qao- 
tient  ne  changerait  pas;  le  problème  est  alors  indéterminé. 


Une  équation  du  second  degré  a  ses  coefficients  imaginaires: 
trouver  la  condition  pour  que  cette  équation  admette  une  radne 
réelle. 

Soit  l'équation 

(a  -f  ài)x^  +  C'  +  b'i)x  +  (c  +  cV)  =  o. 
Si   cette  équation  admet  une  racine  réelle,  cette  racine 
réelle  devra  annuler  séparément  la  partie  réelle  et  le  coef- 
ficient de  i  dans  l'équation  mise  sous  la  forme 

aJD*  +  6x  +  c  +  i{a'x^  +  b'x  +  c')  =  o. 
Donc,  pour  que  l'équation  proposée  admette  une  racine 
réelle,  il  faut  que  les  deux  équations 

ax*  -(-  6jp  +  c  =  o,    a'cc*  +  fc'a?  -j-  c'  =  o 
.  aient  au  moins  une  racine  commune,  ce  qui  nous  donne  une 
condition  connue. 

11  est  bon  de  remarquer  que  cette  racine  convient  aussi 
à  une  équation  que  nous  pourrions  appeler  l'équation  con- 
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juguée  de  la  précédente  et  qui   en  dîfTère  en   ce  que  les 
coefficients  sont  conjugués  de  ceux  de  l'équation  donnée. 


Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
I    .   2*  +  2  .  3«  +  3  .  4«  +  . . .  +  (n  —  i)n« 

Si  à  cette  somme  j'ajoute 

2«  +  3«  +  4*  +  ...  +  n*, 
j'aurai  la  somme  des  cubes  des  nombres  de  2  à  ti,  c'est-à- 

dire  «'(»  +  I)'   _  ,^ 

4 
Donc,   puisque  la  somme  que  j'ai  ajoutée  est  égale  à 

n{n  +  0(2»  4"  0 

6  '' 

il  vient  pour  la  somme  cherchée 

nHn  +  i)«  _  7i(n-jr  i)(2n+  1)  ^  nin-j-  1)  ,3^^,  _^_    . 
4  6  12       ^  ^" 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  expression  est  toujours 
divisible  par  12;  car  le  facteur  3n'  —  n  —  2  étant  toujours 
pair,  ainsi  que  l'un  dos  facteurs  n  ou  n  +  i,  le  produit  est 
Voujours  divisible  par  4;  et  si  n  est  un  multiple  de  3  aug- 
menté de  I,  le  facteur  3n'  —  n  —  2  est  divisible  par  3. 
Donc  le  produit  est  bien  divisible  par  12. 


On  donne  un  demi-cercle  AB  et  une  perpendiculaire  PN  au 
diamètre  telle  que  AP  =  6.  On  demande  de  mener  par  le  point 
A  une  corde  rencontrant  PN  en  H,  et  la  circonférence  en  C  de 
Mie  sorte  çt^c  HC  =  R. 

(Le  leclcur  est  prié  de  faire  la  figure.) 
Abaissons   du  point  C  la  perpendiculaire  CD,  et  posons 
AH  =  X. 
Les  triangles   rectangles  AHP,  ACD  sont  semblables  et 
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D'autre  part,  on  a,  puisque  ÂG  est  une  corde  et  ÂD  sa 

projection,  AD  = — 

Donc  réquation  est,  en  supprimant  le  facteur  R  +  x,  qui 

26R 
ne  peut  être  nul,  x  =  ^      — - 

il  ~T"  ce 

Il  est  facile  de  résoudre  cette  équation.  Nous  avons  sup- 
posé ici  que  le  segment  HG  faisait  suite  au  segment  AH; 
on  pourrait  étudier  la  question  en  supposant  que  le  point  C 
est  entre  A  et  H  ;  le  problème  n'est  pas  plus  difficile  à  traiter. 


De  chaque  côté  du  centre  0  (Tun  cercle,  an  prend  OC  =  OD 
=  a,  sur  le  diamètre  AB  ;  déterminer  un  point  M  sur  la  drcon- 
férence  tel  que  OM*  =  MG  .  MD, 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

La  ligne  OM  étant  médiane,  on  a 

MG«  +  MD»  =  2a*  +  20M«  ; 
et,  par  suite  de  la  relation  donnée,  on  trouve 

(MD  —  MG)»  =  2a\ 
On  aura  aussi,  en  ajoutant  2OM»  de  part  et  d'autre, 

(MD  +  MG)«  =  2a*  +  40M*. 
Il  sera  dès  lors  très  facile  de  construire  la  somme  et  la 
différence  des  côtés  MD  et  MG,  et  par  suite  de  trouver  le 
point  M. 

On  pourrait  trouver  aussi  facilement  la  projection  du 
point  M  sur  le  diamètre;  en  effet,  on  sait  que  l'on  a 

MD»  —  MG»  =  4a  X  OB . 
Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  deux  égalités  pré- 
cédentes, on  trouve 

i6a»  X  OB»  =2  4a»(a»  +  2OM»). 
Par  suite,  on  construira  très  facilement  la  ligne  OB. 
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Trouver  y  pour  x  =  i ,  te  valeur  de 

VX    —    I 

v/x"  —   I 
Posons  X  ^=  y^P  ;  alors  il  vient 

\/x  =yp;    \/x  =î/»S 
et   l'expression  devient,    eu   supprimant  haut  et   bas  le 
facteur  y  —  i, 

yp  -  4  ^   yp  -  a  •!-     ...    4-1 
ym  -  1  4,  ym  -  i  +  .  .  ,    _|-    , 

et  pour  y  =  I,  ce  qui  donne  aussi  ac  =  i,  on  trouve 

y  g?  —  1 £_ 

\x  —  I 

Application;  ^ "^ — 

5 
pour  05=  I,  a  pour  valeur  -^. 

3 


Totrt  pton  perpendiculaire  à  Vune  des  arêtes  d*un  trièdre  rec- 
tangle coupe  ce  trièdre  suivant  u/n  triangle  rectangle. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'arête  du  dièdre  droit. 

Soit  un  angle  trièdre  SABG,  dont  le  dièdre  suivant  SG  est 
droit;  je  mène  un  plan  ABC  perpendiculaire  àTarôteSB; 
il  est  par  suite  perpendiculaire  au  plan  BSG  ;  or  le  plan 
ASC  est  aussi  perpendiculaire  à  BSG;  donc  l'intersection 
AG  de  ces  deux  plans  est  perpendiculaire  à  la  face  BSG» 
et  par  suite  à  la  droite  BG. 

Ce  théorème  nous  permet  de  résoudre  facilement  le  pro- 
blème suivant. 

Étant  données  deux  droites  SA  et  SB  qui  se  coupent^  par  SA  on 
'n^  un  plan  et  par  SB  un  plan  perpendiculaire  au  précédent  : 
trouver  le  lieu  des  droites  d*  intersection. 
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Si  je  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  SA,  ce 
plan  coupera  le  iribdre  formé  par  ASB  et  les  deux  plans 
mobiles  suivant  un  triangle  rectangle  dont  le  sommet  de 
l'angle  droit  sera  sur  l'arête  SG  ;  donc  le  point  C  d'intersec- 
tion de  cette  arête  mobile  avec  le  plan  que  je  viens  de 
mener  sera  sur  un  cercle  ayant  pour  diamètre  l'intersection 
de  ce  plan  et  du  plan  ASB.  Il  en  résulte  que  la  surface 
engendrée  par  l'intersection  des  plans  mobiles  est  un  cône 
oblique  à  base  circulaire  ;  les  deux  directions  de  sections 
circulaires  sont  les  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes 
SA  et  SB. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  l'École  saint-cyr 


Problèmes  de  mécanique. 

Un  parallélépipède  rectangle  pesant  s'appuie  par  une  de  ses  fiiees  sur  un 
plan  horizontal  ;  il  est  en  outre  sollicité  par  une  force  horizontale  située  daos 
le  plan  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité  et  perpendiculaire  à  Tone  des 
faces  latérales.  Examiner  si  le  corps  glissera  sur  le  plan  horizontal,  oo  (oumen 
autour  de  l'arôte. 

—  Trois  forces  qui  se  font  équilibre  sont  représentées,  en  grandeur  et  ei 
direction,  parles  perpendiculaires  abaissées  d'un  ]>oint  sur  les  côtés  d'iai 
triangle.  Trouver  la  i)Osition  de  ce  fioint. 

—  Un  poids  P  placé  sur  un  plan  incliné  parfaitement  poli,  est  relié  an 
poids  Q  par  un  fil  passant  sur  une  poulie  située  au  sommet  du  plan  inclinis 
étudier  les  lois  du  mouvement  de  ce  système. 

—  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  figure  formée  par  un  triangle  équilate- 
ral  et  un  carré,  la-base  du  triangle  coïncidant  avec  le  côté  du  carré. 

—  Un  projectile  est  lancé  avec  une  vitesse  v,  faisant  un  angle  a  avc^  l'horizon. 
Trouver  au  bout  de  combien  de  temps  il  repassera  dans  le  même  plao 
horizontal. 

—  Déterminer  avec  quelle  vitesse  il  fout  lancer  un  projectile  le  long  d'an  plaa 
incliné  pour  que  le  temps  qu'il  emploierait  à  parcourir  la  longueur  du  plan  swt 
égal  au  temps  qu'un  mobile  tombant  librement  du  re|)os  mettrait  à  parcourir 
la  hauteur  du  même  plan. 

-^  Calculer  l'inclinaison  d'un  plan,  sachant  que  si  l'on  abandonne,  du  poiat 
le  plus  élevé,  deux  corps  pesants,  l'un  sur  le  plan,  l'autre  verticalement,  le 
temps  employé  par  le  ])remier  pour  parcourir  le  plan  est  n  fois  le  temps 
employé  par  le  second  pour  parcourir  la  hauteur  du  plan. 

—  Sous  l'action  d'une  certaine  force,  un  cori)6  \ye8ani  loo  kilogrammes 
s'élève  d'un  mouvement  uniforme  suivant  la  ligue  de  plus  grande  pente  d'un 
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plan  Incliné  de  43*  sur    l'horizon.  Trouver  la  grandeur  de  la  force  qui  agit 
sur  ce  corps  en  la  supposant:  1*  parallèle  à  la  longueur  du  plan;  2*  parai 
lèle  à  la  base  du  plan  ;  le  coefficient  de  frottement  est  o,3o. 

—  Une  tige  homogène  ÂB,  de  longueur  /  et  de  poids  «,  est  mobile  autour 
d'un  point  A;  au  point  G,  tel  que  ÂG  =  dy  on  applique  un  poids  P.  On 
demande  à  quelle  distance  AD  du  point  A  il  faut  appliquer  une  force  Q 
l)erpendiculaire  à  la  tige  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

'  —  Étant  donnée  une  circonférence,  on  lui  circonscrit  un  polygone  quelconque  ; 

i         si  l'on  considère  le  centre  de  gravité  g  du  périmètre  de  ce  polygone,  le  centre  de 
,         gravité  G  de  la  surface  et  le  centre  0  de  la  circonférence,  les  trois  points  0,  (>,  g^ 

sont  en  ligne  droite.  Trouver  le  rapport  de  OG  kOg. 
i  —  En  quel  point  de  la  surface  totale  d'un  prisme  triangulaire  oblique  faut-il 

{         suspendre  ce  corps  par  un  fll  de  façon  que,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  les 

arêtes  latérales  prennent  une  direction  parallèle   ou   perpendiculaire  à  celle 

du  m? 

;  «—  Une  tige  AB,  de  poids  P,  de  centre  de  gravité  C,  est  mobile  autour  d'un  de 

ses  points  0  ;  un  fil  AHK,  attaché  à  l'extrémité  A,  passe  sur  une  poulie  très 
l>etite  H,  dont  le  rayon  sera  considéré  comme  nul,  et  qui  est  situé  verticalement 
au-dessus  du  point  0,  puis  retombe  en  HK  le  long  de  la  verticale.  On  connaît 
OH  =  /i;  on  demande  quel  poids  il  faut  suspendre  à  l'extrémité  K  du  fil  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  lorsque  les  deux  parties  du  fll  font  un  angle  donné  AHK  =  I. 

—  Trois  hommes  ont  à  transporter  une  plaque  homogène  et  d'égale  épaisseur , 
ayant  la  forme  d'un  parallélogramme;  l'un  d'eux  prend  la  plaque  par  un  sommet; 
on  demande  en  quels  points  du  contour  les  deux  autres  porteurs  doivent  la 
saisir  i^our  que  le  ix>ids  soit  également  réparti  entre  les  trois  hommes. 

—  Une  boite  cubique  sans  couvercle  est  suspendue  \mr  un  des  sommets  de  la 
(  base  supérieure  ;  elle  est  vide,  et  ses  parois  sont  d'épaisseur  uniforme,  mais 
i          négligeable  ;  trouver  la  position  d'équilibre. 

i  —  Une  plaque  triangulaire  homogène,  pesante,  et  assimilable  à  un  plan  est 

t  susjjendue  par  trois  flls  attachés  aux  trois  sommets  du   triangle;  lorsqu'il  y  a 

équilibre,  la  plaque  est  horizontale.  Trouver  une  relation  entre  les  longueui'S 
I  «)  p,  Y,  des  fils,  et  les  côtés  respectivement  opposés  dans  le  triangle. 

I  —  Si  trois  mobiles,  placés  aux  sommets  d'un  triangle,  partent  en    même 

temps  et  parcourent  respectivement  les  trois  côtés  dans  le  même  sens  avec  des 
I  vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gravité  reste  immobile. 

—  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'un  système  de  deux  mobiles  pesants 
égaux  assujettis  à  rester  sans  frottement  sur  une  circonférence,  située  dans  un 
plan  vertical,  et  sur  une  tige  rigide  susceptible  de  se  uiouvoir  librement  autour 
d'un  point  A  pris  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  circonférence. 


REMARQUES  SUR  LES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES 

ET  LES   FIGURES   INVERSES 
Par  Mauricb  &*Oemgn9. 


I.  —  Gonsidérous  deux  figures,  courbes  ou  surfaces,  homo« 
lhétit[ues  par  rapport  au  point  o.  Tirons   par  ce  point  une 
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sécante  quelconque  qui  coupe  les  deux  figures  respective- 
ment en  m  et  p.  Prenons  sur  cette   sécante  un   point  i  tel 

om    , 

que  -^r  ~"    ' 

h  étant  une  constante.  Nous  avons  de  plus 

om 


op 


=  k. 


Donc 


op    

'pT  " 


ou  i r-  = 

op  +pi 


c'est-à-dire 


op    "• 


k  +  h' 
h 


01  k  +  h   ' 

La   figure  décrite  par  le  point  i,  lorsque  la  sécante  piTote 


autour  du  point  o,  est  donc  homothétique  à  la  figure  décriie 
par  p  et  par  suite  à  celle  décrite  par  m. 

II.  —  Considérons  maintenant  deux  figures,  courbes  ou 
surfaces,  inverses  par  rapport  au  point  o.  Une  sécante  quel- 
conque menée  par  ce  point  coupe  ces  deux  figures  respec- 
tivement en  m  et  p.  Prenons  sur  cette   sécante  un  point  i 


tel  que 
Mais  nous  avons 

Donc 


om*pi  =  A. 
om.op  =  L 
pi  h 


op 
oi 


ou 


k 

h  +k 


op  k 

La  figure   décrite   par  le  point  i  est  donc  homothétique, 
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par  rapport  à  o  à  la  figure  que  décrit  le  point  p  et,  par 
suite,  inverse  par  rapport  à  o  de  la  figure  que  décrit  le 
point  m. 

Pour  faire  ressortir  Futilité  qui  s'attache  à  ces  remarques, 
je  yais  successivement  les  appliquer  à  un  exemple  très 
simple.  Autour  de  Vextrémité  o  du  diamètre  oc  de  la  circonfé- 
rence c,  pivote  une  sécante  op  coupant  cette  circonférence  en  p. 
D*un  point  fixe  a  pris  sur  oc,  on  abaisse  la  perpendiculaire  ara 
sur  la  sécante  et  on  porte  sur  cette  sécante  la  longueur  mi  =  op  ; 
trouver  le  lieu  du  point  i. 

Première  solution.  —  Le  lieu  du. point  m  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  oa  comme  diamètre;  cette  circonférence 
est  homothé tique  à   la  circonférence    c    par    rapport    au 

.  .      __  .  mi 

point  0.  Mais  =  i . 

op 

Donc,  d'après  la  première  remarque,  le  lieu  du  point  i  est 

homothétique  à  la  circonférence  c  par  rapport  a  o;  c'est,  par 

suite,  une   circonférence  passant  par  o  et  ayant  son  centre 

sur  oa. 

Deuxième  solution.  — Élevons  à  oa^  en  a,  la  perpendiculaire 
ao  qui  coupe  la  sécante  mobile  au  point  b.  La  droite  ab  peut 
être  considérée  comme  inverse  de  la  circonférence  c  par 
rapport  à  o.  Mais 

ob.pi  =  ob.om  =  oa^, 
qui  est  constant. 

Donc,  d'après  la  seconde  remarque,  le  lieu  du  point  t  est 
homothétique  de  la  circonférence  c  par  rapport  au  point  o; 
nous  sommes  ramenés  à  la  même  conclusion  que  précédem-- 
ment. 
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INTEBSEGTION 

DE  DEUX    SURFACES   DE    REVOLUTION     DU   SECOND    DEGBE, 

DONT  LES  AXES   NE    SONT  PAS  SITUES 

DANS   UN   MEME  PLAN 

Pur  M.  li.  C^eoAroy,  répétiteur  à  l'Ecole  Ceotrale,  profe$:<eur 

au  collège^  ChaptuL 


On  n'examine  pas,  à  Tordinaire,  dans  les  cours  de  géomé- 
trie descriptive,  la  question  qui  fait  l'objet  de  cette  note; 
elle  a  été  écartée  des  programmes  officiels  et,  dans  l'esprit 
des  élèves»  il  y  a  là  une  sorte  de  lacune  qu'ils  attribuent 
volontiers  à  l'impuissance  de  la   méthode  graphique. 

Dans  les  ouvrages  destinés  à  l'enseignement,  on  se  con- 
tente de  considérer  le  problème  actuel  comme  un  cas  par- 
ticttlier  du  problème  générai  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  degré.  On  choisit  les  plans  de  projection 
d'une  manière  convenable,  et  on  prend  des  plans  sécants 
auxiliaires,  qui  donnent  dans  l'une  des  surfaces  (si  cela  est 
possible)  des  sections  elliptiques  se  projetant  suivant  des 
cercles  ;  les  plans  auxiliaires,  déplacés  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  donnent  dans  l'autre  surface  des  sections  semblables 
se  projetant  suivant  des  courbes  homothétiques;  on  ince 
l'une  de  ces  courbes  avec  le  plus  grand  soin,  et  elle  permet 
d'obtenir,  par  le  déplacement  des  projections  circulaires  des 
sections  de  la  première  surface,  tous  les  points  de  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces. 

(Voir  la  Géométrie  descriptive  de  Eiœs.) 

Nous  nous  sommes  proposé  de  chercher  une  solution 
directe  du  problème,  pour  le  cas  particulier  de  deux  surfaces 
de  révolution  du  second  degré,  dont  les  axes  sont  placés 
d'une  manière  quelconque  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  théorème  suivant. 

Deux  surfaces  du  second  degrés  circomcriles  à  wie  même  troi* 
sième  surface  égahnent  du  second  degré,  se  coupent  suivant  deux 
cQUf'bes  planes. 
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Considérons  deux  sphères  inscrites  respectivement  dans 
chacune  des  surfaces  de  révolution  données,  et  imaginons  les 
deux  cônes  qui,  ayant  pour  sommets  les  centres  de  simili-* 
lude  directe  (S)  ou  inverse  (T)  des  deux  sphères  considérées, 
sont  circonscrits  à  ces  sphères.  Prenons  Tun  de  ces  cônes, 
S  par  exemple;  il  coupe  chacune  des  surfaces  de  révolution 
suivant  deux  courbes  planes,  en  raison  du  théorème  que 
nous  rappelons  plus  haut. 

Désignons  par  A  et  B  les  courbes  planes  déterminées  par 
le  cône  sur  la  première  surface;  et  par  G  et  D  les  courbes 
planes  situées  sur  la  seconde  surface,  les  courbes  A  et  G, 
par  exemple,  étant  situées  sur  le  cône  S,  auront  deux  points 
communs  réels  ou  imaginaires.  Ces  deux  points  appartiendront 
à  rintersection  cherchée  ;  ils  sont  d'ailleurs  situés  sur  Tinter- 
section  des  plans  des  courbes  A  et  G.  On  pourra  donc  les 
construire  en  cherchant  Tintersection  de  la  droite  commune 
à  ces  deux  plans  avec  le  cône  S. 

Chaque  cône  auxiliaire  fournira  huit  points;  car  les  plans 
A  et  B  coupent  G  et  D  suivant  quatre  droites,  qui  rencontrent 
elles-mêmes  le  cône  S  en  huit  points  réels  ou  imaginaires. 
La  question  est  ainsi  ramenée  au  problème  simple  :  Trou- 
ver Vintersection  d'une  droite  et  d'un  cône  de  révolution. 

Pour  simplifier  les  constructions,  on  choisira  le  plan 
vertical,  parallèle  à  la  fois  aux  axes  des  deux  surfaces,  et 
on  prendra  le  plan  horizontal  perpendiculaire  à  l'un  des 
axes. 

Le  contour  apparent  du  cône  S  s'obtient  immédiatement, 
puisqu'il  est  formé  par  les  tangentes  communes  aux  contours 
apparents  des  deux  sphères. 

Pour  obtenir  les  courbes  planes  communes  à  l'une  quel- 
conque des  surfaces  de  révolution  et  au  cône  S,  on  ramènera 
Taxe  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  vertical,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  Taxe  de  la  surface  de  révolution 
considérée.  Les  courbes  planes  seront  alors  projetées  verti- 
calement suivant  deux  lignes  droites;  on  aura  ainsi  les 
plans  des  deux  courbes  planes  qu'on  ramènera  par  une  rota- 
tion contraire  à  la  précédente  dans  leur  position  véritable. 
Ayant  effectué  la  même  construction  pour  Tautre  surface, 
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on  n'aura  plus  qu*à  construire  les  quatre  droites  suivant  les- 
quelles le  couple  des  plans  A  et  B  rencontre  le  couple  Gel 
puis  D;  on  cherchera  les  intersections  des  quatre  droite? 
ainsi  obtenues  avec  le  cône  de  révolution. 

Nous  ferons  remarquer  que  notre  méthode,  étant  générale, 
s'applique  au  cas  particulier  de  deux  surfaces  de  révolulioa 
dont  les  axes  se  coupent. 

En  prenant  le  plan  vertical  parallèle  au  plan  des  deux 
axes  et  Tun  des  axes  étant  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal, ou  peut  substituer  h  l'emploi  de  la  sphère  de  ravon 
variable  décrite  du  point  de  concours  des  axes  comme  centre 
(ce  qui  ne  donne  à  chaque  opération  que  deux  points  de 
l'intersection)  celui  du  cône  S,  qui  donne  huit  points  de 
l'intersection.  On  obtient  immédiatement  ces  points  dans  le 
cas  actuel,  car  les  courbes  planes  A,  B,  C,  D,  sont  proje- 
tées verticalement  suivant  des  lignes  droites,  et  on  reporte 
facilement  sur  le  plan  horizontal  les  points  obtenus  en 
projection  verticale  à  l'aide  des  parallèles  de  la  surface  de 
révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

Enfin  nous  terminerons  par  cette  dernière  remarque^  que* 
les  deux  sphères  inscrites  étant  absolument  arbitraires,  od 
peut  simplifier  les  constructions,  en  laissant  l'une  d*elle< 
fixe  pendant  tout  le  cours  de  l'exécution  de  l'épure. 


BACCALAUREAT 


PARIS 


Le  côté  de  la  base  d'une  pyramide  hexagonale  l'égulière  est  a;  sa  haateor 
est  A;  exprimer,  au  moyen  de  a  et  de  /t.  le  cosinus  de  l'angle  formé  pordau 
faces  latérales  adjacentes. 

—  On  donne  les  deux  traeei  d'un  plan  et  la  projection  horizontalep  dapial 
F*  de  la  perpendiculaire  MP  menée  du  point  M  de  l'espace  sur  ce  plan;  ii 
longueur  de  celte  perpendiculaire  est  /;  trouver  lei  projections  du  point  M. 

—  Bans  le  demi-cercleAl)A',on  mène  la  corde  BB'  parallèle  au  diamètre AA, 
k  une  distance  de  ce  diamètre  égale  à  la  moitié  du  rayon.  Exprimer  le  volaint* 
du  solide  décrit  par  la  rotation  autour  de  AA'  de  la  partie  comprise  entre  le> 
deux  parallèles. 

—  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  horizontal  AB.  TrouTcr  sur 
la  circonférence  un  point  M  tel  que,  en  abaissant  une  perpendiculaire  MPsur 
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AB,  on  ait  MP  -f-  PA  ^  m^  m  étant  une  quantité  donnée.  Quelles  sont  les 
ralears  que  doit  avoir  m  pour  que  le  problème  ait  0,  1  ou  2  solutions? 

—  Dans  une  progression  arithmétique  composée  ^e  trois  termes,  on  donne 
In  somme  des  termes,  fa,  et  la  somme  de  leur  quatrième  puissance,  6^; 
ralcuier  le  terme  du  milieu  et  la  raison  de  la  progression. 

—  Deux  di*oites  situéi\s  chacune  dans  un  plan  perpcndiculalra  à  la  ligne 
lie  terre  étant  données  par  leurs  traces,  on  propose  de  trouver  les  projections 
iloleur  perpendiculaire  commune. 

—  Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  de  rayon  donné  R,  on  porte  une  longueur 
AC  =  X.  Au  |K>int  C,  on  élève  au  diamètre  une  pei*pendiculaire  qui  rencontre 
en  D  la  circonférence  AMB,  et  on  achève  le  rectangle  ACDE.  Puis,  on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB.  On  propose  de  déterminer  x  de  façon  que  le 
rapport  du  volume  engendré  par  le  segment  ACDM  au  volume  engendré  par 
le  rectangle  Ai]! DE  ait  une  valeur  déterminée  k.  —  Quelle  est  la  plus  petite 
vrtieur  que  puisse  prendre  le  nombre  k  pour  que  le  problème  soit  possible? 


MARSEILLE 

Dans  un  cercle  ayant  un  rayon  égal  à  3'",  la  coiile  AB  sous-tund  un  arc 
deSo";  la  coixle  BC  sous-tend  un  arc  debo*.  On  demande  la  surface  ABGM A 
«imprise  en  les  deux  cordes  et  la  circonférence. 

—  Résoudra  un  triangle  rectangle  dont  on  donne  la  bissectrice  et  la  médiane 
issues  d'un  même  sommet.  (Cas  où  ce-  sommet  est  le  sommet  de  l'angle  droit; 
cas  où  c'est  le  sommet  d'un  angle  aigu;  ces  deux  cas  différents  ne  sont  pas 
indiqués  dans  l'énoncé,  qui  est  ainsi  incomplet.) 

—  Angle  d'une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  d'un  plan  passantpar  la 
ligtW*  de  terre  et  un  point. 


BESANÇON 

—  Étant  donné  un  triangle  isoscèle  dont  l'angle  uu  .sommet  est  A,  on  prend 
liur  la  base  un  point  M,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  et  MQ. 
i'  Exprimer  la  surface  du  quadrilatère  APMQ;  on  désignera  par  A  l'angle 
au  sommet,  par  o  la  base,  par  p  et  7  les  distances  MP  etMQ;  i**  déterminer 
i^  {K)iition  du  point  M  de  telle  sorte  que  la  surface  soit  niaxima  ou  rainima. 
—  Appliquer  la  première  pu'tie  au  cas  où  l'on  a 

A  =  32;»  27'  14' 

a  =  v3   ;  p  =  v/2  . 

—  On  lance  de  bas  en  haut,  avec  une  vitesse  u,  un  corps  pesant  sur  un 
p\an  incliné  d'un  angle  a  à  l'horizon  ;  ce  corps  s'arivte  en  un  point  M  «lont  on 
demande  la  distance  à  l'origine.  Trouver  eu  outre  le  lieu  décrit  parle  point  M 
lorsque  l'inclinaison  a  du  plan  varie  de  o  à  900. 

—  Trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

yjdx^  —  5iC  +    2        —  X\^ 

^uand  X  tend  vers  l'inHui. 
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ÉCOLE  DES  MINEURS  DE  SAINT-ÉTIENNE,  1881 


Mathématiques. 

Calculer  à;  un   dix-millième  près,   le  volume  d'une  sphère  dont  le  nvoe 

est  n  v/2  (Chaque  candidat  prendra  pour  la  valeur  de  n  son   numéro  df 
passage). 

—  Résoudre  et  discuter 

x^  +  y^  ^=  o* 
log  a;  4-  log  1/  =  A 

—  On  a  un  cône  droit  à  base  circulaire  dont  les  génératrices  sont  indéGninint 
prolongées  des  deux  côtés  du  sommet,  on  le  coupe  par  un  plan  perpendiea- 
laire  à  l'axe.  On  demande  de  mener  un  second  plan  parallèle  au  premier,  d^^ 
façon  que  la  surface  latérale  du  solide  compris  entre  les  deux  plans  soit  <i1t)^ 
un  rapport  déterminé  avec  la  somme  des  deux  bases.  Discuter. 

Phyniqne. 

—  Une  machine  pneumatique  permet  de  faire  le  vide  à  0*,00l  de  mcrcore; 
h  quel  degré  de  vide  arrivera-t-on  en  appliquant  le  perfectionnemeot  de 
Babinet? 

—  Une  sphère  de  ravon  R,  de  densité ,  est  plongée  dans  r«u  di^ 

I  -h  a 

tillée  à  4*.  De  quelle  hauteur  s'enfoncera-t-elle  dans  le  liquide?  [Chaque  en- 
didat  prendra  pour  a  son  numéro  de  passage.) 

—  Une  substance  transparente  est  taillée  en  prisme  d'angle  de  6o*.  Uo  rayon 
lumineux  traversant  cette  substance  sous  l'angle  de  déviation  minimal  sabit 
une  déviation  de  Sg*  42'  40'.  Quel  est  l'indice  de  réfraction  ? 

—  Une  lentille  biconvexe  est  taillée  sous  deux  faces  sphériques  de  i  mèw 
de  rayon.  On  constate  qu'un  point  lumineux,  situé  dans  l'axe  à  8  mètres  àe 
la  lunette,  fait  son  image  de  l'autre  côté  à  i",io.  Trouver  l'indice  deréfraftisa. 


COLLEGE  ROYAL  FRANÇAIS  DE  BERLIN 

ÉPREUVES  ÉCRITES  POUR    LES   BAGHELTERS 


Pftques  1880 

Trouver  les  quatres  termes  d'une  proportion  connaissant  la  différeor^ 
des  moyens,  a;  la  diflérence  des  extrêmes,  b;  et  la  somme  des  carrés  des 
quatre  termes,  c. 

—  Trouver  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  d'un  triangle  ra> 
tangle  sachant  que  la  somme  de  ces  trois  lignes  est  égale  à  6,  et  l'hypoté- 
nuse à  a. 

—  Construction  et  résolution  d'un   triangle  obliquangle.   connaissint  un 
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angle  C,  la  sommes  de  se?  deux  côlés,  et  la  différence  d  des  hauteurs  correi- 
poDdaates. 

—  Trouver  le  rapport  des  aires  des  trois  sphères  inscrite,  exinscrite  et  cir- 
consente  à  un  octaèndre  régulier. 

Saint-Michel  1880 

Résoudre  xy  +  xy^  =  6 

X  +  xy^  +  xy*  =z  ç). 

—  Trouver  le  premier  terme  a?,  et  la  raison  j/,  d'une  proportion  arithmé- 
tique connaissant  le  produit  a,  et  la  somme  5  6  de  ses  termes. 

—  Construire  et  résoudre  un  triangle  obliquangle,  connaissant  le  rayon 
pdo  cercle  inscrit,  l'angle  A  et  le  segment  ç  du  côté  c  adjacent  à  A  et  déter- 
miné par  la  hauteur.  Application  : 

p=  22,5;  q  =  II  ;  A  =  79'36'4o'. 

—  Dans  un  vase  en  forme  de  cône  droit  équilalérai  renversé,  on  a  placé 
une  sphère  de  rayon  r,  et  versé  assez  d'eau  pour  recouvrir  exactement  la 
sphère.  Quelle  hauteur  cette  eau  atteindra-t-elle  dans  le  vase  après  qu'on 
aura  retiré  \a  sphère? 


CONCOURS  ACADEMIQUES  DIVERS 


On  donne  un  angle  ABA'  ;  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire 
r.BA';  d'un  point  0  de  cette  bissectrice  on  abaisse  les  perpendiculaires  OD  et 
OD'  sur  AC  et  A'B;  on  fait  passer  par  les  points  0  et  B  une  série  de  cercles  qui 
ronpent  les  côtés  de  l'angle  ABA'  aux  points  P  et  P',  Q  et  Q'....;  démontrer  que  : 
!•  les  cordes  PP',  QQ...  sont  vues  du  point  0  sous  un  ongle  constant;  2*  les  per- 
fiendiculaires  élevées  au  milieu  des  cordes  PP',  QQ...  passent  par  le  point  0; 
3*  Jes  segments  PQ,  PQ'  sont  égaux;  4»  la  droite  DD' passe  par  le  milieu  des 
cordes  PP;  .Vies  différentes  coi-des  sont  tangentes  à  une  même  parabole  dont  le 
foyer  est  0  et  la  tangente  au  sommet  est  DD'.  Construire  cette  parabole  et 
trouver  les  points  de  tangence  des  diverses  cordes .  (Grenoble^  1867,) 

—  Si  dans  une  progression  par  différence,  ti-ois  termes  consécutifs  a. 6,  c  sont 
premiers  absolus,  la  raison  est  divisible  par  6,  à  moins  que  le  premier  terme 
ne  soit  3;  s'il  y  en  a  5,  la  raison  est  divisible  par  3o,  à  moins  que  le  premier 
terme  ne  soit  5  ;  s'il  y  en  a  7,  la  raison  est  divisible  par  210,  à  moins  que  le  pre- 
mier terme  ne  soit  7.  (On  supi>ose  que  le  premier  terme  de  la  progression  n'est 
lias  !).  (Foitiers,  1869.) 

—  Résoudre  l'équation 

a  coa^x  4-  (2a'  —  a  +  I  )sin  j?  —  3a  +  1=0  (MotilpeUkr^  4868) 

—  Étant  donné  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  on  mène  une  corde  quelconque 
AC,  et  on  la  prolonge  d'une  longueur  CD  =  AC  ;  on  joint  le  point  D  au  centre 
du  cercle,  et  on  mène  BC  ;  lieu  des  points  d'intersection  de  BC  et  de  DO. 

(Montpellier^  4868,) 

—  Les  trois  angles  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique,  la  somme 
des  carrés  de  leurs  sinus  est  égale  à  2;  quelles  relations  y  a-t-il  entre  les  côtés? 

(Montpellier^  4869») 
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—  ÉUiiildoQnées  doux  parallèles  coupées  par  une  sécante,  inscrire  enire  oe» 
deux  droites  deux  cercles  taiifçents  exlcrieureineut  1  un  à  l'autre,  et  tels  que  l'un 
soit  tangent  à  la  première  parallèle  et  à  la  sécante,  et  l'autre  tangent  à  la  serumie 
parallèle  et  à  la  sécante.  Solution  géométrique  et  solution  anal^  ticjue. 

fMontpêUier,  tS7h 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


CONCOURS  DE  1881 
Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  les  droites  D  telles  que  si,  pjr 
chacune  d'elles,  on  mène  dea  plans  tau^**"'*^  «  l'ellipsoïde,  les  normales  uu\ 
points  de  contact  M  et  M'  soient  dans  un  même  plan.  —  !•  Dt-montrer  q» 
la  droite  D  et  la  droite  de  contact  MM'  soiil  rectangulaires.  —  i"  Trouwr  le 
lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point  donné  A.  —  3*  Ce  lieu  est  uji 
cône  du  second  degré  ;  trouver  le  lieu  des  positions  du  ]}oint  A  pour  lesiqueile* 
ce  cône  est  de  révolution.  —  4*  Trouver  lenvelopiHï  C  des  droites  l)  qui  st>aî 
contenues  dans  un  j)lan  donné  P,  et  la  surface  S  engendrée  par  V.  quand  P  * 
déplace  parallèlement  à  un  plan  donné  Q.  —  5°  Trouver  pour  quelles  dinv- 
tions  de  Q  la  surface  S  est  de  révolution. 

Mathématiques  élémentaires. 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  le  côté  a,  l'angle  B,  et  la  différeof 
b  —  h  =  l  entre  le  côté  6  et  la  hauteur  /*  issue  du  so:~imel  A.  Discuter. 

Montrer  que  le  problème  peut  être  ramenée  la  re^'horche  des  points  où  le 
coté  AB  reîiconlre  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  sommet  i\  du  triang-le  et 
pour  dii-ectrice  une  parallèle  au  côté  BC.  Discutera  nouveau  le  problème,  et 
compai-er  les  résultats  des  deux  discussions. 

Mécanique. 

I  Celle  composition  porlc  sur  un  sujet  désigné  à  l^avance. 

Théorie.  — Monti-erque  IVlude  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui  |>euî 
tourner  librement  autour  d  un  point  fixe,  et  qui  est  soumis  à  raclioo  tW 
lorces  qui  sont  connues  pour  chaque  position  du  corps  solide,  dépend  de 
l'intégration  de  six  équations  di lièrent ielies  du  premier  onlre.  Établir  ci'> 
équations. 

Application.  —  Elfertuer  cette  intégration  dans  le  cas  où  deux  des  ;i\p- 
principaux  d'inertie  du  cor[}s  relatifs  au  point  fixe  sont  égaux,  et  où  aurtinc 
l'orce  extérieure  n'a;'it  sur  lui. 


AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIilE  SPECIAL 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

Calculer  avec  ijute  l'exactitude   des   tables  à   se|>t  décimales  la  valeur  df 
l'angle  u  donné  par  l'équation 

«  —  c  sin  /(  =  m,  [i) 
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l»o»ir  m  =  48",     e  =  0,167. 

On  en  déduira  It»  rayon  r  et  l'angle  v  au  moyen  des  relations 

1  —  e2 

r  =  I  —  0  cos  u  = . 

I  +  c  cos  V 

AoTA.  —  Dans  le  calcul  de  l'équation  (1),  m  deviont  être  exprimé  on  parties 
iV*i  rayon,  sera  multiplié  par  206265'. 

Géométrie  descriptive. 

Si  sur  lei  cordes  d'une  ellipse,  menées  parallèlement  ù  une  direction  donnée, 
conime  diamètres,  on  décrit  des  circonférences,  renvelopf>e  de  celles-ci  sera 
une  ellipse.  Pour  démontrer  celle  proposition,  on  considérera  l'ellipse  donnée 
comme  la  projection  oblique  sur  un  certain  plan  du  contour  d'une  sphère. 
On  fera  une  épure  ou  croquis  de  la  ligure  à  main  levée. 

Mécanique. 

Théorie  du  pendule  simple  dans  le  vide,  pour  des  oscillations  exlréniemenl 
petites.  Application. 
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Noos  avons,  il  y  a  un  an,  signalé  à  nos  lecteurs  l'apparition  du  premier 
volume  de  cet  ouvrage;  la  seconde  partie,  qui  vient  de  paraître,  comprend 
les  trièdres,  les  j)lans  tangents,  les  sections  planes  du  cône,  et  la  méthode  «les 
plans  cotés. 

On  voit  que  les  deux  volumes  parus  comprennent  ainsi  tout  le  programme 
<îe  Saint-Cyr;  et  nous  signalons  avec  plaisir  l'extension  donnée  par  l'auteur  à 
la  méthode  des  plans  cotés;  M.Jurisch  a  repris  l'apidement,  par  cette  méthode, 
si  imporlante  dans  la  pratique,  les  princii)ales  questions  qu'il  a  traitées  avec 
plus  de  détails  dans  la  méthode  des  deux  projections;  c'est  ainsi  par  exemple 
qu'il  a  montré  comment  on  peut  mener  les  plans  tangents  au  cône  et  au 
cylindie  en  projection  cotée.  Les  indications  suffiront  aux  élèves  pour  leur 
donner  une  idée  bien  précise  de  la  méthode,  et  les  engager  à  refaire  en  pro- 
jection cotée  un  certain  nombre  d'épurés  qu'ils  auront  exécutées  d'autre  pari 
à  l'aide  de  deux  plans  de  projection  ;  c'est  le  meilleur  moyen  pour  eux  île 
reconnaître  que  les  deux  méthodes  ne  présentent  pas  i)his  de  diÔicultés  l'une 
que  l'autre. 

Après  les  sections  planes  du  cône,  l'auteur  a  mis  les  énoncés  de  cinquante 
problêmes,  choisis  pour  la  plupart  dans  les  questions  d'examen  ou  de  concours 
pour  les  écoles  ;  ce  sont  les  meilleurs  exercices  que  Ion  puisse  donner  comme 
pré[)aratioD  à  des  élèves. 

En  terminant,  nous  pouvons  dirs  que,  grâce  à  cette  méthode  qui  consiste  à  ne 
pas  laisser  passer  une  question  de  détail  sans  la  signaler  à  ses  lecteurs, 
M.  Jurisch  nous  a  donné,  pour  la  préparation  au  baccalauréat  et  à  Técole 
Sûint-Cyr,  un  guide  très  précieux  dans  l'ensemble  de  ses  deux  volumes  ;  les 
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candidats  à  l'École  militaire  auront  appris  les  meilleures  constructions  pratiques 
pour  l'exécution  d'une  épure  ;  et  nous  croyons  que,  en  étudiant  sérieusemeot 
cet  ouvrage,  plus  d'un  élève  prendra  du  goût  pour  l'étude  de  la  géométrie 
descriptive,  dont  il  aura  pu  apprécier  les  méthodes  si  simples  et  si  génMe^ 

À.  M. 


ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 

Concours  de  1879 
mUon  par  M.  J.  Brava  élève  du  lycée  Charlemagne  (*). 


X*         y* 

On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes  -r — (-  ~-  =  i, 

et  un  point  M  sur  cette  conique. 

1®  Par  Us  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  de  la  courbe 
et  le  point  M,  on  fait  passer  un  cercle.   Prouver  que  le  lieu 
décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par 
V origine  0  des  axes. 

2**  Si  autour  du  point  0  on  fait  tourner  deux  droites  rectan- 
gulaires, elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux  points.  Prouoer 
que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  en  cfi 
points,  est  la  droite  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  OH. 

3*  Par  le  point  0  on  peut  mener,  indépendamment  de  la 
normale  qui  a  son  pied  au  point  0,  trois  autres  normales  à  k 
conique  K. 

Dans  le  cas  particulier  oii  la  conique  donnée  est  une  hyperbok 
équilatère  (A  =  i,  B  =  —  i),  montrer  quune  seule  de  m 
normales  est  réelle. 

4**  Calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

S®  Dans  le  cas  général,  trouver  V équation  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  les  coordonnées 
du  point  M  par  x^  y^. 

PREMIÈRE  PARTIE.  —  Soil  y  =  mo;  l'équation  d*un  diamètre 
de  la  conique.  La  deuxième  corde  d'intersection   du  cercle 

^^— —      '  ■■  -  — • —    ■  —  -  ■  ■    _  . 

(*)  Aujourd'hui  élève  à  l'École  polytechnique. 
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avec  cette  conique  passe  par  le  point  M,  et  elle  est  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  aux  axes  ;  son  équation 
est  donc  !/  —  !/i  =  —  ^  (^  —  ^0- 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  donnée  et  des  deux  droites  précé- 
dentes est 

(y  —  wo?)  [1/  -  î/i  +  m  {X  —  acOl  +  ^  (t"^^""  V^'' 
Pour  que  cette  conique  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit 

que  l'on  ait  X  —  tn'  =  -g-  -f-  i 

AB 

ou  X=  (I  +  ^')  B  _  ^  ' 

En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  ci-dessus,  ordon- 
nant et  simplifiant,  l'équation  générale  du  cercle  devient 

^f  +  °  (a?»  +  y')  +  {mx-y)  {mx,  +  y,) 
B  —  A 

(i  +m")  =  o, 


B  —  A 

Les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  données  par 
les  deux  relations 

2x  ^f  +  °  +  m  {mx,  +  1/0  =  o 

B  —  A  I 

,y  ^^  -    (mx.  +  2/i)    =  of    ' 

L'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations  donne  le  lieu 

du  centre. 

x 
En  divisant  membre  à  membre  on  voit  que  —  =  —  w. 

Ce  qui  pouvait  être  prévu,  car  le  centre  du  cercle  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  en  0  au  diamètre  y  =  mx. 

Remplaçant  m  par ï-  dans  la  seconde  des   équations 

(s),  elle  devient 

2j,(AiÇ  +  B)  +  (à  -  B)(-  -yx,  +  1/t)  =  o 
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ou,  en  supprimant  le  facteur  étranger  y  =  o, 

2(kx'  +  Bt/*)  +  (A  —  B)(yy,  -  xx,)  =  o.       (1) 
Cette  équation  représente  une  conique  K  ayant  ses  axes 
parallèles  à  ceux  de  la  conique  donnée  et  passant  par  l'ori- 
gine. La  tangente  en  ce  point  est  t/y^  =  xx^.  Par  suite  la 
normale  a  pour  équation  yx^  -f-  xy,  =  o;  cette  droite  esl 

w             X 
symétrique  de  la  droite  — ^  = par  rapport  à  Ox,  Donc 

2/1  ^1 

la  normale  OM'  à  la  conique  K  au  point  0  est  symétrique 

de  OM  par  rapport  à  Ox. 

A  — B 

La  conique  K  rencontre  Ox  au  point  J)  :  x  =■ .r,. 

^ B 

Elle  rencontre  Oy  au  point  E  ;  t/  =  — — j/,. 

Les  points  D  et  E  peuvent  s'obtenir  par  une  construction 
géométrique.  En  effet  la  droite  DE  a  pour  équation 

Byx^  —  kxy^  H — x^y^  =  o.  (}} 

Cette  droite  est  parallèle  à  la  normale  en  M  à  la  conique 
donnée,  car  cette  normale  est 

kx  By 


^i  2/1 


=  A  —  B. 


X  1/ 

De  plus,  si  Ton  fait  a?  =  —^,  y  =  -^,  Téquation  (S)  étant 

satisfaite,  on  voit  que  DE  passe  par  le  milieu  G  de  OM. 

De  ces  deux  remarques  on  déduit  la  construction  des 
points  DE. 

Le  centre  I  de  la  conique  K  a  pour  coordonnées 

A— B  A— B 

0^  =  — ^f^o.,,    y  = p-t/,  (y) 

Ce  point  I  est  le  milieu  du  segment  DE.  Il  s'ensuit  que 
le  point  F,  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur 
OD  et  0£,  appartient  également  à  la  conique  K,  qui  est  main- 
tenant déterminée,  puisque  Ton  connaît  quatre  points  0,  D 
E,  F,  et  la  tangente  en  0.  On  peut  remarquer  que  le  point 
F  est  le  milieu  du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  la 
normale  en  M  ù  la  conique  dounée. 
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Nous  allons  montrer  que  la  conique  K  est  semblable  à  la 
conique  donnée. 

(A  4-  A')* 
En  effet,  Tinvariant  absolu  ■  \,,        ,\,'  est   ici,  pour  la 

ij2  —  AA 

conique  donnée. 


(x  +  ^) 


_    (A  +  B)« 
—  AB 


AB 


(A  -1-  B)* 
et  pour  la  conique  K         -^ —  .^^  . 

—  AB 

Donc  ces  deux  coniques  sont  semblables. 
D'ailleurs,  si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  a  eux- 
mêmes  au  point  I,  par  les  formules 

l'équation  (1)  devient 

ou  AX*  +  BY*  =  f -^îî: ^\   .  (2) 

Si  maintenant  on  fait  tourner  la  conique  K  de  90^*  autour 
du  point  I,  son  équation  (2)  deviendra,  par  la  simple  permu- 
tation de  X  en  Y  , 

X'         Y-  _   (A--B)« 
A    +     B  "      i6AB     •  ^^  ^''^ 

Ce  qui  montre  qu'après  celle  rotalion  la  conique  K  est 
homothétique  de  la  conique  donnée.  On  déduit  de  là  en  par- 
ticulier que  : 

Les  asymptotes  de  la  conique  K  sont  perpendiculaires  à  celles 
de  la  conique  donnée. 

Enfin  réquation  (2),  étant  indépendante  de  x^  y,  ^montre  que 

Lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  donnée,  la  conique  K 
reste  invariable  de  forme  et  de  grandeur.  Elle  ne  fait  que  se  dé- 
placer parallèlement  à  elle-même. 
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Il  s'ensuit  que  dans  ce  mouvement  du  point  M,  le  point  I, 
centre  de  la  conique  K,  décrit  lui-même  la  conique 

\       4       / 
égale  à  la  conique  K. 

Deuxième  partie.  —  D'après  le  théorème  de  Frégier,  la 
droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  rayons  rectangu- 
laires issus  de  0,  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male OM'  en  0.  Comme  OD  et  OE  sont  rectangulaires,  il  en 
résulte  que  le  point  fixe  en  question  n'est  autre  que  le 
point  G,  intersection  de  DE  avec  OM'. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  le  lieu  demandé  est  la  polaire 
du  point  G  par  rapport  à  la  conique  K.  C'est  donc  déjà  une 
droite.  Il  s'agit  de  reconnaître  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  OM  et  passe  par  le  milieu  C  de  ce  segment. 

Le  point  G  étant  défini   par  l'équation  {p)  qui  reprcseole 

DE  et  -^  = qui  représente  OM',  les  coordonnées  sont 

Par  suite  sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  K  a  pour 
équation 

a?(4Ax'  -  (A  -  B)  x,)  +  y  ^By  +  (A  -  B)  y,) 

-}-  (A  —  B)(t/'yi  —  XX,)  =  o 
ou  bien 

+  (a^.-  +  y>')  _t(r+B)-<^ 

X  '     j  I  fjj' 

OU  enfin  xx^  +  Wt  =  — ^     '   y*  .^ 

Cette  droite  est  bien  perpendiculaire  à  la  droite  OM 
(-^  =  '—]    et  elle  passe  bien  par  le  point  C,  dont  les 

coordonnées  sont  — ^  pt  -ï^. 

2  2 


XX 
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Troisième  pabtie.  —  Dans  le  cas  où  l'on  a  A  =  i,  B  —  —  , 
I  équation  (1)  devient  ' 

X*  —  y*+  yy^—  xx^=  o.  (4) 

i.a  conique  K  est  donc  aussi  une  hyperbole  équilatère; 
a  ailleurs  11  ne  pouvait  pas  en  être  autrement,  puisque  la 
conique  K  et  la  conique  donnée  sont  semblables. 

Nous  aUons  faire  voir  que  si  d'un  point  d'une  hyperbole 
equilatere  on  cherche  à  abaisser  des  normales  à  la  courbe, 
deux  de   ces  normales  sont  toujours  imaginaires. 

Prenons,  en  effet,  des  axes  parallèles  aux  asymptotes,  et 
1  ongme  au  poijat  d'où  l'on  abaisse  les  normales. 

L'équation  de  l'hyperbole  sera  de  la  forme 

xy  =  ax  +  by.  (e) 

^  Hyperbole  aux  pieds  des  normales  abaissées  de  l'origine 
aura  pour  équation 

X      _      y 

y  —  a  X  —  b 

^\     ,      .  x^  —  y^  —hx  +  ay  =  o.  (^) 

Il  s'agit  de  trouver  les  points  communs  aux  deux  courbes 
(fi)  et  (<p).  Éliminons  y  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

^    —  1 ilTi ox  A =  o: 

{x  —  by  ^  X  —  b  ' 

ou  bien,   en  supprimant  la   solution  a;  =  o  qui  correspond 

k  la  normale  qui  a  son  pied  en  0,  puis  simplifiant  Téquation  : 

{x  —  by  =  a*b. 

Cette  équation  n'a  évidemment  qu'une  racine  réelle,  savoir  : 

X  =  b  -{-  ^a^b  ; 
à  laquelle  correspond  l'ordonnée 

y  =  a  -f-   ^  ab*.      Ainsi 

Dun  point  quelconque  0  tune  hyperbole  équilatère  xj=z  ax 
+  by,  on  ne  peut  abaisser  qu'une  normale  réelle  à  la  courbe^ 
^t  les  coordonnées  de  son  pied  sont 

X  =  b  +  \/'ë^     y  =  a  +  v^ab«.  (g) 

Quatrième  partie.  — Le  résultat  précédent  va  nous  servir 
à  résoudre  la  question  proposée  pour  l'hyperbole  (4). 
Faisons  tourner  les  axes  de  48<»  autour  de  0;  les  formules 

J0imi«AL  DE  HATE.  1881.  ^0 
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de  transformation  sont 

X— Y  X+Y 

ei  par  tuite  l'équation  (4)  devient  dans  ce  système 

Sti  appliquant  à  cette  équation  les  formules  (S),  noas 
trouvons  pour  les  coordonnées  de  la  normale  réelle 

Y  =         '         Ui  —  «1  +  V^(!/i  —  a^i)  (yi  +  ^i)*  J 

Il  faut  maintenant  revenir  aux  axes  primitiCs»  ce  qui  se 
fait  immédiatement  au  moyen  des  formules  (X).  Les  coordon- 
nées cherchées  sont  alors  définitivement 

a?  ^  -^  +  -^iKi*  —  !/i*  Wx^  —  yi  +  \lx^  +  yj 

Troisième  et  ouatrièms  partie.  ^«  Autrt  solution.  —  On 
peut  parvenir  aux  formules  (6)  par  une  autre  méthode,  sans 
effectuer  aucune  rotation  d'axes. 

L'hyperbole  passant  par  les  pieds  des  normales  abaissées 
de  l'origine  sur  l'hyperbole  (4)  a  pour  équation  : 

a?         _  y 

2X  —  oît  2y  +  y, 

ou  4xy  —  xyi  —  yxi  =:  o.  {') 

Eliminons  y  entre  les  équations  (4)  et  (7),  il  vient 

«  —  f :^M  +  - 


—  2Xt  =  0 


(403  —  x^y       400  —  x^ 

ou,  en  suppri:i:ant  la  solution  ce  =  o, 

(x  —  œi)  (4a?  —  Xi)"  —  aîyi"+  yi*  (405  —  adJ  =  0. 
Développant  et  simplifiant  on  a 
i6a?»  —  24a?iX'  +  Sœ  {3x^*  -f  y^*)  —  a?4(£Ci*  +  y^*)  =  0 
Pour  discuter  et  résoudre  cette  équation  débarrassous-U 
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de  son  second  terme  en  posant  a;  =  js  -| î-;  (fx) 

elle  devient  alors^  après  déyeloppement, 

,»-^.(x,«_j,.)-^  31^^  =  0.      (8) 

Formons  le  caractëie  -2 — i — £_. .  On  a  ici 

4  27 

4         27      L      16    J    16  16^  16' 

quantité  essentiellement    positive.  L'équation  (8)  n'a  donc 

qu'une  seule  racine  réelle  ;  par  conséquent  on  trouve  de 

nouveau  qu'il  n'y  a  qu'une  normale  réelle. 

La  formule  de  Cardan,  appliquée  à  l'équation  (8)  donne 
3 


s 


4         16      "^  4         16     • 


I  i/^L  ^i'  —  yi'      yt    ^i'  —  yi* 
"'"14        16  4        16 

ou       z=  — v/^1*  —  yi*  (\/^i  +  yi + v^«^i  —  yi) 

On  en  déduit,  en  vertu  de  la  relation  (p.), 

-  +— \/aîi*  —  yi*  [y/  a^i  +  yi  +  V^  a?i  —  t/J, 


2      •    4 
valeur  conforme  à  celle  déjà  trouvée  (6). 

Quant  à  la  valeur  de  t/,  on  la  déduirait  de  la  précédente 
par  la  permutation  des  lettres  x  et  y. 

GiMQuiiME  PARTIS.  —  Daus  le  cas  général  l'équation  de 
l'hyperbole  aux  pieds  des  normales  est 

ço y 

4AX  —  (A.  —  B)x^         4B1/  +  (A  —  B)yi 
ou  4xy  =  xyi  +  yx^.  (7  bis) 

Cette  équation,  étant  indépendante  de  A  et  de  B,  montre 
que  l'hyperbole  ne  dépend  que  du  point  M  et  non  de 
la  conique  donnée.  On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  sous 
la  forme  suivante  : 

Si  une  conique  K  est  circonscrite  à  un  rectangle  varich- 
ble  ODFE,  dont  deucr  côtés  OD  et  OE  sont  appliqués  sur  0  et  Oy, 
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et  dont  la  diagonale  DE  paisse  par  un  point  fixe  G;  si^  de  plus, 
la  normale  à  cette  conique  en  0  est  symétrique  de  OG,  alors 
les  pieds  des  normales  abaissées  de  Osur  ces  différentes  coniques 
seront  sur  une  même  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotet 
parallèles  à  Ox  et  Oj,  et  passant  par  0  et  C,  et  ayant  son  centre 
au  milieu  de  OG. 

Revenons  maintenant  au  problème  proposé.  Il  s'agit  de 
faire  une  combinaison  des  équations  (1)  et  (7  bis)^  de  ma- 
nière à  supprimer  la  solution  commune  x  =  o,  y  =  o. 

Pour  cela  nous  écrirons  ces  équations  sous  la  forme 
Gonique  K  :  x{2kx  —  (A  —  B)Xi)  +  y(2By  +  (A  —  B)yJ = o 

et  Hyperbole    =  — 

ir,  —  2X        2Sf  — y^ 

Remplaçant  dans  la  première  ce  et  y  par  les  quantités 
proportionnelles  x^  —  205  et  21/  —  yi,  il  vient 

(a?i  —  2a;)[2Aa;  +  (B  —  A)a?i] 

+  (2y  —  yi)[2By  +  (A  —  B)y,]  =  0 
ou  bien       4(By*  —  kx*}  +  205X1(2 A  —  B)  +  2yyi(A  —  2B) 

+  (B  -  A)(a7,«  4.  y,«j  =  0 

Gelte  conique  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  issues 
de  0  à  la  conique  K,  mais  elle  ne  passe  plus  à  Tontine. 

Pour  trouver  l'équation  du  cercle  demandé,  écrivons  la 
combinaison 

4(By«  —  Aac*)  +  2a5a;4(2A  —  B)  +  2yyi  (A  —  2B) 
+(B- A)(a:i«+  y,«)+2X(Aaj«  +  By«)  +  X(A  -  B)(yy,  -  xx,)=o 

Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait  2B  +  BX  =  — 2A  +  AA 

ou  A  =   2   -r ^    . 

A   D 

L'équation  précédente  devient  alors 

8AB 

^_P  (œ*  +  y*)  +  aœœ,  (A  —  2B)  +  2yy^(2k  —  B) 

+  (B  -  A)(a;,«  +  y,*)  =  o 
et  la  question  est  résolue. 
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EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1881 


Géométrie  analytique. 

Oa  Goosidère  ane  hyperbole  et  une  corde  AB,  perpendiculaire  à  l'axe 
fnmsTerse,  par  exemple;  il  existe  deux  cercles  passant  par  les  points  A  et  B 
et  tangents  aiu  deux  asymptotes.  Démontrer  que  la  distance  des  centres  de  ces 
cercles  est  constante,  quelle  que  soit  la  corde  principale  AB  considérée. 

—  Construire  la  courbe  définie  par  les  deux  équations 

t  i  -{-  t 

—  Lieu  de?  mllieax  des  cordes  normales  à  une  parabole. 

—  Construire  y*  —  ary  -f-  a;  =  o. 

—  Asymptotes  de  p*  (sin  fi>  —  2  cos  u)  +  p  cos  <o  —  3  =  o. 

—  Combien  y  a-t-il  d'hyperboles  équilatères  passant  parles  points  communs 
aux  deux  coniques  /  =  o,  ç  =  o  ;  qu*arrive-t-il  si  les  coniques  sont,  l'une  et 
l'autre,  des  hyperboles  équilatères  ?  énoncer  le  théorème  qui  correspond  à  ce 
cas  particulier  remarquable. 

—  Surfaces  qui  correspondent  à  l'équation 

x^-^  œ^  +  z^  +  imy  (s  -f-  a;)  H-  232?  =  i, 
f»  étant  un  paramètre  variable. 

—  Trouver  le  cône  réciproque  de 

\/^+  yfy'^  4^"^  ®- 

—  Calculer  le  paramètre  de  la  parabole 

—  Que  représente  l'équation  xy  —  %^  =  o  ? 

—  Construire  y  =  /o?  -f-  >/a?  —  3,  les  radicaux  étant  pris  avec  leur  signe. 

—  Asymptotes  de  la  courbe 

(i 2  cos  »)  p'  +  2p  sin  (i>  -h  I  —  3  cos  w  -^  o. 

—  Équation  du  second  degré  qui  représente  les  tangentes  menées  à  la  parabole 

par  un  point  donné.  ,   .    , 

duxr  4"  va?  +  c 

—  On  donne  la  courbe  y  =  ^^^  _  ^^^^  _^y 

a,  6,  c    a\  df  d  sont  des  nombres  réels  et  on  suppose  d>  d";  cette  courbe 
aura  des  asymptotes  ;  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  x  =  d. 

—  Quelle  est  la  surface  ^présentée  par  l'équation 

œy  -{-  y%  +  xz  +  i  =  oJ 

—  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

xy  -^  xz  —  i*  H-  I  =s  o? 
Théorie  des  asymptotes  en  coordonnées  polaires. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

x  {X  —  i)  (g?  —  2) 

y  = ^r^3 — • 

—  Trouver  Téquation  du  cylindre  circonscrit  à  rellipsoîde.  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 

—  Soient  les  deux  équations  homogènes 

Aflj*  +  aBa?!/  +  Cy*  =  o, 

aafi  4-  3bxhf  +  Sftojy*  +  dy*  =  o» 
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représentant  chacune  un  système  de  droites.  Trouver  la  condition  néeesaaiieet 
gnfiEuante  pour  q[ue  ces  deu;  systèmes  aient  une  droite  commune. 

—  Ecrire  l'équation  génénde  des  surfaces  du  second  degré  renfermant  Taie 
des  s  ;  démontrer  que  tout  plan  passant  par  l'axe  des  z  est  tangent  k  U 
surface. 

—  Que  deyient  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  quand  oa 
prend  pour  axe  des  x  et  des  z  deux  génératrices  du  cône  asymptote,  et  pov 
axe  des  y  le  diamètre  conjugué  du  plan  des  xx^ 

—  Lieu  des  points  de  rencontre  des  génératrices  rectangulaires  de  lliypef- 
boloîde  à  une  nappe. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surfooe  du  second  ordre 
par  des  plans  passant  par  un  point  donné. 

S^  fp  j(' 

—  On  donne  Thyperboloïde  — ; — j — 2L -_=  i  ;  chercher  l'équatk» 

a*  b*  c' 

des  plans  parallèles  à  l'axe  des  y  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  droites. 

—  On  donne  l'un  des  foyers  d'une  hyperbole  et  l'un  des  sommets  dureetan^ 
construit  sur  les  axes  ;  trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  conique,  son  point  de  contact  et  les  iSofers; 
trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  Etant  donné  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine,  on  demande  la  condi- 
tion pour  qu'on  puisse  placer  sur  ce  cône  un  trièdre  trirectangle. 

—  Lieu  des  sommets  des  anglas  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  k 
l'ellipse. 

—  On  a  une  conique  et  deux  points;  par  ces  deux  points,  on  mène  les  tu- 
gentes.  Trouver  l'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatro  points  àt 
contact  et  par  un  point  donné. 

T-  On  donne  dans  une  surface  de  second  ordre  trois  génératrices  et  la  dire^ 
tion  d'un  plan  cyclique.  Trouver  l'équation  de  la  surface. 

—  Etant  donnée  l'équation  — ^  =  20?,  trouver  l'équation  géDérate 

des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  une  seule  droite. 

—  Lieu  des  foyers  d'une  ellipse  dont  on  connaît  un  sommet  situé  sur  k 
petit  axe,  et  l'une  des  tangentes  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  oonjogié 
égaux. 

—  On  donne  une  ellipse  ;  on  mène  la  normale  en  un  point  M,  et  du  eestre 
on  abaisse  la  perpendiculairo  OP  sur  cette  normale.  Trouver  le  maximnm  at 
le  minimum  de  OP,  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 

Alg&bre. 

Dérivée  de  v  =  «w  sin       ^i  —  cos  a?. 

—  Arrangements  de  m  lettres  p  àp;  si  l'on  considéra  les  arrangements  de 
m  lettres  (p  —  i)  ^{P  —  z)  et  si,  comme  le  veut  la  démonstration  ordinaire, 
au  lieu  de  placer  les  m  —  p  +  i  lettres,  successivement  à  la  droite  de  l'ar- 
rangement A^  considéré,  on  le  plaçait  dans  tous  les  intervaUea,  montrer  qae 

les  arrangements  ainsi  formés  se  reproduiraient,  et  dire  oombiett  de  fois  cba- 
cun  d'eux  serait  formé. 

—  Définition  d'une  fonction  implicite.  Dérivée  d'une  pareille  GiMictioa;  qoe 
devient  y'  si,  au  point  â?  =  a,   y  =  &i  on  a  simultanément  /^(a,  d)  =  0 

f^(a^  6)  B  0?  Pourquoi  doit*oB  trouver  y'  par  un«  équation  du  second  degré? 
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—  Définir  le  quotient  de  deux  quantités  imaginaires;  démontrer  qn'ii  y 
an  système  unique  de  solution. 

—  Chercher  les  racines  de 

+  -7- rrr-  +  tt ^rt-  -  i  «  o. 


X  —  I  (j;  —  2)3  (x  —  3)'' 

-  Dérivée  de  y  =  arc  tg  i /ZE-^L£. 

V    I  -|-  cos  a; 

—  Dérivée  de  l'expreasion 

y  38  L  — «^ . .  ■    .»  -t  arc  tg   • 

sin  a? 
de 


(8ina?\' 


—  DériTée  de       w  =  arc  tg  — : 

6  —  ax 

la  dérivée  est  celle  de  arc  tg  x\  pourrait*on  le  voir  dprion? 

—  Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles,  peut-on  remplacer  les 
fbnctiona  de  Sturm  par  d'autres  plus  simples? 

—  Abaisser  le  degré  d'une  équation,  sachant  qu'il  eiiste  une  relation  entre 
deux  racines. 

-*  Etant  donnée  Téquation  x*  —  20?*  -\-  ax-^  5  s=  o,  on  demande  la  r«ilation 
à  établir  entre  a  et  6  pour  que  la  différence  des  deux  racines  de  oette  équa* 
tion  soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

Mathématiques  élémantairaa. 

Les  trois  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  triède  perpendieulairement  aux 
faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

—  Les  plans  qni  passent  par  les  arêtes  d'un  triëdre  et  les  bissectrioei  des  faoee 
opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

x 

—  On  donne     tg  —  =  ^  ;  calculer  x  et  cos  x. 

—  Définition  de  deux  droites  antiparallèles  par  rapport  à  un  angle.  Théo*> 
pfeme  fondamental. 

—  Chercher  une  expression  de  la  somme 

sin  a;  +  sin  2ar  +  sin  3a;  + 4-  sln  nx. 

Etant  donné  un  triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  petit 
eerela  et  dont  un  des  côtés  passe  par  le  pôle  de  ce  petit  cercle  «on  denunda  si 
l'angle  opposé  à  ce  côté  est  supérieur  à  un  droit. 

—  Décomposer  [a^  ■\-  x  ■\-  lY  -\'  i  en  un  produit  de  deux  facteurs  réela 
du  second  degré. 

—  Entre  quelles  limites  laut*il  fiiire  varier  x  pour  que  la  fraction 

40?*  — 5a5— I 

soit  plus  grande  que  i  ? 

—  Minimum  de  —r-,  quand  a?  —  1/  =  K, 

—  Si  l'on  retranche  l'unité  du  carré  d'un  nombre  premier,  le  reste  est  divi- 
sible par  24. 
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—  Entre  quelles  limites  faut-il  fiiire  varier  x  pour  que  l'inégalité. 

3a;*  —  20?*  +  22 

î >  2 

£C*  —  1  zic*  -|-  35 

soit  satisfaite? 

—  Déterminer  les  ofttés  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  saifree  et 
le  rayon  du  centre  inscrit. 

Géométrie  desoriptive. 

On  donne  un  eliipsoïde  de  |  révolution  à  axe  vertical,  un  point  par  ks 
projections,  et  on  considère  le  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  circooserit 
à  reliipsoïde;  trouver:  1*  la  trace  horizontale  de  ce  cône;  2*  le  genre  de  eette 
trace  d'après  la  position  du  point  ;  3*  déterminer  les  axes,  et,  dans  le  cas  où 
cette  section  est  du  genre  hyperbole,  déterminer  ses  asymptotes. 

—  On  donne  un  plan,  par  ses  traces,  et  un  point  quelconque  de  l'espace,  par 
ses  projections;  on  suppose  ee  point  lié  invariablement  au  plan;  on  demande 
ce  que  devient  le  point  lorsque  l'on  rabat  le  plan  sur  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  deux  droites  dans  le  plan  horizontal;  ces  droites  sont  les  tnoei 
de  deux  plans  ;  on  donne  en  outre  les  angles  de  ces  plans  avec  le  plan  hori- 
zontal; trouver  l'angle  des  deux  plans. 

—  On  donne  un  triangle  plan  ABC  ;  AB  est  une  horizontale  située  à  un  déci- 
mètre du  plan  horizontal;  on  suppose  que  AB  tourne  autour  de  AC  ;  quelle  sera 
la  surface  engendrée?  Section  par  un  plan  passant  par  BC,  et  faisant  un  angle 
de  45*  avec  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  une- droite  (a&,  a' h')  parallèle  au  plan  vertical;  m'n  est  la  pro- 
jection verticale  d'une  courbe,  qui  a  pour  projection  horizontale  ab\  eette 
courbe,  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  une  surùtce;  trouver  un  poiot 
de  l'intersection  de  cette  surface  avec  un  plan  donné  par  ses  traces. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal.  Les  droites  AB,  AC 
sont  les  génératrices  opposées  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  serait  la  bis- 
sectrice de  l'angle  GAB.  On  coupe  le  cône  par  un  plan  passant  par  CB  et  ftisaat 
un  angle  de  30*  avec  le  pUn  horizontal;  trouver  un  point  de  la  section  etb 
tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  plan  vertical  ;  en  tournant  autour  delà 
ligne  de  terre,  cette  droite  engendre  un  hyperboloïde.  Connaissant  la  projeeûn 
verticale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  sa  projection  horizontale.  Pian  ua- 
gent  en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  par  ses  projections  et  un  point  de  eette  droite.  Ce 
point  est  le  sommet  d'un  cône  dé  révolution  dont  l'axe  est  la  droite  donnée. 
Construire  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  une  droite  quekonqœ. 
La  droite  de  iront,  en  tournant  autour  de  l'autre  droite,  engendre  un  hyp»- 
boloïde.  Trouver  la  normale  en  un  point. 


QUESTION  275 


La  somme  de  n  nombres  positifs,  entiers  ou  fractionnaires, 
multipliée  par  la  somme  de  leurs  inverses  ne  peut  jamais  être 
égale  à  n*,  excepté  si  les  quantités  sont  égales. 
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On  sait  que,  par  une  identité  due  à  Lagrange  et  facile  à 
Térifier, 

(a«  +  6»  4-  c»  4-   . . .)  (A«  +  B*  +  C«  -f  . . .) 
—  (Aa+  B6  +Cc+  ...)"=  ^kb  —  Ba)K 

Le  second  membre  ne  peut  être  nul  que  si  toutes  ses 
parties  positives  sont  séparément  égales  à  zéro.  Appliquant 
cette  remarque  à  l'égalité  proposée  on  aura, 

Les  quantités  x^cc^  ,..  Xn  étant  supposées  positives,  on  a 
donc  a;^  =  or,  =  a;,  =  . . .  =  û?n  . 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Gilly,  étudiant  à  Montpellier; 
Dupay,  au  lycée  de  Grenoble. 


QUESTION  307 

^olntloH  par  M.  Gillt,  élève  à  la  Faculté  de  Montpellier. 

a.  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

X» 

2 

y  =  e 
Établir  que  la  dérivée   d'ordre   n  est  égale  au  produit  de  la 
fonction  elle-même  par  un  polynôme  entier  en  u,  Pn,   du  degré 

b.  Démontrer  quCentre  les  divers  polynômes  P  existent  les 
relations  suivantes  : 

Pn  =  P  n  -  1  4-  axPn  -  i  (a)     ' 

P'n  =  naPï»  -  ^  (p) 

Pn  +  1  =  PaXn  +  ûaPn  -  i  (ï) 

P^'n  +  axP'n  —  naPn  =  o.  (8) 

c.  Démontrer  que  si  a  est  négatif,  VéqucUion  P  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

d.  Former  le  polynôme  "P  en  se  servant  de  la  troisième  rela- 
tion. 
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a.  Donnons  à  œ  l'accroissement  A,  on  a 

e  '  =!/  +  —  »'  +  -^-y'  +  ...+ yM-". 

^    f     ï   *     *     I  .  2  1.2. .n^ 

d'autre  part 

s  s  *      : 


or 

as 


^     I  '      I  .  2  1.2. ..n 

n 


=  1+  - 

I  1.2 


-     (-V         (-) 


*       =  i-{- 4-^»+-^:^  A*+ ...     ^"   ,*"+••• 


I  .  2  .••    1 

faisant  le  produit  des  deux  dernières  égalités,  on  a  pour  le 
coefficient  de  A" 

i   .  2  ...  nL'     '    '  I  \2/' 

I     S(n-.)(«-^2)(«-3)   (^JfarJ'*    \       ] 

donc  identifiant  cette  expression  avec  le  coefficient  de  A" 
dans  la  première  égalité 


a 


y     =5  e 


[(«.)«+ ^^^^(1)^'* 


_^   n(n-0(«-.)(n-3)/|y^^n..    _^      j 


on  a  y  =  6  ^ 

a 


y  =    0.6  *  "'  («) 


a 
T 


y"  =  f  a*aî*  +  a)e     a?» 
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on  est  donc  conduit  à  poser 

»'»'=  P,  cT^-  (3) 

Pour  justifier  cette  formule,  supposonMa  yraie    pour  n 
et  démontrons-la  exacte  pour  la  valeur  n  -f- 1  • 

y''^'=  ((KcP„  +  P;.)eT^  (4) 

ou  y'^+^r^  Pn+^eT-"^'  (8) 

6.  L'équation  (3)  s'écrit 

y  =  art/. 

D'après  le  théorème  de  Leibnitz  on  sait  que  si  u,  v  sont 
deux  fonctions  de  ce,  la  dérivée  n™*  du  produit  uv  est  égale  à 

uvi^)  4-  —  w't;(«  -  <)  +  ...^(^  ~  ^  u-t;(n  -«)   -(-  ... 

'         I  1.2 

I 
Appliquons  cette  formule  à  y',  il  vient 

qui  s'écrit,  d'après  la  formule  symbolique  (3), 

P„  4.^  =  axPn  +  naPn  -  i    (formule  y).         (6) 
D'autre  part,  (4)  et  (B)  donnent 

Pn  +  i  =  axVn  +  ^n  •  (7) 

ou  P„  =  axPn  - 1    +  -P»  -  ^    (foi'mule  a). 

Combinant  (6)  et  (7),  on  en  déduit 

p;  z=  naPn  .  i  (formule  p).  (8) 

Prenons  la  dérivée  de  (8) 

p;  =  naP'n  .  i  (9) 

or,  d'après  (8)       P;  .  <  ,  =  (n  —  i)aPn  .  s  .  (10) 

Ëliminons  Pn.j   on  a 

Pn=n(n—  i)a«P«,,  (11) 

mais  (6)  donne 

Pn  ==  axPn  -i   +  (a?  —  i)aPn  .  s  .  (12) 

Entre  (8),  (11),  (12),  éliminons  P„  .  ^    et  Pn  -  j  ,  il  vient 
p;  +  ox^n  —  naPn  =  G  (formule  8).  (IS) 

c.  L'équation  Pn  a  toutes  ses  racines  réelles.  En  effet,  y 
s'annule  pour  oî  =  +  oo ,  a;  =  —  oo ,  et  est  eonlinue  dans  . 
rintervalle,  donc  y[  s'annule  pour  une  valeur  a  entre  ees 
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limites.  Donc  y  s'annule  pour  x  :=  —  oo,a;^a,  x  =  '\-oOj 
par  suite  P|  s'annule  pour  a?  ==  a. 

y  étant  continue  dans  chaque  intervalle,  y"  s'annulera 
pour  X  =  —  00,  X  ^=zp^  a:  =  Y,  a5  =  +oo,  ^  ety  comprenant 
a.  Donc  Pj  s'annulera  pour  x  =  p  et  x  =  y. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  on  voit  que  P. 
a  ses  n  racines  réelles. 

On  a  Pn  =  axVn-i  +  naPn -s  (*) 

Vn-i  =  axPn-t  +  (n  —  l)aPn-3 
Pn-s  =  OXPn-j  +  (**  —  2)aPn-4 


P3  =  oarPs  +  3dPi  . 
Multipliant  la  première  par  aXy  la  seconde  par  aW-|-(n— 1)« 
...  on  obtient  en  ajoutant  le  tout 

Pn  =  (ax)^  -\ ^^ (OflC)»  -« 

i  2 

+    n(n-0(n-2)(«-3)    M  V  (^,)„..  +  ... 

I      •     ^  \    2    / 

comme  on  l'avait  trouvé  directement. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MH.  Le  Pont,  du  lycée  Saint-Loais 
(classe  de  H.  p.  Lucas)  ;  Aubry,  à  Nancy  ;  Yauthler^  à  Tarbes  ;  Quiquet,  à 
LiUe. 


QUESTION  311 

^IntioA  par  M.  P.  Boulogne,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  paraUèki 
à  deux  diamètres  conjugués  et  coupant  la  courbe  en  A,  A'  d'um 
party  en  B,  B'  d'autre  part.  Démontrer  que  AA'  +  BB'  est  con- 
stante. 

Soit  m  le  coefficient  angulaire  de  l'une  des  droites;  son 
équation  sera  y  =  m{x  —  c),  (1) 

Si  X  et  x"  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
la  droite  avec  l'ellipse,  on  aura 
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y  —y    =  m{x  —  x  ) 
et  par  saite 

AA'  =  \l{ai  —xy  +  (xf  —  yy^{pc!  —  x")\J  i  +  m» 
Éliminons  1/  entre  (1)  et 

6*05*  +  a«y*  —  a»6*  =  o. 
^ous  aurons 

x*(6*  +  ®*^*)  —  2a«m*ca5  +  a'(wi*c*  —  6*)  =  o  ; 

,,   >  .  «        2a6Vi  +^* 

dès  lors  Aà'  =   ^f  V  +  "'^ 

De  même  BB'  =    "°^'('  +  "*"') 

6*' 
où  m  et  m'  sont  liées  par  la  relation  mnC  = . 

On  a  donc 
AA'  -+-  BB'  =    ^^P*(  ^  +  ^')     ,    2a&'(i  +  m'')  _  2(0»  +  6») 

La  longueur  constante  est  des  lors  égale  à  celle  du  grand 
axe,  plus  la  longueur  de  la  corde  focale  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Quiqnet,  du  lycée  de  Lille; 
Baron,  Sayary,  du  lycée  Henri  IV  ;  Dupuy,  à  Grenoble. 


(2) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


Mathématiques  élémentaires. 

375.  —  Soit  ABC  un  triangle  ;  le  couper  par  une  transver- 
sale telle  que,  des  itin  segments  qui  en  résultent  sur  les 
trois  côtés,  trois,  non  contigus,  soient  égaux  entre  eux. 

376.  —  L'arête  d'un  dièdre  donné  a  est  tangente  à  une 
sphère  de  rayon  R.  Quelle  doit  être,  par  rapport  au  plan 
diamétral  de  contact,  la  position  de  ce  dièdre  pour  que  la 
surface  de  sphère  interceptée  par  le  plan  du  dièdre  soit 
maxima  ? 
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377.  —  Dans  un  trièdre  SABG;Ja  face  BSG  yaut  90  degrés 
et  chacun  des  autres  vaut  60  degrés.  On  porte  sur  SA  une 
longueur  arbitraire,  et  sur  les  autres  arêtes  des  longueo» 
SB»  SG,égales  au  plus  grand  segment  de  SA  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison.  Démontrer  que  le  triangle  ABC  est  rec- 
tangle. 

378.  —  Trouver  les  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  somme  des 
carrés  des  bissectrices  des  angles  aigus. 

379.  —  Déterminer  les  trois  côtés  d'un  triangle  connais- 
sant le  périmètre  2ji,  sachant  que  bc  =  m* y  et  que  les  mé* 
dianes  correspondant  aux  côtés  AB  et  AG  sont  à  angle 
droit. 

380.  -^  On  suppose  que  B  n'est  pas  un  carré  parfait  et 
on  propose  de  mettre  la  quantité 

^=  y^A  +  /1 

sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  radicaux  carrés, 

^  =  /S  +  Vq. 
Donner  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  transfor- 
mation soit  avantageuse,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deax 
cas  différents,  savoir  :  1^  lorsque  les  quantités  x  et  y  sont 
de  la  forme  et  4*  r  P  ; 

^  lorsque  ces  quantités  sont  des  nombres  rationnels.  On 
appliquera  la  formule  d'identité  trouvée  aux  deux  exemples 
numériques  

et  Ton  vérifiera  les  résultats  numériques  ainsi  obtenus. 

381.  —  Soient  a»  6,  c,  les  trois  arêtes  du  sommet  d'an 
tétraèdre;  on  demande  de  mener  un  plan  qui  détache  on 

tétraèdre  dont  le  Tolume  soit  le  -^  du  volume  du  tétraèdre 

Q 

donné  et  qui  coupe  SA,  SB»  SG  aux  points  X,  Y,  Z,  de  telle 
sorte  que  Ton  ait 

SX    _    BY    _    CZ 

AX    ~    SY    ""    SZ  • 
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Kathtetatiqtta*  q^éotalca. 

.  —  Si  les  extrémités  d'u&e  droite  de  longueur  coas* 
tante  glissent  sur  deux  droites  qui  se  coupent»  un  point  de 
cette  droite  décrit  une  ellipse  ;  démontrer  que  Taire  de  cette 
eXlipse  est  indépendante  de  l'angle  des  deux  droites. 

(Steiiier.) 

383. — Si  trois  points  d'une  droite  glissent  sur  trois  plans 
qai  se  coupent,  on  sait,  par  le  théorème  de  Dupin,  qu'un 
quatrième  point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde.  Démon- 
trer que  le  volume  de  cet  ellipsoïde  est  Indépendant  de 
l'angle  des  plans.  (Ed,  Lucctë.) 

384.  —  Trouver  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des 
termes  de  la  progression  arithmétique 

-£-a.  a  -{-  r  ,  a  -{-  2r  ...  a  -^^  (n  —  i)r. 

385.  -^  Sommer  les  suites 

Oi  +  2»  ci  +  3»  C»  -f-  ...  +  (n-  OKJr  +«^. 

2«  +  c;c;_,  2-»+  c»GiL,2»-* 

T*  •  •  •  "T"  m  m— p  ^     "x  •  •  * 

C^  indiquant  le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  p  àp. 

386.  —  Trouver  le  nombre  de  manières  dont  on  peut 
distribuer  p  objets  distincts  entre  q  personnes^  de  telle  sorte 
que  chacune  d'elles  ait  un  objet  au  moins. 

387.  -^  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  rencontrent  en 
deux  points  fixés  A  et  B  une  droite  donnée,  et  qui  sont  nor* 
maies  en  A  à  cette  droite.  On  propose  de  vérifier  géométri- 
quement le  résultat  trouvé. 

388.  —  Les  axes  d*une  ellipse  sont  dirigés  suivant  deux 
droites  rectangulaires  données  Ox^  Oy«  Soit  M  le  point  de 
cette  ellipse  oh  le  cercle  osculateur  a  la  même  surface  que 
l'ellipse  ;  soit  jx  le  centre  de  ce  cercle  ;  1«  la  distance  du 
centre  de  ce  cercle  osculateur  au  centre  de  l'ellipse  est 
égale  à  la  demi-différence  des  axes;  i?  si  la  somme  des 
axes  de  Tellipse  reste  constante,  le  lieu  de  M  est  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur  les  deux 
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droites  Ox^  Oy,  et  le  lieu  de  p.  est  la  rosace  à  quatre 
branches,  lieu  da  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  l'ellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui 
glisse  sur  les  bissectrices  des   angles  des  axes. 

(E*  Lemoine,) 

CORRESPONDANCE 


M.  Bunt-Dubois  nous  prie  de  rectifier  une  erreur  qui  s'est  glissée  daDs  si 
note  sur  la  détermination  du  maximum  et  du  minimum  de  la  fraction  di 
second  degré.  A  la  huitième  ligne  de  la  page  11,  il  faut  lire  :  ce  tera  la  même 
choscy  au  lieu  de  :  ce  sera  le  contraire.  En  efltet,  si  l'on  a  a6'  —  te'  <  o,  k 

Taleur>=—Vm~  donne  bien  un  minimum,  tandis  qu'elle  donne  un  mazioiiia 
si  l'on  e  ab'  —  ba'  >  o.  C'est  à  cette  partie  du  calcul  que  se  rapporte  le  aot: 

n-' 

contraire.  Mais  dans  le  cas  de  o^'  ^  ba'  <  o,  on  a  :  Jm    =  — r- rrtCv. 

ba  —ab 

k 
avant  d'extraire  la  racine  carrée  de  l'expression  --— - — r-7:r-i  ^  ^^^  ^  ^^i"^ 

[ab  —  wi  J' 

k 
placer  par  l'expression  égale  ^         ;  on  a  donc  dans  le  cas  du  miniona: 

__    ac'  —  ca'  _        ac'  ~  ca' >/îF       _  —  (dc' —  ca')  +  >,T 

®""   06—60'   "^*~       ah'-ba'         ba'  —  ab*    ""  ad'  — 60' 

ce  qui  est  la  même  chose  que  dans  le  cas  où  l'on  a  06'  —  5a'  >  o. 

Il  en  résulté  que  le  tableau  qui  donne  le  résumé  (page  45  de  la  notej^  doit 
être,  pour  la  première  partie,  modifié  comme  il  suit  : 

—  (ac'—  ca')  -  ^/F 
maximum  pour  œ  =: ■ ; —r-^ — 

k  >  o,  a6'  —  6a  >  o  <  .    ,  »  .    /T" 

•^       '     .  .  ~-  (ac  —  ca  )  +  \k 

nummum  i>our  x  = i i— — 2 — 

^  ab'  —  ba' 

Cette  erreur  se  trouve  également  dans  l'algèbre  de  lI.*Lauvdma7,  et  il  est 

iacile  d'en  trouver  la  raison  ;  c'est  que  M.  Lauvemay  désigne  par  x  la  plos 

petite  racine,  et  par  x'  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

(ah'  —  60')  flc»  +  2  (ac'  —  00')  a?  -f  6c'  —  c6'  =  o 

et  que,  si  a6'  — v6a'  <  o,  la  plus  petite  racine  est  celle  qui  contient  le 

signe  4-  devant  le  radical,  et  non  pas  l'autre;  de  sorte  que  le  maximum  a  Uea 

pour  la  même  valeur  que  dans  le  cas  de  06'  —  6a'  positif. 


Le  Rédacteur-Géranty 
J.  KŒHLER. 


PARIS  ^  laraiMEBIE  CHAIX,  aO,  BUB  BBBGÈRB,  VHÈB  DU  î'OCLEVARD  aOKMAKIlB.  '-'  iV^^- 
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MAXIMA  ET  MINIMA 

DE    LA   FONCTION   RATIONNELLE  DU   SECOND   DEGRE 

ax"  4-  bx  A-  c 

y  = 


àa^  +  b'x  +  c 
Par  S,  Bonrirct. 


Dans  mon  Traité  d* Algèbre,  j'ai  étudié  cette  question  en 
m'appuyant  sur  Tinyolution  et  je  suis  arrivé  à  une  règle 
simple,  qui  permet  de  dire  a  priori  ce  que  Ton  doit  trouyer, 
aussitôt  que  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposés 
en  facteurs  du  premier  degré. 

Dans  la  note  que  je  soumets  aux  lecteurs  du  journal, 
j'établis  quelques  lemmes  préliminaires  qui  me  dispensent 
de  la  théorie  de  l'inyolution  et  me  permettent  d'arriyer  rapi* 
dément  aux  mêmes  résultats. 

Laemme  I.  —  Posons 

P  =  6«  —  4ac  R  =  6'*  —  4a  c 

Q  ^  66'  —  2ac  —  2a c. 
On  vérifie  facilement  l'identité  suivante  : 

{ac  —  ca'Y  —  {aV  -  ba)  (bc  —  cb) 


(i) 


=  —  (Q*  —  PR). 
4 


Lemme  II.  —  Si  Q»  —  PR  >  o,  P  et  R  peuvent  être 
positifs,  nuls  ou  négatifs  ;  mais  si  Q*  —  PR  <  o,  P  et  R  sont 
nécessairement  positifs  tous  deux,  ou  négatifs  tous  deux  en 
même  temps. 

Lemme  III.  —  On  a  identiquement  : 


abc 
abc 
abc 


=  o; 


abc 
abc 
abc 


=  o 


Le  premier  déterminant  donne  en  le  développant  : 
a(bc  —  cV)  +  b{ca  —  ac)  +  c{ab'  —  6a')  =  o. 

JOURNAL  DB  MATH.  1881.  31 
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Le  second  doune 

a  (bc  —  cb')  -f-  b'  {ca  —  (ic)  -\-  c  (ab  —  bà)  =  o. 

On  déduit  de  là  les  deux  idenlilés  : 

c     ,     6    ca'  —  ac      ,      bc  —  cb'  . 

a  a    ab  —  ba  ab'  —  ba 

c     .     b'    ca  —  ac      ,     bc  —  cb'  ,.., 

—    -4-   '.^  -4-  p   =z:  O  (o) 

a  a    ab'  —  6a'  ab'  —  ba 

en  supposant  a,  a',  ab'  —  ba  différents  de  zéro. 

Lemme  IV.  —  Soient  les  deux  équations  du  second 
degré  :  «jc*  -j-  6x  -j-  c  =  o  (4I 

a'x^  -f"  *  ^  +  c  =  o  ;  (^' 

admettons  que  ces  équations  n'aient  pas  de  racine  commuoi 
(Toir  notre  Algèbre^  p,  3:27),  alors  le  déterminant  {aV  — te )  esi 
différent  de  zéro. 
De  plus  : 
(ac'  —  cày  ^ {ab'  —  fra')(6c'  —  cb)  =  1/4 (Q'  —  PR) 
est  différent  de  zéro,  donc  Q'  —  PR  est  différent  de  léro» 

Lemme  V.  —  Les  relations  (2)  et  (3)  donnent,  en  nommaal 
cLy  a  les  racines  de  Téquation  (4)  et  p,  p'  les  racines  4ê  l'é- 
quation (3)  : 

^     ,     ,,  ça  —  ac      ,     6c'  —  c6' 


rr'  /A       I      r'\       ^     «C  1  *C'   r6' 


ou  bien 


/  ca  —  ac  \  /  .        ca'  —  ac  \  /  ca  —  ac  V 

\  db'  —  6a  A  Cib'  —  6a'  /        \  ah'  —  6a'  / 


6c'  —  c6' 
a6'  —  6a' 


/    ca  —  ac  \  /  ,  ^^  cd  —  ac  ^  ___  /  cd  —  ac  V 

V        ab'  -  6a'  A''         a6'  —  6a'  /'  ""  Va*'  — te'/ 


6c'  —  c6' 


a6'  —6a' 
ou  bien 

/    _   cd  ~  ac  Y  ,  ^   ca'  —  ac  \  _        Q«  —  PR 
V        a6'  —  6a  K  ""  a6'  —  6a'  )  ~   4  {uV  —  bdf 


(6) 


) 
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/    _    çg'  —  ac'w    _  cà-ac'\  _       Q'  ~  PR         ,. 
V  ab'  —  bd  JV        ab'  ^bd  J'^    4  (ab'  —  bdY  '  ^ 

Prenons  le  cas  particulier  où  a,  a,  p,  p'  soai  r(M)ls ;  c'^sl- 
à-dire  le  cas  où        P  >  o  R  >  o 

et  convenons  de  porter  sur  une  droite  à  partir  d'un  point  0 
fixe,  les  racines  a,  «',  p,  ^\  dans  uu  sens  ou  dans  Tanire 
suivant   leurs   signes.    Soit   I   le   point   corj«spondant  au 

,           cd  —  ac 
nombre  , ;  soient  A,  A'  les  points  correspoflidants 

aux  racines  a,  a ,  et  B,  B'  les  points  correspondants  aux 
racines  ^,  p\  les  parenthèses  des  premLerB  mjembr«fi  iM 
(6)  et  (7)  représenteront,  en  valeurs  /aiiAoliues,  Ibs  Lon-* 
gtienrs  lA,  lA',  IB,  IB'. 

4*>  Si  <J*  —  PR  >  o,  les  parenthèses  auront  le  mêin^ 
signe^  donc  A  ^  A'  fieront  du  même  eôté  idbu  point  I  ;  il  bq 
sera  de  même  die  B  et  B'.  D'ailleurs,  leoninie  le  pcoduiU 
lA .  lA'  est  égal  au  produit  IB .  IB',  si  IB  est  supérieur  à  lA, 
IB'  sera  inférieure  lA';  donc  dans  ce  cas  •: 

Ou  bien  les  points   B  et  B'  sont  dans  Tintervalle   des 
points  A  et  A'; 
Ou  bien  les  points  A,  A'  sont  dans  Tiptervalle  BB'; 
Ou  bien  les  deux  points  A,  A'  sont  d'un  côté  du  point  T 
et  les  deux  points  B,  F  de  l'autre  côté. 

2*  Si  Q*  —  PR  <  o,  P  et  R  sont  nécessAi4;eiia.eiDi  de 
même  signe,  donc  tes  racines  des  équations  (4)  et  (^}  sont 
toutes  réelles,  <ou  toutes  imaginaires.  Admettons  qu'elles 
soient  réelles.  Les  parenthèses  des  relations  {6)  et  i(7)  auront 
des  signes  contraires,  donc  le  point  I  sera  dans  rintervaUe 
AA'  Bt  aussi  d^ns  rinitervalle  BB'. 

Goaame  le  produit  lA  •  lA'  est  égal  au  produit  IB .  IB',  si 
B  est  plussi^oiein  de  I  que  le  point  A,  le  poioit  B'  sera  .pius 
éloigné  de  I  q«ele  point  A';  d(wc  les  deux  segments  AA',IM)' 
«mpiéieront  l'un  surTautre. 

Ces  préliminaires  posés,  il  est  facile  4e  résoudre  ^e  pco«- 
blême  suivant  : 

Prébiétœ.  —  Trouver  les  fimxima  et  les  minùnu  de  lu 
fmdùm  rationneiie  du  second  degré 
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y  =  ax'  +  bx  +  c  •  ^^^ 

Nous  supposons  que  les  six  coefficients  sont  réels  et  que 
les  deux  équations 

ax*  -\-  bx  -\-  c  =  o  ax^  ~\~  b'x  -{-  c  =  o 

n*ont  pas  de  racines  communes,  que  par  conséquent 

{ac  —  cà)*  —  (aV  —  ba)  (bc  —  cb') 
ou  Q*  —  PR 

sont  différents  du  zéro,  et  qu'en  même  temps  le  déterminant 

ab'  —  ba 
est  différent  de  zéro. 

Les  deux  coefficients  a  et  a  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois, 
sans  quoi  la  fraction  serait  le  rapport  de  deux  binômes  du 
premier  degré  et  le  problème  changerait.  L'un  des  coeffi- 
cients a  ou  a  peut  être  nul,  nous  examinerons  à  part  ce 
cas  particulier;  nous  supposerons  d'abord  qu'ils  ne  sont 
nuls  ni  l'un  ni  l'autre. 

Résolvons  l'équation  (8)  par  rapport  à  x,  nous  aurons 

^  =    -(6y-fc)±V^Rî/'-2Qy  +  P  ^     ^gj 

2(a'y  —  a) 
Distinguons  maintenant  plusieurs  cas: 

Premier  cas:    R%  o,    Q*  —  PR   >  o. 
Le  trinôme  placé  sous  le  radical  de  (9)  a  ses  racines  réelles 
et  inégales,  on  peut  donc  le  mettre  sous  la  forme 

R(y  —  y) {y  —  y")  '"  y  <  y"- 

Pour  que  x  soit  réel,  R  étant  positif,  il  faut  que  y  soit  en 
dehors  de  l'intervalle  des  racines  y  et  j/',  donc  y  est  nn 
maximum  d'une  série  de  valeurs  possibles  et  j/' un  minimnm 
d'une  autre  série  de  valeurs.  —  Si  R  <  o,  il  faut  pour  la 
réalité  de  x  que  y  soit  compris  dans  l'intervalle  des  deux 
racines,  donc  y'  est  un  minimum  d'une  série  de  valeurs. 
y'  est  un  maximum  de  cette  même  série.  —  Dans  tous  les 
cas,  il  y  a  un  maximum  et  un  minimum. 

Deuxième  cas  :    R  >  o,    Q"  —  PR  <  o. 
Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  en  y  étant  imaginaires 
et  le  premier  terme  étant  positif,  le  trinôme  est  positif  quel 
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que  soit  Xy  y  n'est  assujetti  à  aucune  condition  pour  la 
réalité  de  œ,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  de  y. 

C'est  le  cas  où  les  racines  des  deux  termes  sont  réelles, 
car  R  et  P  sont  nécessairement  de  même  signe,  et  ou  les 
segments  AA',  BB\  déterminés  par  ces  racines  sur  un  axe, 
empiètent  l'un  sur  l'autre  (♦). 

Remarque.  —  On  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois 

R  <  o,    Q»  —  PR  <  0. 
En  effet,  on  peut  mettre  le  trinôme  en  y  sous  la  forme 

{b'y  —  6)'  —  4{ay  —  a){cy  —  c). 
Faisons  successivement  dans  ce  trinôme  : 

ce  trinôme,  à  cause  de  son  premier  terme  Rj/*  <  o,  prendra 
successivement  les  signes 

-      +      +      - 

donc  il  anécessairemen  t  deux  racines  réelles,  qui  comprennent 

CL        C 

les  nombres  — r»  —r-,    donc  Q*    —   PR  est  nécessairement 

a      c 

positif.  (Cette  remarque  est  due  à  M.  Pichenot.) 

Troisième  cas:  R  =  o. 

Le  trinôme  sous  le  radical  devient 

On  ne  peut  pas  supposer  que  Q  est  nul,  car  on  aurait  dans 
cette  hypothèse  Q*  —  PR  =  o,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 
Donc  suivant  le  signe  de  Q,  y  aura  pour  maximum  ou  pour 

minimum  — tt-» 

Remarque.  —  Les  maxima  ou  les  minima  que  nous  déter- 
minons ainsi  soit  des  maxima  ou  des  minima  absolus;  ils 
correspondent  sont  à  des  valeurs  finies  de  x,  soit  à  des 
valeurs  infinies.  Mais  nous  avons  fait  voir  ailleurs  dans  le 


(*)  Nous  rappellerons  à  nos  lecteurs  que,  dans  une  note  publiée  dans  le 
Journal  (tome  II»  p.  19)  nous  sommes  arrivé,  par  de  simples  considérttious 
géométriques,  à  une  conclusion  identique  à  celle  de  M.  Bourget  (A .  M). 
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journal,  qtié  potif  (5«Ué  fonction  y  coniinnc  ci  uniforme,  les 
maxima  ou  lëef  minima  absolus  sont  aussi  des  maxima  el 
des  fDinimâ  felaiifs^  à  la  condition  que  Ton  considère 
a?  =±  i:  00  ccnnnie  répondant  au  même  point  de  Taxe  desi. 
La  méthode  indirecte  que  nous  avons  employée  ne  condnii 
donc  pas  à  des  résultats  contradictoires  avec  ceux  que  donne- 
rait la  méthode  directe^  fondée  sur  la  définition  classique  des 
maxima  et  des  minima. 

Cette  méthode  indirecte  permet  de  prévoir  immédiatement 
ce  que  Ton  trouvera  à  la  vue  seule  des  deux  termes  de  la 
fraction  décomposés  en  facteurs  du  1*^  degré^  et  Von  peut 
énoncer  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  démontré 
dans  notre  Algèbre,  en  nous  appuyant  sur  Tinvolution. 

ax'   I  bx  I   c 
¥iiéol7Ôine.  —  1^  La  fonction  y  =    ,   ,T,.   T"    .,  çtwwrf 

a  X  ~T**  o  X  "^  c 

X  varié  de  —  oo   o  +  oo ,    n'a  ni  maximum   ni  minimum, 

si  leë  racines  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  réelles  ei 

si  les  segments  AA',  BB' quelles  déterminent  sur  un  aœc^  emfié- 

tent  Vun  sur  l*autre. 

2^  Dans  le  cas  oii  le  dénominateur  de  la  fonction  a  ses  radnff^ 
égales,  la  fonction  a  un  maximum  ou  un  minimum. 

3^  Dans  tous  les  autres  cas,  elle  a  u/n maximum  et  un  mnimum. 

Cas  PARTicuLiËBs.  —  Les  cas  particuliers  oii  a  ou  bien  o' 
seraient  nuls»  peuvent  être  regardés  comme  rentrant  dans 
le  cas  général^  en  disant  que  dans  cette  hypothèse  le  tri- 
nôme correspondant  a  une  racine  réelle  infinie. 

REMARQtJË.  — '  Nous  ne  parlons  pas  des  valeurs  infinies  de 
y,  qui  peuvent  être  considérées  comme  des  maxima  ou  des 
minima  de  y,  si  le  dénominateur  de  la  fraction  a  ses  racines 
égales,  comme  l'a  remarqué  M.  Burat-Dubois. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  consulter  sur  le  même  s^jel 
les  articles  suivants  parus  dans  le  Journal  de  Mathémati- 
ques : 

Note  d'algèbre  (Remarque  sur  la  fraction  du  second  degréj, 
par  M.  PicHENOT,  t.  II,  p.  13S;  —  Note  d'algèbre  (Étude  des 
variations  de  la  fraction  du  second  degré),  par  M.  Fajon. 
t.  II,  p.  388. 
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QUESTIONS    D'EXAMEN 


n  étani  un  nombre  impair ^  le  produit 

n(n*  +  2  )  (n*  +  7) 
esi  divisible  par  24. 

Il  suffit  de  démontrer  que  oe  produit  eat  divisible  par  3 
et  par  8,  Or,  déjà,  si  n  n'est  pas  divisible  par  3,  n*  est  un 
multiple  de  3,  augmenté  de  i  ;  donc  n*  -f-  2  est  divisible 
par  3. 

De  plus  le  carré  d'un  nombre  impair  est  toujours  un  mul- 
tiple de  8,  augmenté  de  i  ;  donc  n*-|-  7  est  un  multiple  de  8. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 


r 

Etant  donnés  un  point  et  une   circonférence  y  mener  par  le 
foint  une  sécante  telle  que  la  partie  extérieure  soit  à  la  partie 

intérieure  dans  un  rapport  donné . 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Je  suppose  le  problème  résolu;  soit  A  le  point  donné, 
AB  la  partie  extérieure, BG  la  partie  intérieure  de  la  sécante. 
Je  mèae  le  diamètre  APQ  passant  par  le  point  A;  puis  je 
joins  le  point  G  au  point  Q,  et  par  le  point  B,  je  mène  BQ' 
parallèle  à   GQ   jusqu'à  la  rencontre  avec  le  diamètre;  j'ai 

AQ'  _  AB  _  m 
AQ  ""  AG  ~"  m  +  n  • 
Donc  le  point  Q'  est  connu  ;  je  verrais  de  même  que 
si  je  mène  la  droite  GP  et  sa  parallèle  BF,  le  point  F 
où  celle-ci  rencontre  le  diamètre  est  déterminé,  de  plus 
ïangle  FBQ'  est  droit,  donc  le  point  B  est  sur  une  circon- 
férence ayant  FQ'  comme  diamètre  ;  il  est  facile  de  trouver 
le  centre  et  la  rayon  de  celte  circonférence  ;  le  centre  se 
trouve  au  point  0'  sur  la  ligne  AO,  tel  que  l'on  ait 

AO^    —         ^ 
AO  m  -\-  n  ' 
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On  en  déduit  facilement 

00'  n 


AO  m  -{-  n 

D'autre  part,  le  rayon  R'  de  cette  circonférence  sera  donné 

,  ,.  R'  m 

par  la  proportion  — -  =  -— T-r- 

Il  wi  -f-  n 

Nous  pouvons  d'après  cela  chercher  comment,  pour  cba- 

que  valeur  du  rapport  — ,  doit  être  placé  le  point  A  pour 

fi 

que  le  problème  soit  possible,  étant  donnée  une  circonfé- 
rence  particulière.  Bn  effets    la  dernière  proportion   nous 

R  _  R'  n 

donne  ^ =  . 

R  +  R'  2m  +  n 


R  m  -{-  n 

Or,  on  doit  avoir 

R  _  R'  <  00'  <  R  +  R' 

ou  R  ; <  AO.  : <  R.  -! . 

m-|-tJ  m  -j-  n  m  +  n 

La  première  inégalité  est  toujours  vérifiée  si  le  point  i 

est  extérieur  à  la  circonférence;  il  reste  donc 

AO  2m  +  n 

"r"  "^  n         ' 

telle  est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  AO  pour  qne 
le  problème  soit  possible. 


En  supposant  que  les  deux  équations  du  second  degré 

X*  +  px  +  9  =  <^ 

x"  -|"  P^  +  <l'  =  o 
ont  une  racine  commune,  on  demande  de  former  Véqttatùm  (h 
second  degré  qui  admet  pour  racines  les  racines  non  commune$ 
des  deux  équations  données. 

Appelons    x^  et  0^2  ^^^  racines  de  la  première  équatioo; 

Xi  et  x,  les  racines  de  la  seconde. 
Nous  avons      x^  -{-  x^  =  —  p  ;    XiX^  =  q 

.Xi  +  Xs  =  —  p      Xi  Xi=  q. 
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Nous  en  tirons  facilement 

9— 9    . 


X,   = 


P  —P 

et  par  suite  œ.  =      "tP       P) 

q—  q 

q  —  q 
Donc  X,  +  0^.  =    <^  +  f'I^P,  -  P)  ; 

_    qq'ip  -  pr 

(9—  qY 

Par  suite,  réquation  cherchée  est 

(q  -  qy  X»  +  {q-  -  q^)  (p  -  p)  X  +  99  (p  -  p')«  =  o. 


Résoudre  un  triangle^  connaissant  un  angle  A,  la  bissectrice  a 
et  la  hauteur  h  partant  du  sommet  de  Pangle. 

Il  est  facile  de  voir  que  Tangle  de  la  bissectrice  et  de  la 

b&ateur  est  égal  à  la  demi-différence  des  augles   à  la  base. 

Eu  effet  l'angle  que  fait  la  hauteur  avec  le  plus  grand  côté  c 

A. 
est  égal  à  — -  +  P>  ©^  appelant  p  Tangle  de  la  bissectrice 

et  de  la  hauteur  ;  par  suite  on  a 

^  T>  ^  I 

B  = \-  p; 

donc       2p  =  Tc—  2B  —  A=C  —  B; 

d'autre  part  on  a        sin  p  =  — ; 

a 

il  sera  donc  facile  de  détermiDcr  l'angle  aigu  p,  et  par 
suite  on  aura  les  angles  B  et  C  ;  on  est  donc  ramené  à  résoudre 
un  triangle  dont  on  connaît  les  angles  et  la  hauteur,  pro- 
blème que  l'on  sait  résoudre. 


Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  A,  la  bissectrice 
'3.  et  la  médiane  m  issue  du  même  sommet. 

On  a  d'abord      2  (6*  +  c*)  =  4m*  +  «'> 
ou,  puisque  o*  =  6*  -[-  c*  —  26c  cos  A, 
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on  en  tire  5*  -|-  c*  =  4  m*  —  26c  cos  A; 

puis  a*  =  4  m*  —  46c  cos  A  ; 

enfin,  entre  la  bissectrice  ei  les  côtés,  on  a  la  relation 

ce  qui  peut  s'écrire 

^    r      26c  (m*  —  bc  cos  A) 
6c  =  p  + 


2 w*  +  6c  (  X  —  cos  A) 

On  en  déduit  6c  par  l'équation  suivante  du  second  degré: 

A  A 

6*c*  cos*  —  —  6cl*  sin* 2m*/*  =  o* 

2  2 

Cette  équation  a  ses   racines  réelles  ;  on  ne  doit  prendre 

que  la  racine  positive,  et  môme  pour  qu'elle  soit  acceptable. 

il  faut  que  Ton  ait      6*  -j-  c*  —  26c  >  o  ; 

or,  on  a  6*  +  c*  —  26c  =  4m"  —  46c  cos* — . 

En  remplaçant  6c  par  la   racine  positive   de  l'équalion 
obtenue  plus  haut,  on  trouve  comme  condition 

2m*  —  i«  sin*   -^ 1/  /*  sin*  —  +  4m*  i*  cos*  —  >  0 

2  r  2  2 

qui;  aprbs  réduction,  donne 

m  >  l. 
Cette  condition  étant  remplie,  il  est  facile  de  voir  que  les. 
valeurs  que  l'on  en   tire  pour  a,   6,  r,  sont  les  côtés  d'un 
triangle  ;  il  suffit  que  l'on  ait 

(6  —  c)*  <  a*  <  (6  +  r)*. 
Or  on  a 

A 

(6  —  c)*  =  4W*  —  26c(i  -f-  cos  A)  =  4m*  —  46c  cos*    — 


(6  -|-  c)*  =  4w*  +  2^c(i  —  cos  A)  =  4m*  +  46c  sin* 


o 

1 


A  A 

et    r; *  =  4m*  —  46c  cos  A  =  41»* -f-  4&c  sin* 4  6c  cos*  — . 

On  voit  alors  immédiatement  que  la  double  inégalité  pré- 
cédente est  vérifiée. 
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QUESTION  267 

Solution  por  M.  Chrétien,  élève  au  Lycée  du  Havre. 


On  donne  dans  un  plan  deux  circonférences  qui  se  coupent  en 
A,  ei  un  point  B.  On  demande  de  décrire,  de  B  comme  centre^ 
une  circonférence  telle  que  deux  des  points  G  et  D  ou  elle  coupe 
les  deuœ  premières^  soient  en  ligne  droite  avec  le  point  A. 

En  outre,  on  suppose  que  le  point  B  parcourt  la  plus  grande 
des  deuœ  circonférences  ;  par  chacune  de  ses  positions,  on  mène 
une  parallèle  à  la  direction  correspondante  AGD.  Démontrer  que 
cette  parallèle  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  fixe,  que 
Fon  propose  de  déterminer. 

Première  partie.  —  Soient  G  et  D  les  deux  points  oîi  la  cir- 
conférence cherchée 
coupe  les  deux  cir- 
conférences données 
0  et  O';  I  étant  le 
milieu  de  CD  joi- 
gnons les  points  0  et 
0'  aux  points  A  et  I, 
et  abaissons  les  per- 
pendiculaires OE,or 
sur  CD.  Nous  avons 
01»  =  OA^  +  IA« 

—  2IA.AE 
0'I«  =  O'A'»  +  lA^ 

+  2IA.AF  : 
Donc,  en  ajoutant, 
et  remarquant,  d'a- 
près les  positions  des  points  I,  A,  E,  F  sur  la  droite  CD,  que 
Von  a  AE  =  IF  =  lA  +  AF, 

il  vient  OP  +  O'P  =  0A«  +  0'A«. 

Donc  le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence  ayant  pour 
Centre  le  milieu  H  de  00',  et  passant  parle  point  A.  Si  nous 
prenons  Textréinité  Aj  du  diamètre  AH,  il  est  facile  de  voir 
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que  la  ligne  BIÀ|  est  une  ligne  droite,  d'oh  nous  lirons  la 
construction  suivante  :  Nous  joignons  le  point  B  au  symé- 
trique Âi  de  A  par  rapport  au  milieu  OH  de  00',  ei  du  poiist 
Â  nous  menons  une  perpendiculaire  sur  BA^  ;  cette  perpen- 
diculaire rencontre  les  circonférences  aux  points  C  et  D 
qui  appartiennent  à  la  circonférence  cherchée. 

Deuxième  partie.  —  B  étant  sur  la  plus  grande  circonfé- 
rence, menons  à 
CAD  par  le  point 
B,  la  parallèle  BT: 
soit  F  le  symétri- 
que de  A|  par  rap- 
port à  BT;  menons 
par  ce  point  F  k 
parallèle  à  06: 
elle  rencontre  BT 
en  G,  et  A^O  ea 
L;  ce  dernier  point 
est  fixe,  puisque 
AiO  =  OL;onToiZ 
facilement  qae 
A,G  +  LG  =  LF 
=  20B,  et  que  la 
angles  A  jGB,LGT 
sont  égaux  ;  donc 
le  point  G  décrit  une  ellipse  ayant  pour  foyers  A^  et  L, 
pour  grand  axe  le  diamètre  de  la  grande  circonférence  qni 
passe  par  les  points  précédents,  et  de  plus  cette  ellipse  est 
tangente  à  BT.  c.q.f.d. 


QUESTION  304 

ikilatlôn  par  M.  Henri  Bourget,  du  Collège  d'Aix. 


On  donne  deux  cercles  0  et  0',  et  on  mène  une  sécante  SAA' 
par  un  des  centres  de  similitude.  Par  les  points  antihomologuei 
A  et  A',  on  mène  les  rayons  OA  et  O'A'  qui  se  coup&it  enl,  ée 
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même  les  langeâtes  respectives  AH,  A'H  qui  se  coupent  en  H. 
On  joint  SH  et  SI,  8'  étant  le  second  centre  de  similitude.  On 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  SH  et  SI.  Si 
l'on  prend  pour  centre  d^inversion  le  point  S  et  pour  module  d'in^ 
version  un  module  tel  que  chaque  circonférence  se  change  dans 
l'autre,  on  demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  Vaxe  radical 
des  deux  cercles.  (Desmons.) 

1®  Commençons  par  faire  la  remarque  suivante  :  si  Ton 
a  (fig,  4)  un  cercle 
0  dans  lequel  on 
inscrit  un  quadri- 
latère dont  les 
diagonales  sont 
Tune  le  diamètre 
HI ,  l'autre  la 
corde  AA'  perpen- 
diculaire à  ce 
diamètre,  et  si 
Ton  prend  sur 
AA'  ou  sur  son 
prolongement  un 
point  S  que  Ton  joint  aux  points  I  et  H,  on  voit  que  les 
droites  MI,  NH,  LS  sont  les  trois  hauteurs  du  triangle  IHS  ; 
et  que  le  point  D  est  le  conjugué  harmonique  de  S  par  rap- 
port à  A  et  A,  puisqu'il  appartient  à  la  polaire  du  point  S. 

Cela  posé,  considérons  le  problème  proposé  (fig.  2). 

Parmi  les  sécantes  qu'on  peut  mener  du  point  S,  menons 
la  ligne  SO.  Dans  ce  cas  on  voit  aisément  que  le  point  S 
est  le  point  de  rencontre  de  SH  et  de  IS';  le  point  S  est 
donc  un  point  du  lieu.  Il  en  est  de  même  du  point  S'. 

Nous  allons  démontrer  que  pour  un  point  quelconque  M 
du  lieu,  l'angle  SMS'  est  droit,  le  lieu  sera  donc  une  cir- 
conférence décrite  sur  SS'  comme  diamètre. 

Pour  cela,  rappelons-nous  d'abord  que  les  tangentes  en 
des  points  antihomologues  se  coupent  sur  Taxe  radical  HR 
des  deux  cercles  0  et  0',  et  que  par  suite  le  quadrilatère 
inscriptible  AIA'H  a  ses  côtés  égaux  deux  à  deux,  et  que 
le  faisceau  (I,  OS'O'S)  est  harmonique  : 


F19 1 
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Par  suite,  le  point  D  est  conjuré  harmonique  de  S  par 

rapport  à  AA';  doDC 
en  considérant  k 
quadrilatère  inscrip- 
ible  AIA'H,  nous 
voyons  d'après  notre 
remarque  première 
que  l'angle  en  M  esl 
droit,  co  qu'il  fallaH 
démontrer. 

i?  Dans  ia  tfaBS- 
formation  proposée. 
STT'  se  transforinc 
en  elle-même,  et  les  points  T  et  T'  l'un  dans    l'autre,  l* 

module  d'inversion  doit  donc  être  y  ST  .  ST ,  la  moyeime 
géométrique  des  puissances  du  point  S  par  rapport  aui 
cercles  0,  0'. 

Dans  la  figure  transformée.  Taxe  radical  rencontranl  la 
ligne  du  centre  en  R  se  transformera  en  une  circonférence 
décrite  sur  SR'  comme  diamètre,  SR'  étant  déterminé  par  la 
relation  SR  .  SR'  =  ST  .  ST'. 

Ge  cercle  sera  donc  facile  à  construire. 


■  I       !■ 
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QUESTION  3;j« 

SututloB  par  M.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Soient  ABC  un  iriaiigle;  AD,  BE,  CF,  fev  hauieurs  abaùtée^ 
respectivement  sur  les  côtés  BC,  Gk,AB;Q  le  point  iFintersecim 
de  ces  hauteurs.  Sur  AB,  on  prendun point  G  tel  que  OC  =  Cl: 
sur  AC  un  point  H  tel  que  BH  =  BA  ;  on  màie  DK  paré- 
lèle  à  ED,  GK  parallèle  à  FD ;  CO  e<  DF  se  coupent  enmiW 
ol  DE  se  coupent  en  n.  Cela  posé,  en  deînande  d^  démontrer: 

^  Que  les  siœ  points  B,  G,  G,  H,  C,  K,  sont  sur  une  mémf 
circonférence; 

9^  Que  les  cinq  points  O,  M,  D,  -C,  E,  soni  sur  unennêmt  rir- 
conférence;  il  en  est  de  méine  des  cinq  points  G,  n,  D,  B,  f: 


-i"  (/««  Odi  est  perpeadiculaife  sur  CG,  et  Oa  sur  BH  ; 

4*  ÇiM  O  est  le  centre  d>i  cercle  inscrit  dont  DEF,  triangle 

ifui  est  le  quart  du  triangle  semblable  KGU,  et  aumi  le  centre 

du  cercle  circonscrit  à  AGH  ; 
à"  Que  les  quatre  points  E,  0,  n.  H,  nont  sur  une  même  ci'r- 

eeafêrejice,  ainii  que  les  quatre  point»  F,  0,  m,  ti. 
1°  L'augle  CGB  est  supplémentaire  de'  l'angle  CGA,,  qui, 

par    construction,    est 

6gal    à    l'angle     BCA; 

l'angle   COB   est  égal  à 

l'angle   BOF;   or  dans 

le  quadrilaLcre  inscrip- 

tible  EOFA,  on  a 
EOF-f  EAF  =  2dr; 

donc     le     quadrilatère 

QGOG  est  inscriplible. 

L'angle  AHB  étant,  par 
coDstruclioD,  égal  à 
l'angle  CAB,  est  supplé- 
mentaire de  COB,  et  la 
circonférence  BGOC 
paew  par  le  poiuL  H. 
fiB£a,r«Dgle  HKGest 

par  coBstrucliou  égal  i  EDF.  Or,  le  quadrilatère  inscripli- 
Ue  donne  ADF  =  ÂCF,  et  puisque  AD  et  CF  sont  les  bissec- 
Uices  de  EDF  et  de  AGG,  lee  angles  HKG  et  HCG  sont 
snpplén  enta  ires,  et  le  point  K  se  trouve  sur  la  circonfé- 
rence BOOCH. 

2»  On  a  jâéjà  vu  que  ADF  =  FCG.  Par  suite  les  quatre 
points,  0,  m,  D,C  sont  sur  une  même  circonférence;  mais 
on  sait  que  la  circonférence  qui  passe  pas  les  points  0,  D,  G 
passe  par  le  point  E.  On  démontrerait  do  même  que  les 
oiaq  pointa  0,  n,  D,  B,  F  aonl  sur  une  même  circonférence. 
3»  Dans  la  circonférence  OmDCE,  on  a  UmO=  CDO  =  idr. 
On  Voit  de  même  que  OnB  s=  idr. 

4*  Oa  sait  4|ne  les  haiil««rs   4lu  irianglo  ABC  sont   les 
liisgecNnces  Aem  ongles  -eu  tri«iigi«  iUËF  ;  le  pcnut  (j>  «st  <ki«e 
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le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle.  Les  points  E, 
F,  étant  les  milieux  des  côtés  AG  et  AH  du  triangle  A6H, 
les  triangles  EDF,  H6K,  qai  ont  les  côtés  respectivemenl 

parallèles,  sont  semblables,  et  le  rapport  des  surfaces  est  -r^. 

De  plus,  le  point  0  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  aa 
triangle  AGH. 

5^  Dans  le  quadrilatère  ËOnH,  les  angles  opposés  HEO. 
HnO  sont  droits  ;  le  quadrilatère  est  donc  inscriptible.  Il  en 
est  de  même  du  quadrilatère  FOmG. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Vitte,  Lapareillé,  Baron,  ao 
lycée  Henri  IV;  Fiévet,  à  Lille;  Baudouin,  à  Beauvais;  H.  Bourget,  à  Aii; 
William  Hoover,  à  Dayton  (États-Unis  d'Amérique)  ;  Montérou,  au  lycée  Loois- 
le-Grand;  Giroud,  à  Grenoble;  Leelair,  à  Passy;  Provost,  au  Mans;  Perrier, 
À  Lons-le-Saulnier ;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Lévy  et  Tinel,  à  Rouen;  iolf, 
à  Tarbes. 


QUESTION  339 

IkilutloB  par  M.  Jolt.  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Dans  un  cercle,  on  mène  à  partir  <fun  pomt  B  sur  la  cinm- 

férence,  deux  cordes  fixes  et  égales  BC. 
BC,  puis  on  prend  un  point  A  fixtwr 
la  circonférence  ;  une  corde  PQ  se  meut 
en  restant  toujours  égale  à  BG.  On  joint 
le  point  B  au  point  V  et  le  point  A  a» 
point  Q  ;  ces  deux  lignes  se  coupent  en 
0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  cou- 
pent en  0'.  Trouver  le  lieu  géométrique 
du  point  0  et  le  lieu  géométrique  à 
0\ 

Soit  I  le  milieu  de  Tare  GA,  et  D  le 
centre  du  cercle. 
L'angle  BOA  a  pour  mesure  arc  BG 

-4-  arc il  est  donc  constant,  el 

2 

le  lieu  du  point  0  est  un  segment 
décrit  sur  AB  comme  corde,  et  capable  de  l'angle  BDI. 
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On  Terrait  de  même  que  le  lieu  du  point  0'  est  un  segment 
décrit  sur  AB  comme  corde,  et  capable  de  Tangle  GDI. 

Nota.  — Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourget,  à  Aix ;  Baudouin, 
à  BeauTais;  Vitte,  Baron,  au  lycée  Henri  IV;  La  Chesnais,  au  lycée  Saint- 
Louis;  Provost,  au  lycée  du  Mans;  Barthe.  àTarbes;  Bertin,  à  Vesoul;  Henry, 
à  Bréchaincourt. 


QUESTION  340 

SolntloM  par  M.  Tlnbl,  élève  au  Lycée  Corneille  à  Rouen. 


CcnnaissarU  les  sommets  des  trois  triangles  équilatéraux  cons- 
truits sur  les  côtés  d'un  triangle,  déterminer  géométriquement  ce 
triangle. 


f 


/     I       > 

I 
I 
I 
I 


.......  s,.%B' 


Supposons  le 
problème  résolu, 
et  soit  A3G  le 
triangle  cherché; 
soient  A',  B',  G' 
les  sommets  des 
triangles  équila- 
téraux donnés.On 
sait  (Dksboves, 
QiLestions  de  géo- 
métrie, p.  186) 
que  ces  droites 
sont  égales,  se 
coupent  en  un 
point  I,  et  que 
l'on  a  Aie  =  CIB  =  BIA  =  1 2o^ 

Le  quadrilatère  A'BIG  étant  inscriptible,  et  le  triangle 
A'BO  étant  équilatéral,  on  sait  aussi  (Desboves,  loc.  cit. 
p.  134)  que  Ton  a       lA'  =  IB  +  IG. 

On  a  de  même  IB'  =  IG  -f-  lA, 

IC'  =  I A  4-  IB. 

Construisons  sur  AB',  A'G',  B'C'  extérieurement  au  trian- 
gle A'B'G'  des  triangles  équilatéraux  dont  les  sommets  res- 
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peclifB  sdleal  C^,  B',1'.  Il  est  facile  de  toirque  Iw  droUes 
A'A',  B  B*,  ce,  paâsetit  par  le  point  I,  et  aussi  respecUte^ 
meut  par  les  pdinis  A,B{C;  de  plus,  on  a«  pour  la  Bnètte 
raison  que  précédémtnetit, 

Al  =  IB'  +  ir;  =  IG  +  iB+  2Àt  , 

On  en  tire  facilement,  puisque 

A''!  =  AA''  +  AI 
et  que  IC  +  ÎB  s=  lA', 

la  relation  AA'  =  lA'  +  AI  =  AA'. 

Donc  le  point  A  est  le  milieu  de  A' A'.  On  déduit  de  là  la 
construction  simple  suivante  : 

Sur  les  côtés  du  triangle  k'B'G\  on  construit  extérieurement 
des  triangles  équilatét^aux  ;  on  joint  le  sommet  Ubre  de  cAncicn 
de  ces  triangles  éguilatéraux  au  sommet  opposé  du  tHangle' A.'B  C. 
Les  milieux  des  trois  lignes  ainsi  menées  sotit  les  somtnets  dv 
triangle  ABC  chei'ché. 

Nota.  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bonieux,  à  Riom;  ti.  Boar- 
get,  à  Ail. 

M.  William  Uoower,  à  Dayton  (Ëtats-Uois  d'Amérique),  a  envoyé  udeMkiUM 
par  le  calcul,  dans  laquelle  il  détermine  la  valeur  des  côtés  du  triangle  cherehé. 
en  fonction  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  points  donnés. 


ji^* 


QUESTION  341 

HoltttloM  par  M.  Baudouin,  élève  au  Collège  de  BeauTAÎs. 


Calculer  la  base  et  le  côté  d'un  triangle  isosciU^  connaissant 
la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  des  sommets  de  la  base. 

J'appelle  x  Tuu  des  côtés  égaux,  y  la  base,  h  la  hauteur 
et  m  la  médiane  données;  j'ai  les  relations  suivantes  : 

X*  +  !/*  =  ^w*  +  — ^>  et  hx  ==y  \x^ —, 

ou  ic*  -f-  2î/'  =  4m*  ;  2hx  =  y  ^4^*  —  y*. 

Si  nous  élevons  la  secohde  au  câtré,  et  que  nous  rem* 
placions  a?'  par  sa  valeut  4m*  —  2t/*,  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion bicarrée 

9/  -^  8î/«  {A«  -f-  2w«)  4-  i6A*m«  =  d, 
qui  permet  de  trouver  t/,  et  par  suite  à). 


La  condition  de  réalité  dea  raclties  se  réduit,  puisque  h 
et  m  sont  positifs,  à  la  condition  suivante  : 

h*  4-  am*  >  3mA, 
ce  qui  peut  s'écrire 

{m  —  A)'  +  M  (m  —  A)  >  o, 
ou  (m  —  A)  (am  —  A)  >  o  ; 

cette  dernière  se  réduit  à  m  >  A,  ogndition  évidents)  d'après 
los  données. 

S»lutl«a  céott£trh|a«  por  M.  JoLi,  du  l^céfl  de  Tdftws. 
Supposons  le  problème  résolu;  menons ÂE  parallèle  à  BU, 
jusqu'à  sa  f  encontre  avec  CM  proloii' 
gée;  ebaiaBons  £F  perpendiculaire 
sur  AB;  soit  G  le  centre  de  gravHô 
de  â3l:.  On  ê  évi^élnmerit  ËF'.-=  CH. 
Donc  ÀB  est  une  tangente  commun* 
iiltétleurc  aux  deux  circonféreuces 
égales     ayant    pour   centres  Ë  et  0,  ^ 

cl  pour  rayon  A,  la  distance  do»  contres  étant  ant.  La 
ilirectiou  ÂB  est  donc  connue;  ensuite,  uous  aurons  le 
point  A  par  l'intersection  de  la  droite  précédente  et  de   la 

circonférence  décrite  sur  B(J  •=  ■—  m  comme  diamètre. 
II  est  facile  d'achever  le  triangle. 

fltnA.  —  Ont  rMuIa  ta  même  question  :  MM.  H.  Boui-gel,  I  Ali;  Hetlol. 
Tlael.  à  RoMn;  Fie»et,  h  Lille;  Ëenrj,  l  BreeUalntiOuri ;  Duitu;,  «  OfetinblS  ; 
Baroa,  au  Ijcëe  Henri  IV;  La  Chesnals,  ou  lycée  Sainl-LouiB;  Barlhe,  1 
Tarbes;  W.  HootW,  à  DiytOB  (feuts-Unii)  ;  PerrMr,  i  Loos-H-Baultiler  ; 
Berlin,  à  Vesoul;  Leclair  à  Pauy. 
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—  Variations  de  la  fraction  :  celte   fraction    a-l-eUe   un 

a?  —  I 

maximum  et  un  minimum? 

.  sin  X 

—  Etant  donné  — : — ■ r-  =  m,  trouver  tg  ar. 

sm  (a  —  a:) 

—  Résoudre  tg  x  •  ^  zx  =  sin  x. 

^      j    .     .  1.  sin  a  —  sin  6  j      .    j  *.- 

—  Que  devient  1  expression  r— ,  quand  a  tend  veri  6? 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes 

sin  a;  +  sin  2x  -h  sin  3a;. 
^  Simplifier 

cos  a  cos  (6  —  c)  +  cos  6  cos  (c  —  a)  +  cos  c  cos  (o  —  6). 

—  Connaissant  ia  directrice  et  deux  tangentes  d'une  parabole,  trou?er  le 

foyer. 

—  Même  problème  en  remplaçant  les  deux  tangentes  par  deux  points  de 
la  courbe. 

~  On  donne  une  droite  AB  et  un  point  P.  Lieu  des  projections  du  poiat 
'  P  sur  tous  les  plans  qui  passent  par  AB. 

—  On  joint  on  point  A  à  un  point  B  quelconque  d'une  droite  a?y.  On 
construit  un  carré  ABCD  sur  AB,  et  on  demaude  le  lieu  des  points  C  et  D 
quand  le  point  B  se  déplace  sur  œy, 

—  Sur  le  diamètre  AB  d*un  cercle  0  on  prend  un  point  G,  à  droite  de  0« 
et  l'on  demande  le  lieu  des  points  M,  également  distants  de  C  et  de  la  cir- 
conférence. 

—  On  donne  la  directrice  et  le  foyer  d'une  parabole  ;  trouver  les  points  de 
rencontre  d'une  droite  et  de  la  courbe. 

—  Mener  un  cercle  passant  par  deux  points,  et  tangent  à  une  droite  doanée. 

r      ».  0\/5"  >/o»  -  6> 

—  Construire  x  =  — • 

a 

—  Construire  x  = ' — =• 

a  —  >/3 

—  Connaissant  le  Ibyer  et  la  direclrice  d'une  parabole,  trouver  les  poiols  de 
la  courbe  qui  sont  sur  une  parallèle  à  la  directrice,  et  les  tangentes  en  ces 
points. 

—  Construire  un  carré  équivalent  à  un  décagone  régulier. 

—  Coustruire  a;  =  R  y/a  +  ^/JT" 

—  Construire  a?  =  a  ^7. 

—  On  prolonge  le  diamètre  d'un  cercle  d'une  longueur  égale  au  rayoa.  Ob 
mène  la  tangente  par  le  point  obtenu.  Calculer  la  sur&ce  engendrée  par  l'arc 
compris  entre  le  diamètre  et  le  point  de  contact  quand  la  figure  tourne  autour  do 
diamètre.  Rapport  de  cette  surface  à  celle  de  la  sphère  ;  surface  engendrée 
par  la  tangente. 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point,  mener  par  le  point  une  sécante  telle 

3 
que  le  rapport  des  deux  arcs  interceptés  soit  égal  à .  Valeur  de  la  corde 

interceptée.  Valeur  de  son  apothème. 

—  On  détermine  un  plan  par  les  projections  de  trois  de  ses  points. 
Trouver  l'angle  de  la  ligne  de  terre  avec  oe  plan. 

•—  On  se  donne  trois  points  non  en  ligne  droite  dans  un  plan  perpeodica- 
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laire  au  plan  horizontal  ;  ces  trois  points  sont  sur  une  circonférence  directrice 
d'un  cjrltndre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Mener 
à  ce  cylindre  un  plan  tangent  par  un  point  donné  extérieur. 

—  On  donne  lea  projections  de  trois  points  non  en  ligne  droite;  ce  sont 
les  sommets  de  la  base  d'un  prisme  triangulaire  dont  la  direction  des  arêtes 
est  donnée  par  les  angles  que  fait  l'une  d'elles  avec  les  côtés  adjacents  de  1 1 
base.  Trouver  les  projections  et  la  section  droite  du  prisme. 

—  On  donne  un  point  dans  un  plan  quelconque  ;  ce  point  est  le  centre  d'un 
cercle  rayon  donné,  situé  dans  ce  plan  ;  le  cercle  est  la  base  d'un  cône  dont 
le  sommet  est  sur  la  ligne  de  terre.  On  demande  de  mener  à  ce  cône  un  plan 
tangent  passant  par  la  ligne  de  terre. 

—  On  donne  un  cercle  0  sur  un  plan  horizontal  coté  8;  ce  cercle  est  la 
directrice  d'un  cylindre  dont  on  donne  une  génératrice  [yar  sa  projection 
horizontale  et  la  cote  i5  d'un  de  ses  points.  Mener  un  plan  tangent  par  un 
point  extérieur  coté  1 3. 

—  Construire  une  pyramide  triangulaire  dont  on  connaît  la  base  sur  le  plan 
horizontal,  et  les  trois  arêtes  latérales.  Chercher  l'un  des  dièdres  latéraux,  et 
un  des  dièdres  à  la  base. 

—  On  suppose  qu'un  pendule  vertical  porte  tine  boule  de  5o  grammes.  Quelle 
forée  horizontale  faut-il  appliquer  à  cette  boule  pour  que  le  pendule  fasse  nvee 
l'horizon  un  angle  de  6o  degrés  ? 

—  Un  poids  de  45  kilog.  est  soumis  pendant  3  secondes  à  une  force  de 
^5  kilog.  Quelle  est  la  vitesse  de  ce  corps  au  bout  des  3  secondes? 

—  Avec  quelle  vitesse  laut-il  lancer  un  corps  sous  une  inclinaison  de 
60  degrés  pour  qu'il  tombe  à  une  distance  donnée  du  point  de  départ  ? 

—  On  donne  un  cylindre  de  hauteur  h  et  de  densité  d;  ce  cylindre  est  sur- 
monté d'une  demi-sphère  de  rayon  r  égal  à  celui  du  cylindre,  et  de  densité  d'. 
Trouver  le  centre  de  gravité  du  système.  Quelle  doit  être  la  hauteur  du  cylindre 
pour  que  le  centre  de  gravité  soit  au  centre  de  la  demi-sphère  ? 

—  Une  barre  AB,  de  i^^So,   pesant    i5o  kilog.,  est  appuyée  en  A  et  B. 
Quelle  sera  la  pression  supportée  on  A  et  B  si  l'on  applique  au  point  C  tel  que 
.\C=  60  centimètres,  un  poids  de  100  kilog.? 


QUESTIONS   D'EXAMEN 


Un  hyperbolo'ide  étant  donné  par  ses  trois  directrices  reclili- 
gnesy  reconnaître  s'il  est  de  révolution. 

Lorsqu'un  hyperbolo'ide  est  de  révolulion,  tout  plan 
tangent  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  passant 
par  le  point  de  contact;  de  plus,  tout  plan  tangent  coupe 
la  surface  suivant  deux  droites  faisant  un  angle  constant, 
et  le  plan  méridien  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  de 
ces  deux  droites;  enfin  le  plan  méridien  passe  par  l'axe  et 
par  suite  contient  le  centre. 

Gela  posé,  pour  reconnaître  si  la  surface  est  de  révolution. 
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je  oommeneerai  par  déterminer  son  centre;  ce  point  est  le 
centre  du  parallélépipède  dont  trois  arêtes  s'appuient  sur 
les  trois  directrices  données. 

Puis,  prenant  une  position  quelconque  de  la  génératrice, 
je  détermine  les  trois  plans  qu'elle  forme  avec  les  droites 
données;  du  centre,  j'abaisse  sur  chacun  de  ces  plans  une 
perpendiculaire;  le  pied  de  celte  perpendiculaire  sera  sur  la 
bissectrice  de  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  directrice  cor* 
respondante,  si  la  surface  est  de  révolution;  enfin,  je  mène 
par  chaque  bissectrice  et  la  perpendiculaire  un  plan  ;  si 
ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  droite,  la  surface 
est  de  révolution. 

<  ■  M      ■      I     II       ■ 

On  donne  un  cercle  et  dçuço  génératrices  de  même  système  d'un 
hyperbolàidSf  déterminer  le  centre  et  les  aoces  de  la  surface  ainsi 
qup  les  deux  sections  circulaires  qui  passent  par  un  point  donné. 

On  sait  que,  dans  un  hyperboloïde,  deux  génératrices  de 
même  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan,  et  qne 
si  deux  génératrices  de  même  système  qui  sont  dans  nu 
même  plan,  sont  parallèles,  leur  plan  passe  par  le  centre 
de  la  surface. 

Par  conséquent,  si  par  la  génératrice  A  je  mène  un 
plan  parallèle  è  la  génératrice  B,  et  si  je  prends  son  inter- 
section h  avec  la  circonférence  donnée,  le  plan  mené  par 
B  et  6  est  un  plan  diamétral;  de  même,  si  je  mène  parB  un 
plan  parallèle  à  A,  et  si  je  prends  son  intersection  a  avec  la 
circonférence,  le  plan  mené  par  A  et  a  est  encore  un  plan 
diamétral  ;  donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  un 
diamètre  qui  rencontre  A  et  B  ;  c'est  donc  un  diamètre 
réel.  Je  puis  donc  facilement  déterminer  le  centre;  soit  0 
ce  centre. 

Si,  par  le  centre  O,  je  mène  uu  plan  parallèle  au  plan  da 
cercle,  ce  plan  contient  un  des  axes  de  la  surface.  Pour 
avoir  cet  axe,  je  prends  la  droite  qui  passe  par  les  centres 
et  je  la  projette  sur  le  plan  du  cercle  diamétral  ;  il  me  suftil 
dans  ce  plan  de  mener  une  perpendiculaire  à  la  projection 
précédente,  j'aurai  un  axe  en  grandeur  et  en  position. 

De  plus,  le  plan  qui  projette  la    droite   des  centres  des 
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deux  cercles  sur  le  plan  de  l'un  d'eux,  est  un  plan  principal; 
il  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  nous  con- 
naissons assez  d'éléments  pour  en  déterminer  facilement 
les  axes  en  grandeur  et  en  position,  En  effet  ce  plan  prin- 
cipal coupe  A  en  un  point  m  et  si  nous  projetons  A  sur  ce 
plan,  la  projection  est  tang^ente  à  Thyperbole  de  section: 
nous  connaissons  donc  un  premier  syttèipe  de  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  est  connu  en  grandeur  et  position, 
Vautre  en  position  seulement  ;  de  même,  la  génératrice  B 
nous  donnera  un  second  système  de  diamètres  conjugués; 
et»  puisque  le  produit  des  segments  interceptés  sur  une 
tangente  par  un  système  de  diamètres  conjugués  est  égal 
^u  carré  de  diamètre  parallèle  à  la  tangente,  nous  aurons 
facilement  les  asymptotes,  et  par  suite  les  axes. 

Euûn  nous  aurons  très  simplement  la  seconde  direction 
de  plans  circulaires,  en  prenant  le  second  plan  cyclique 
qui  passe  par  le  centre.  Il  sera  donc  extrêmement  facile  de 
mener  les  deux  plans  circulaires  qui  passent  par  uu  point 
donné  de  la  surface. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

Gonooiurs  <}e  i879. 
iValntia*  par  M.  J.  BfuuN,  élèvedu  Lycée  Cbarlemagne  (*). 


Étant  donné  un  tétraèdre  OABC,  défini  par  Vangle  trièdre  0, 
et  par  les  longueurs  4a,  4b,  4c,  des  arêtes  OA,  OB,  OG,  on 
joint  les  milieux  des  arêtes  opposées,  et  ces  trois  droites  se  coupent 
en  un  point  (o. 

f*»  Démontrer  que  Vellipso'id^  qui  admet  ces  droites  pour  dia- 
mitres  conjugués,  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre, 

2?  Trouver  V équation  de  cet  ellipso'ide  et  de  Vhyperholoîde  engen- 
dré par  une  droite  s'appuyant  sur  les  troi^  droites  A',  B',  G'  qui 
passent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OG,  et  sont  parallèles  à  OB, 
OC,  OA. 

(*)  Aujourd'hui  él^veà  l'École  polytechnique. 
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Trouver  r intersection  des  deux  surfaces. 

3®  En  appelant  HK  une  droite  s'appuyant  sur  A\  B'  et  G,  cette 
droite  rencontre  FelHpsoide  en  deux  points  TL  et  K  par  chacun 
(lesquels  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  Vdlîp- 
so'ide  en  Vautre  point. 

Démontrer  que  ces  plans  passent  par  le  centre  de  rellipso'iie^  et 
twuver  le  lieu  décrit  par  leur  intersection. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  mz, 
iûp,  (oy,  qui  passent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OC  et  nous 
poserons  (ox  =  a,  w^  =  6',  wy  =  c.  Ces  longueurs  peuvent 
être  facilement  calculées  en  fonction  des  angles  AOB,  BOC, 
COA,  dont  nous  désignerons  les  cosinus  v,  X,  «x  et  qui  défi- 
nissent le  trièdre  0. 

En  effet  si  l'on  prend  un  instant  pour  axes  les  droites  OA, 
OB,  OC,  les  coordonnées  de  a  seront  {2a,  0,  0),  celles  de  x, 
point  symétrique  de  a  par  rapport  à  (o:  (0,  26,  2c).  Par  suite: 

aa       =  4a'*  =  4a*  -(-  4^'  +   4^*  4"  2X.  26.  2C 

—  2{JL.   2C.    20.  —   2v.    20.  20. 

OU  bien  a'*  =  o*  +  fr"  +  ^*  +  ^^^^  —  2jica  —  2vafc, 
de  même  6*  =  a*  +  ^*  "h  c*  4-  ^l^^  —  ^vaft  —  2X6c 
et  c*  =  a*  -f-  6"  +  c*  +  ^vafc  —  2Xbc  —  2\Lca. 

Ainsi  les  longueurs  a,  b'  c' peuvent  être  considérées  comme 
données. 

Première  partie.  —  Cela  posé,  Téquation  de  l'ellipsoïde, 
dans  le  système  d'axes  adopté  est  évidemment 

X*  V*  a' 

Démontrons,  par  exemple,  qu'il  est  tangent  à  l'arête  BC. 
Cette  arête  est  définie  par  les  équations 

X  U  Si  \ 

-V  +  -^  H — r  =  —  I  qui  représente  le  plan  ABC  j 
a  0  c  f,Q. 

D'autre  part,  le  plan  tangent   à   l'ellipsoïde,  au  point  x 
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dont  les  coordonnées  sont  ( —  a\  0,  0)  a  pour  équation  -^- 
=  —  I,  et  si  l'on  retranche  les  deux  équations  (3),  on  trouve 

précisément  — ;-  =  —  i. 

Le  plan  tangent  en  a  passe  donc  par  BG,  qui,  par  suite, 
est  tangent  à  l'ellipsoïde. 

Deuxième  partie.  —  L'hyperboloïde  a  évidemment  pour 
centre  le  point  (o,  et  il  admet  comme  génératrices  les  trois 
droites  A\,  B\,  G'i  symétriques  de  A',  B',  G'  par  rapport  au 
centre  <i>. 

Cela  posé,  soit 

Aa?*  +  A'ty»  +  A  "««  +  2Bi/2  +  2B'zx  +  2B"xy  =  i 
Véquation  de  cethyperboloïde.  Coupons-le  par  le  plan  des  xy. 

La  section  doit  se  composer  des  deux  droites  B'  etB'^  qui 
ont  pour  équations  (dans  ce  plan  des  xy) 


— 

x 
a' 

+ 

y 
b- 

I 

cl 

X 

a 

■■■^^ 

y 

b' 

— 

1. 

On  doit  donc 

avoir 

A.r*  +  ky  +  2B"xy  =  (-y  -  -f  )! 

Par  suite       A  =  -L,  A  =  -i^,  B"=  -  -^, 

a  ■  0  *  an 

on  trouverait  de  môme 

A"  : ^        "D ^        T»' ^ 

c*  bc  ca 

L'équation  de  Thyperboloïde  demandé  est  donc 

flC*     _i       y'    j_    ?'  2J/5Î  2ZX  2xy     . 

a*  0'         c'  oc  ac  ao 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  Tintersection  des  surfaces 
(f  )  et  (3),  On  peut  remplacer  pour  cela  (3)  par  la  combinaison 
1*)  —  (3),  ce  qui  donne 

ys      .     zx      .     xy  .. 

bc  ca  ab  ^  ' 

■ 

C'est  un  cône  du  second  degré  ayant  pour  sommet  Tori 
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gine  (0,  et  admettant  pour  arôtes  les  droites  coa,  top^  ta^{sje$ 
des  coordonnées). 

Pour  achever  de  définir  géométriquement  ce  eône,  il  suffit 
de  connaître  les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  «*z. 

Cherchons  par  exemple  le  plan  tangent  en  «  (a\  o,  o);  il 

a  pour  é(juation  -~  -) =;  o 

et  cette  équation  est  la  somme  des  équations  (2).   Doue  U 

plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  waz   n'ait 

autre  que  le  plan  coBC. 
De  même  coGA  et  tùAB  sont  les  plans  tangents  le  long  des 

génératriees  ^^'  et  ytùy'. 
Revenons  maintenant  à  l'intersection  de  (1)  et  de  (4), 
Si  l'on  multiplie  (4)  par  2,  et  qu*on  y  ajoute  (1),  onoblieni 

qui  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

a'  6'    ~    c' 

Ces  équations  sont  celles  des  deux  plans  aôy,  apy'. 

L'intersection  cherchée  peut  donc  être  considérée  comme 
celle  du  cône  (4)  par  ces  deux  plans.  Le  plan  a  py  coupe  le 
cône  suivant  une  ellipse  passant  par  ol,  p',  y  et  tangente aas 
côtés  de  triangle  ABC;  le  plan  o^y  donne  une  ellipse  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  o). 

Finalement,  Tinterseotion  de  rellipsoKde  et  de  l'hyperbo- 
loïde  se  compose  de  deux  ellipses,  complètement  déter- 
minées. 

Troisième  partie.  —  On  peut  écrire  l'équation  de  Thyper- 
boloYde  (3)  sous  la  forme 

4y« 


\a  b  c  )   '^ 


-    (^  -  -f  -  -f )'  -  (f + -f )' 
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ou  enfin  JL  / JL  _  J^  _  il\ 

a    \  a  b'  c   J 

=  ('  +  -f-T-)('-4-  +  ^)-    "" 

Écrivons  les  deux  équations 

(6)  )"  ^  *  <"   ^ 

[^\ir~~b' ?-j  -  '  ~  ~r  +  ~ 

Ces  équations  représentent  une  droite.  Si  l'on  élimine  le 
paramètre  variable  X  entre  elles,  on  obtient  l'équation  de 
Vhyperboloïde  (5).  La  droite  (6)  est  donc  une  des  généra- 
trices de  rhyperboloïde  ;  d'autre  part  elle  n'appartient  pas 
au  système  des  trois  génératrices  À',  B',  C,  car  il  est  facile 
de  vérifier  qu'elle  rencontre  G',  par  exemple. 

Dès  lors  nous  pouvons  conclure  que  (6)  senties  équations 
générales  qui  représentent  les  droites  HK  de  l'énoncé. 

Pour  chercher  l'intersection  d'une  de  ces  droites  avec  l'el- 
lipsoïde, il  suffit  évidemment  de  prendre  son  intersection  par 
le  plan  a^y,  puis  par  le  plan  apy  . 

Pour  le  plan  aSy,  on  a  à  résoudre  les  trois  équations 

a  b  c 

^     a  b  r 

-r    +  V  +  -7-  =    I 

Appliquant  à  ces  équations  la  règle  de  Cramer,  on  trouve 
pour  les  coordonnées  du  point  H,  les  valeurs 

^   _      2X(X   +   l)       ^  _        I    ~^'        ^   __     2X  {X—    l) 

a   —      3X«  +  I    '  6'         3X«  +  I   '  c'  "■      3X«  +  I       ^  ^ 
En  remplaçant  la  dernière  des  équations  (7)  par  ^  4-  ^ 

-{ — 7  =  —  I  on  obtient  les  coordonnées  du  point  K 
c 
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£j   2À  (i  —  X)         y*  —  2X  (X  -}-  1  )       3,  À* —  I 

7,        3X«+  I     '  ¥  ~      3Ji»+  I     '  7"~3X»Hh     ' 

Le  plan  tangent  au  point  H  à  l'ellipsoïde  (i)  est  donc 

2X(X  +  I)  J  +  (I  -X«)  l.  +  2\{X-  1)4  =  3X«  +  I 

et  le  plan  mené  par  E,  parallèlement  à  ce  plan  tangent,sen 

+ '^f^ -  ■' [f  +  ^t+tI  =  ° 

OU  bien  2\(X  +  i)  4  +  (i  —  X»)  |^  +  2X(X  —  i)  4  =  o 

De  même  le  plan  mené   par  H,  parallèlement   au  pbï 
tangent  en  K,  sera 

On  voit  que  ces  deux  plans  passent  bien  par  l'origine. 
Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  leur  intersection,  il  suit 
d'éliminer  X  entre  ces  deux  équations. 
Ordonnons-les  par  rapport  à  X  ;  elles  deviennent 

L'application  d'une  règle  bien  connue  donne  alors  : 

[L  (^  JL  — y\    L(—  A^^  —  -M* 

le   Va'  "^    c  67       V  \a'   "^  6'         c'/J 

4  Kf  -  7X^+f-f)-(r-fXv+f-7)I 

><[(r-7)7-Kl-r)] 

OU  bien 


[f  (.- + 7)  -  Kl + f  )I 

~*Lc'  \o'     c'y      feV?»'      0/.I 
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ou  encore 


Le   \o        c/       b   \b         a/        bc  a*  J 


[(*)■-!  7]  [(?)■- If] 

+ [(7)'-  7 1]  Kf  y  -  f  7] 

+  [(7)"-|7][(fy--.-7]=° 

i 

{±  ix  4.  /"i  — ^*  _  £V-!ï  IL  4-  £  l^ 

\o'  frV    "^  \6'  c'J         a»  \o'  6'  "'"a'  c'/ 

6»\a'6'   "^  b'e'J       c'Aa'C  "'"  6'c '/ 
"^  a'«  6'  c   "^  6'  c' a'  "^  c'  a'  6' 


ou 


r  a^   ■    y  2    .    aa;  1' 
Lo'6'        6'c'         c'aj 

_  /'^^  4.  ^  4.  îlU£^  -L  ^  J-  f£\  -  o 
W*  "^  6'*  ^  c'«/  \a'6'  ^  6'c   ^  c'oV  ~ 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

J.  i^4_il4.J£_0 

tto         OC  ca 

c'esl  le  cône  (4)  ; 

Oo  ^*   U-   y*    J_  ^'  ^^    —     2^^  ^^    —  n 

a*        6*        c*        a6  6c         ca 

qui  peut  s'écrire 

(r-fy+(i-7y+(7-7)=» 

'   _  1^  _    ^ 
a"  ~    b'    —' 

C'est  la  diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  cox,  ti^py  cdy- 

En  résumé,  le  véritable  lieu  décrit  par  Tintersectioû  des 

plans  ci>H  et  «dK  est  le  cône  du  second  degré,   qui  a  pour 

sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe  d'intersection 

de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde. 


X         y 
ec  par  conséquent     — ^  =  -gr  = 
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SOLUTION    GÉOUKTRIQUK 

Première  partie.  —  Le  plan  tangent  à  Tellipsclde 
au  point  a  est  parallèle  au  plan  f^io,  qui  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  la  direction  a>x'.  Or  BG  étant  parallèle 
à  py,  Test  aussi  au  plan  py^  ;  donc  BG  est  contenue  dans  le 
plan  tangent  en  a  et  par  suite  elle  est  tangente  à  l'ellip- 
soïde. 

Même  démonstration  pour  les  cinq  autres  arêtes. 

Deuxième  partie.  —  Coupons  TeUipsoîde  par  le  plan  ABC: 
la  section  est  une  ellipse  22,  passant  par  %,&',/,  et  tangente 
à  BG,  CA  et  AB. 

Coupons  rhyperboloïde  par  le  môme  plan  sécant,  la  section 
sera  une  conique  £'  passant  pAr  a  ,P',y'.  Cherchons  la  tan- 
gente en  A'. 

Pour  l'obtenir,  il  faut  considérer  le  plan  tangent  à  rhyper- 
boloïde en  a,  lequel  est  déterminé  par  la  génératiice  F, 
et  par  la  deuxième  génératrice  A',  qui  passent  par  i  ;  ce 
plan  tangent  n'est  donc  autre  que  OBC;  son  intersection 
arec  le  plan  séôant  edt  BC,  et  par  suite  BG  est  la  tangeof^ 
en  a  à  la  conique  2'. 

Donc  2:  coïncide  avec  S  et  dette  COtiique  forme  \xM  pre- 
mière partie  de  l'interseôtion. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  est  évidemment  symé* 
trique  de  la  première  par  rapport  à  (o.  Oii  fêtroUTe  le 
résultat  déjà  obtenu. 

Troisième  partie.  —  Considérons  une  position  HK  de 
la  génératrice  mobile  ;  et  soient  R  et  E  les  traces  de  cette 
droite  sur  les  plans  a^f  et  a'PY ;  je  dis  que  aH  et  7'K  sont 
parallèles.  En  effet,  HE  et  A'  déterminent  un  plan,  dontles 
intersections  aH,  y'K  par  deux  plans  parallëlM  a^f  x'^7 
doivent  être  parallèles  entre  elles. 

Prehousle  point  h  symétrique  deHpAf  rapport  à  (d;  ft  t^n 
sur  Telllpse  S,  et  dtA  sera  parallèle  à  a^H;  ïeê  plans  tan- 
gents en  A  et  H  sont  parallèles,  et  tout  plan  passant  par  K 
et  <i)  passe  aussi  en  h. 

En  résumé  la  question  proposée  retient  à  la  solvante  : 


—  814  — 

> 

Etant  donnés  trois  diatnètt^es  cOnjtigués  toa ,  wp',  (oy*  d'un  ellijH 
s(fide,  dans  le  plan  a'p'f ,  on  mène  deux  pamllèles  y'fc,  ah; 
dêmonh-er  que  fe  plan  mené  par  chacun  des  points  h  et  k,  parai'- 
lèlement  au  plan  tangent  à  réllipso'ide  en  Vautre  point,  va  pOèier 
parle  centre  u),  et  trtmver  le  lieu  décHi  par  V interjection  de 
ces  deux  plans. 

Menons  ^X  parallèle  à  -^'k  et  a  A,  et  oohsidéfons  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  dirtctioû  a  A  et  sa  trace  <rT  sur  le 
plan  de  l'ellipâé  £. 

Il  eât  clair  ^ue  les  plans  tângehls  à  réllipsdïdd,  en  a  9i 
en  A,  se  coupent  suivant  une  droite  TD'  située  dan^  ce 
plan  didmétrAl;  et  TD'  sera  parallèle  à  la  trace  uiD  du 
plan  lap'Y  Svir  le  plan  diamétral  mT.  Or  py  et  KL  coupent 
<3T  au  même  point  D  ;  la  droite  (oD  parallbU  &  TD'  Appartient 
donc  au  plan  «oKL. 

Mais  «'^V  ®^^  ^^  triangle  de  surface  maxima  inscrit  dans 
l'ellipse  2y  car  la  tangente  en  %  est  parallèle  à  pY,  etc. ..  De 
plus  surf.  hkL  =  surf.  a'py. 

Donc  hkia  est  aussi  ]un  triangle  inscrit  de  surface  inàximai, 
el  la  tangente  AT,  en  A,  est  parallèle  à  tL. 

De  là  il  résulte  que  le  plan  mené  par  K  parallèlement  ail 
plan  tangent  à  ^ellipsoïde  en  A,  n'est  autre  que  cdKL;  dé 
mime  Tautre  plan  de  TénoiiCé  est  (oAL.  Ces  deux  plans 
passent  bien  par  lé  centre  m  de  Tellipsolde)  et  leur  inter- 
section (oL  décrit  le  cône  du  second  degré  ayant  pour 
sommai  <i>  et  pour  base  Tellipse  £. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu  analytique- 
ment. 


QUESTION  321 

IKolution  par  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Uenri  VI. 


Établir  pour  des  valeurs  eniièrés  éi  positives  de  ^  et  de  n 
9uel  que  soit  x»  Videntité 

(^O)'^  i)  J»  +  ^  {iPit  4*  aPûD*  4"  »  "  +  nPœ!^\ 
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=  p4a;»  +  ''  +  <  +  Ô,a;»+i'  +  ... 

les  coefficienls  x,  ^  é/ant  indépendants  de  x  et  donnés  par  ki 
égalités  Pi  =  nP 

p,  =  (n— i)P  — CV+inP 


Pp+^  =  (n-p)P  —  CV4.<(n  —  p  +  i^  +  . .  •+(—  i)PC;^,np. 

tti  =  (—  i)P+<  iP 

a,  =  (—  i)P+<.   3p  +  (—  i)pCV+i.  2P-|-(—  i)P-<C*|,-f«.  i^ 

*P=(-  i)P+^P'+ +(-  O'^Vi   '' 

Pour  établir  cette  identité  développons  (x  —  i)iH-i  par  la 
formule  du  binôme,  il  Tient 

{x  —  Op+i  =  xP+<  +  Cj^^^  ««''+  O       iCi»-' 

+  (-  0'C3^,  ^''-^  ••.  +  (-  îV(>^.,  ^  +  (-  i)'^^  ^;t; 

Puis  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients  p,  il  suffit 
d'ordonner  les  deux  termes  du  produit  indiqué  dans  (l)par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  et  d'effectuer  ce 
prodait. 

+  (-  0''Gp^.^  +  (-  O^'Cm 
nPx^'}-(n  —  i)Px^-^  +(n— 2)Pa?"~»-|-  •••  +  2Px*+if.x 


xP  ac^+P+<  -j-  (n  —  i)  a 


flc»+<+  (n 

^;n+p-i  ^  . , .  -|.  (n  —  p;p 

-C;,+^(n  — p  +  i)p 
+  Cj+,(n-p  +  2)P 


2)P 

i)*(4+<(n-i)Pa:«+' 
0-Cj^,  nP 
a?'+«  +  ... 


+  (-i)''-'Cj-;(„_,), 

+  (-,)''Gj+,nP 
La  loi  de  formation  des  coefficients  p  est  évidente. 
Pour  un  coefficient  quelconque  p,-  on  aura  Texpression 
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f»  =  (n  -  I  -  i)P  +{~  I)'  G<p+.(n  -  i)p 
+  (-  I)'  CV+i(n -»•+  i)P  +  ...  +  (_  ,y-.  G;,+la;P. 
Pour  montrer  l'identité  des  coefficients  a  avec  ceux  énoncés 
ci-dessus,  ordonnons  en  sens  inverse  et  effectuons  le  produit 

(-  i)H-i  G'fp,  +  (_  ,)P  cj  + ,  a;  +  (_  ,)P-.  q;:^;  a;« 

+  .  .  .    +(—!)•  G»p4.i  X»»-'   +  (—    l)'  C'p+  ,  JJCP  4-  £0»  + 

iP  a;  -f-  3Pj*  +  Spx'  -f +  (n  —  i)Px"-*  +  nP  a;» 

,  P(_  ,)p+.  crtî 


os  4-  3p(—  i)p+i 

+  2P(-i)PCj;^, 


X  +   2P( —   l)P  +  < 

+  iP(—  i)PCp+, 
as*  +  ...  (—  i)p+i  pp 

4-  (_  i)P(p  _  i)  Op+p,  x» 

+  (-  «)•  I'  CV+, 
La  loi  de  formation  des  quantités  a  est  aussi  évidente. 
Un  coefficient  quelconque  clj  aura  pour  expression 


QUESTIONS   D'EXAMEN 


Étant  donné  un  point  G  delà  parabole  y*  =  2px,  on  abaisse 
de  ce  point  les  deux  nortnales  CA  et  GB  autres  que  celle  qui 
passe  en  C;  on  demande  l'équation  de  la  corde  AB  qui  joint' 
leurs  pieds. 

Cette  question  peut  être  résolue  par  bien  des  méthodes 
différentes;  nous  indiquerons  le  procédé  suivant  qui  nous 
semble  le  plus  simple  : 

a,  p  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  plan,  Téquation 
qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  abaissées 
de  ce  point  sur  la  parabole  est 

y'  —  2py{%  —  p)—  2p^fi  =  o. 

Si  le  point  (a,  [6)  est  sur  la  courbe,  celte  équation  admet 
nécessairement  la  solution  y  =p  qui  correspond  à  la  nor- 
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maie  menée  au  point  iui-mème,  et  par  conséquent,  en  divi- 
sant par  y  —  S,  l'équation  qui  reste 

Jf*  +  Py  -f  2p*  =  o 
établit  une  relation  entre  les  ordonnées  des  pieds  A  et  B 
des  deux  autres  normales  abaissées  du  point  considéré. 

Mais  entre  les  coordonnées  de  ces  pieds  on  a  aussi  l'équa- 
tion y*  —  2px  =  o. 

Toute  relation  déduite  de  la  combinaison  de  ces  deux 
équations  représentera  un  lieu  passant  par  les  points  A  et  fi; 
or,  si  on  les  retranche  membre  à  membre,  il  vient  réquation 

py  -|-  2px  +  2p*  =  o 
qui,  étant  du  premier  degré,  représente  une  ligne  droite  : 
cette  droite  passe  en  A  et  B  ;  elle  est  donc  la  corde  cherchée. 

Observons  qu'elle  ne  renferme  le  paramètre  qu'au  premier 
degré  ;  donc,  qtmnd  le  point  G  se  déplace  sur  la  courbe^  la  carde 
AB  passe  par  un  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont  y  =  o 
et  X  =  —  p,  c.-À-d.  par  le  point  qui  est  symétrique  du  Aomne/ 
par  rapport  à  la  directrice. 

L'application  de  la  même  méthode  conduit  à  la  démous- 
tration  de  la  propriété  suivante  : 

Si  d'un  point  d'une  normale  à  la  parabole  on  abaiase  les 
deux  autres  normales  à  la  courbe,  la  corde  qui  joint  leurs  piêrk 
conserve  une  direction  fixe  qUfand  le  point  parcourt  la  nomuile 
donnée. 

Soient,  en  effet,  (x^y)  le  pied  de  la  normale  ûxe  consi- 
dérée, et  (afs)  un  point  quelconque  de  cette  normale;  Téqua- 
tion  y^  —  2py(a  —  p)  —  2p'P  =  o 

doit  admettre  une  première  solution  y',  et  en  aapprimaut 
cette  solution,  il  reste  l'équation 

î/'  +  yy'  +  y*  —  2pa  +  2p«  =  o 

qui,  combinée  avec  l'équation 

y*  =  2px 
de  la  parabole,  fournit  l'équation  de  la  corde  qui  joint  les 
pieds  des  deux  autres  normales. 
Cette  corde  a  donc  pour  équation 

2paî  +  yy  + 1/'«  —  2pa  +  2p*  =  o. 
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Son  coefficient  angulaire  est ~-,  lequel  est  constant 

y 

pour  une  valeur  donnée  de  y,  c.-à-d.  quand  la  première 
normale  est  fixe;  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  faut  observer  que  y'  et  x  satisfaisant  à  la  relation 
y^=i2px\  le  coefficient  angulaire  m  de  la  direction  fixe  peut 
s'écrire  sous  la  forme 

2p    //'•   y' 

~"         y    ~       ^'y  ""       ^'  ' 

Cette  forme  montre  que  la  direction  fixe  est  la  symétrique  de 
la  direction  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  la  parabole  au 
pied  de  la  normale  fixe. 

Ce  résultat  peut  également  être  mis  en  évidence  par  on 
raisonnement  géométrique  très  simple. 


Autour  âun  point  quelconque  P  pris  dans  le  plan  d'une 
conique,  on  fait  tourner  une  sécante  PAB  ;  par  les  points  de 
rencontre  A  et  B  de  cette  sécante  avec  la  courbe,  on  mène  les 
normales  AM  et  BM  à  cette  courbe  ;  trouver  le  lieu  des  points 
de  rencontre  M  de  ces  normales. 

Cette  question  présente  de  réelles  difficultés  quand  on 
Taborde  directement  pour  une  conique  quelconque  ;  voici 
un  procédé,  fondé  sur  la  considération  de  l'équation  en  X, 
au  moyen  duquel  elle  se  résout,  au  contraire,  assez  facile- 
ment. f(Xf  y)  =  o  (1) 
étant  l'équation  de  la  conique  en  coordonnées  rectangulaires^ 
la  normale  en  un  point  (x,  y)  de  cette  courbe  a  pour  équation 

Y--y    _    X  —  x 

f  y  f  ^ 

Pour  que  cette  normale  passe  au  point  (a,  p)  il    faut  que 

l'on  ait  ^   ^,  ^    =  — j-. .  (2) 

f  y  I  ^ 

Les  équations  (1)  el  (2),  considérées  simultanément  déter- 
minent les  coordonnées  des  pieds  des  normales  que  Ton 
peut  abaisser  sur  la  courbe  d'un  point  (a,  p)de  son  plan.  Ces 
points  sont  donc  à  rinterseclion  de  la  conique  proposée  (1) 
et  de  la  courbe  représentée  par  (2),  laquelle  est  une  hyper- 
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bole  équilaière  passant  au  point  (a,  j^).  Les  coniques  (1)  cl 
(3)  ont  trois  couples  de  sécantes  communes,  de  l'un  desquels 
la  droite  PAB  fait  partie  ;  si  donc  ou  exprime  que  Téquatioii 

(P  —  y)  r^  —  (*—«)  Ty  +  ^A^»  y)  =  o  (3)  est  un  sjré- 
tëme  de  deux  droites,  c'est-à-dire  si  l'on  écrit  que  X  salisfail 
à  l'équation  en  X,  <^{X)  =  o  (4),  il  suffira  d'écrire  que  la 
courbe  (3)  passe  au  point  1^(Xq,  y^)  pour  que  le  point  (a,  p)  soit 
l'intersection  de  deux  normales  menées  à  la  conique  (1)  par 
les  points  oh  elle  est  coupée  par  la  sécante  PAB.  Éliminant 
alors  X  entre  les  deux  équations  (j5  —  î(o)  T  «o  —  (»  —  ^•) 
r  yo  +  ^fi^oVo)  =  o  et  <p(X)  =  o,  on  aura  l'équation  du  lieu 
des  points  (a,  p).  Or  la  première  de  ces  équations  fournit  X 
par  une  relation  du  premier  degré  ;  donc  l'élimination  esl 
toujours  facile. 

Pour  éclaircir  ce  qui  précède,  nous  appliquerons  la  méthode 
au  cas,  souvent  demandé,  où  le  point  fixe  P  est  un  foyer  de 
la  conique.  Soit  donc,  par  exemple,  l'ellipse 

X*  V* 

_  +  ^-.  =  o.  (1) 

L'hyperbole  équilatère  qui  renferme  les  pieds  des  normales 
issues  d'un  point  (x,  p)  a  pour  équation 

c^œy  +  ô*pa;  —  o«ay  =  o  (i) 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  rencontres 
des  courbes  (1)  et  (2)  est 

c'xy  +  b^  -  a«ay  +  x(^  +  "fî— ')  =  <>.  (3) 

Pour  que  cette  équation  représente  un  système  de  deux 
droites,  il  faut  qu'on  ait 


X 

c* 

b^ 

o» 

2 

2 

c* 

X 

6» 

a*a 

2 

2 

b*p 

0*a 

—  X 

=  o, 


c'est-à-dire 

4X»  -f  Xo»&*(a*a«  +by  —  c*)  +  a*6*c»ap  =  o     (4) 
En  vertu  de  cette  condition  (4),  l'équation  (3)  représente 
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un  système  de  deux  droites.  Pour  que  Tuno  do  ces  droites 
passe  au  point  fixe  (x  =c,  »  =  o),  il  faut  que  l'équation  (3) 
soit  vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce  point,  c'est-à-dire  que 

l'on  ait  6«pc  -|-  X^il  _  A  =  o.  (S) 

Entre  les  équations  (4)  et  (5)  éliminant  X,  on  aura  entre 
a  et  p  l'équation  du  lieu. 
On  tire  de  (S)   a^b^pc  +  X(c*  —  a*)  =  o, 

d  oîi  X  =  — -^^  =  a^. 

b*  ^ 

Reportant  cette  valeur  de  X  dans  (4),  il  vient 
4a«p«c»  +  a^^c  .  o«6«(a«a*  +  6'P*  —  c»)  +  a*6*c«ap  =  o. 
Remplaçant  a  par  x,  ^  par  y,  et  réduisant,  il  reste 
4aVy»  +  b*(a*x^  +  6*y*  —  c*)  +  b'cx  =  o, 
équation  qui  peut  s'écrire  encore 

y«(6*  -f-  4«*c«)  +  a^b^x^  +  b'cx  —  6«c*  =  o 

ou  y«(6*  +  4a«c«)  +  6«a*(a;+  -^V  =  —^(6*  +  4aV). 

En  posant  a? -| T"  ^^  •''^'  c'est-à-dire  en  transportant 

les  axes  de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 

6*c 

(le  l'axe  des  x  dont  l'abscisse  est -,  l'équation  du  lieu 

2a* 

prend  la  forme 

^       +— ::; =^ 


—{b'  +  4a'c«) 


4a*  4a* 

qui  représente  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes 

-^V^6*  +  4a«c«  et  — . 
2a*  2a 

Le  calcul  se  fait  absolument  de  la  môme  manière  pour 
l'byperbole  et  pour  la  parabole. 

On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  une  tangente  commune 
et  passant  par  deux  points  fixes  donnés  sur  une  perpendiculaire 
à  cette  tangente^  et  on  demande  le  lieu  de  leurs  foyers. 
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La  recherche  de  ce  lieu  est  un  exemple  de  TaTantage  qu'il 
y  a  aouyeut,  dans  les  questions  de  ce  genre,  à  employer 
réquation  focale,  en  conduisant  conyenablement  les  calculs. 
Les  méthodes  générales  ordinairement  usitées  pour  la  déter- 
mination des  lieux  de  foyers  (tangentes  isotropes,  identi- 
fication, soit  directe,  soit  par  la  considération  du  carré 
parfait,  etc.)  ne  réussissent  pas  dans  le  cas  oh  il  s'agit, 
ou  conduisent  à  des  calculs  excessivement  laborieux. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  donnée,  et  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  qui  renferme  les  deux  points  fixes. 
Prenons  l'équation  focale  sous  la  forme 

{x  —  a)*  +  {y  —  p)'  =  (CD  cos  (p  -f  y  sin  ^  —  p)« 
l'excentricité   étant  égale   à  l'unité,  puisque  les   courbes 
considérées  sont  des  paraboles. 

L'axe  des  x  étant  tangent,  le  symétrique  du  foyer  par 
rapport  à  cette  droite  est  sur  la  directrice;  les  coordonnées 
de  ce  point  étant  a  et  —  p,  on  a  donc 

a  cos  ç  —  p  sin  9  —  p  =  o.  (1) 

L'équation  aux  y  des  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe  des  y  étant 

**  +  (î/  —  py  =  {y  sin  «p  —  pY 
ou      y*  cos»  (p  —  2y{p  —  p  sin  <p)  +  a*  -f-  f^*  —  p*  =  o, 
si  Ton   désigne  par  b  et  b'  les  ordonnées  des  deux  poinls 
fixes  donnés,  qui  sont  les  racines  de  cette  équation,  on  aur.i 

2(S  —  p  sin  ©) 

J^+lfiPL  =  tb:  (3) 

cos»  ç  ^ 

Entre  les  relations  (1),  (2)  et  (3),  éliminant  p  et  l'angle  ?. 
on  aura  l'équation  du  lieu  des  foyers. 
Divisant  (2)  par  (3),  il  vient 

P  —  P  sin  ?      ^    fe  +  y  , 

a»  +  p»  —  p»  266'     '  ^ 

équation  qui  remplace,  par  exemple,  l'équation  (i). 

Bemplaçant  p  dans  (4)  et  dans  (3)  par  sa  valeur  tirée  de 
(ij,  il  vient 
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b  +  V 

^  —  sin  cp  (a  cos  9  —  ^  âin  ç)  = 77; — (asiiKp+pcosç)* 

puis  (a  sin  <p  +  P  ^^^  ?)*  =  ^^   ^^^*  ?; 

(a  sin  9  +  S  cos  9)* 

00 

Donc 

6  +  6' 
p  —  sin  9  (a  cos  9  —  p  sin  9)  =  — • cos*  9. 

De  la   relation  (a  sin  9  +  p  cos  9)*  =  66'  cos»  9,  on  lire 
(en  prenant  le  signe  +) 

a  sin  9  +  P  cos  9  =  cos  9  y^66' , 

d'oli  ot  sin  9  =  cos  9  (^66'    —  p)> 

.  ,                        sin  9               cos  9 
ce  qui  donne  .       = • 

^bV  —  p  * 

L'autre  équation   peut  être  rendue  homogëne  en  sin  9  et 
cos  9  en  récrivant  ainsi  : 

h      I      h' 

6(sin»  9  -f.  cos»  9) — a  sin  9  cos  9  +  P  sin»  9  =  — ^^I cos»  9 

ou 

/          6  +  6'  \ 
2p  sin»   9  +  cos»  9  (  p = j  —  a  sin  9  cos  9  =  0. 

En  y  remplaçant  sin  9  et  cos  x»  par  les  quantités  qui  leur 
sont  proportionnelles,  il  vient 

Telle  est  Féquation  du  lieu.  On  peut  récrire 

2t/3  _  4t/«  /66'    +  2t/66'  +  2X^y  —  ce»  ( — i 1-/66'  j  =  0 

En  posant  A»  =  66',  il  vient 
x%  Ly i k\  +  21/»  —  4i/»fc  +  2fc».v  =  o, 

Posant  encore  — ^^I f.  fc  =  a,  c'estrà-dire  (/T +1^)^ 

2 

=  2a,  on  a 

ce»  (a  —  2t/)  =  2y  (i/2  —  2ky  -f  /:»)  =  21/  (y  —  ft)*. 


—  ^■'         ^  '  a  — 21/ 


dVu  _ 
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équation  facile  à  construire,  et  représentant  une  courbe  de 
la  forme  suivante  : 


En  prenant  le  signe  —  dans  la  relation 

(a  sin^  +  p  cosç)*=  bb'  ces*  ^ 
et  faisant  le  même  calcul,  on  trouve  l'équation 

X'  wr  -  ^vy  y]  =  4.y(t/  +  *)% 

qui  représente  une  autre  courbe  analogue  à  la  précédente,  el 
qui  forme  avec  elle  le  lieu  complet  des  foyers. 


Étant  donnée  l'équation  focale  des  coniques,  on  demande  de  dé- 
terminer en  fonctions  des  coefficients  de  cette  équation  les  lon- 
gueurs des  axes  de.  la  conique  qu'elle  représente. 

a,  p,  étant  les  coordonnées  d'un  foyer  d'une  conique,  et 
/j5  -f-  my  4"  ^  =  o  l'équation  de  la  directrice  correspon- 
dante, par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  quelconques, 
réquation  de  la   conique  est 

{x  —  a)«  +  (î/  —  ?)•  =  (te  +  my  +  n)«. 

L'excentricité  de  cette  conique  est  y /*  +  m*.  La  distance 
du  foyer  à  la  directrice  correspondante  est 

/a  -|-  mp  -f"  ^ 
}//*  +  m» 
Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  ellipse.  La   distance  du 
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foyer  à  la  directrice,  qui  est  comptée   sur  Taxe  focal,  est 

égale  à c,  c'est-à-dire  à 


c  c 

On  a  donc  les  trois  relations  :  —  =  e, =  3 ,  et 

a  c 

a*  —  6»  =  c*,  en  désignant  par  e  Texcentricité  de  la  courbe, 

et  par  $  la  distance  du  foyer  à  la  directrice  correspondante. 

On  en  tire 

c  =  ac,  doù =  8,  c'est-à-dire — ^ =  8,  dou 

ae  e 

eh 
a  = 


Par  suite        a*  —  6*  =  e*a',  d'où  6*  =  a*  (i  —  e*) 

—  g'^*  V,  _        g'5' 

-  (i-.e«)«  ^'^^^  -T^^' 
Donc  enfin 
51  _      (ft  +  m»)  (fg  +  mp  4-  n)'   _  (/«  +  mp  +  n)» 

"~    1  —  /*  —  m»    '         /•  +  m«         "■      I  —  /•  —m* 

^ e*8«       __**__     ('«  "h  ^?  +  ^)* 

^  ~  (i— e«)«  ~  I— e«  "■       (i  _it_^t)» 

et  c«  =  (foc  +  mp  +  n)*  (P  +  m') 

Si  l'on  prend  Téqualion  de  la  conique  sous  la  forme 
te  —  a)*  +  (i/  —  p)'  =  c'(.T  cos  ^  -j-  1/  sin  ^  —  p)*,  ces  for- 
mules deviennent 

,, e*(a  cos  (p -|- p  sin  <p  —  p)*     ^ e'(a  cos «p -|- p  sin  9 — p)» 

I  —  eî*  ^  ~  (I  —  e«)* 

1  g*(<^  ^Q^  <p  +  P  sin  y  —  p)» 

'   -  (i-e')« 

Dans  le  cas  de  Thyperbole,  les  notations  étant  les  mêmes 
que  précédemment,  les  formules  sont 

__      el  el  c*8 


e^—i  /e*—  I      '        e*—  I 


Les  expressions  que  nousvenonsd'établir  sont  surtout  utiles 
lorsque,  dans  une  question,   il   entre  comme  données  un 
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foyer  ou  une  directrice,  en  môme  temps  que  la  longueur  de 
Tun  des  axes  ou  la  distance  focale. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  lieu  des  sommets  desellip$n 
ayant  un  foyer,  un  point  elle  petit  axe  (en  longueur)  commune. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  foyer  au 
point  donné,  le  foyer  pour  origine,  et  pour  axe  des^,  la 
perpendiculaire  à  cette  droite.  Soit  d  l'abscisse  du  point 
donné. 

L*équation  de  la  courbe  est  œ* +!/•  =  (te -f-f»y+ **)*-  (^^ 
Le  point  donné  étant  sur  la  courbe,  on  a  la  condition 

i«  =  (Id  +  n)*  {il 

b  étant  la  longueur  donnée  du  petit  axe,  on  a,  par  la  for- 
mule établie  plus  baut, 

6«  = j! j..  (3. 

Le;>  sommets  de  Taxe  focal  sont  à  l'intersection  de  la  courbe 
avec  Taxe  focal,  lequel  est  la  perpendiculaire  abaissée  da 
foyer  sur  la  directrice,  et  dont  Téquation  est,  par  conséquent 

mx  —  ly  =  o.  (4/ 

Si,  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)  on  élimine  /,  w, 
«,  on  aura  l'équation  du  lieu. 

Le  calcul  se  fait  plus  commodément  en  employant  la 
forme        a?*  +  y*  =  e*  (x  ces  9  +  !/  sin  9  —  p)*. 

Les  équations  (2),  (3)  et  (4)  deviennent  alors 

r/-  z=:  e*  (d  cos  cp  —  p)*;  h*  =  — ^ ;  assin  9  —  ycos  ç  =  û 

I  '""■  e 

Ou  on  tire 

x^  -{•  y*  /^  cos  (p  +  1/  sin  <p  —  py 

d*  \  d  cos  9  —  p  / 

et  —  =    (d  cos  y  —  p)« 

Éliminons  p  entre  ces  deux  équations.  On  a 

Vx*  +  y*    ^^    ^  cos  9  +  J/  sin  (p  —  p 
d  d  cos  9  — p 

,,  ^  rf  cos  «pVac*  -f  y"  —  rf(ir  cos  ©  -f  t^  sin  <p) 

d  ou       p    =^  ' -, : 

Va;«  -f  1/*  —  d 
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Par  conséquent 
ci*  d*(8  cos  «p  +  a?  cos  <p  +  !/  si»  9)* 

***        i«(v^cc«-f  y»— d)*+[rfcos«pV'(r*+i/»— d(a;cos<p+î/sin9)] 

OIX 

6* (r  ac*  + 1/*  —  e^)'  +  d*jcos  (j^K  ^*  -j-"  t/*  —  ^  <5ûs  ç  —  t/  sin  ^\ 

=  6*(d  cos  <p  4"  ^  ^os  ?  "I"  2/  ^^^  9)'* 
Rendons   cette  équation  homogène  en  sin  <p  et  cos  ^  en 
multipliant  le  premier  terme  par  sin'cp    +  cos'çp,    et  écri- 
vons la  quatrième  équation  sous  la  forme ^  = ^  ; 

y  ûD 

réliminalion  s'achèvera  en  remplaçant  respectivement  sin  9 
et  cos  <p  par  y  et  œ. 
Il  vient  alors 

b^  (/ac«  +  y^  —   d)''{siu«cp  +  cos»9)-f 

cP  cos  cpl/oî*  +  2/* 

—  a?  cos  9  —  j/  sin  ;p( 

=  b^\d  cos  f  +  a?  cos  (p  +  !/  sin  q.( 
et  par  suite  Téquatiou  du  lieu  sera 

fe=*  jdo;  +  ic»  +  !/*{' 
Il  ne  reste  pins   qu'à  rendre  cette  équation  rationnelle, 
et  à  construire  la  courbe  qu'elle  représente.  On  peut  aussi, 
pour  cela,  passer  aux  coordonnées  polaires,  ce  qni  donne 

fc2(p  _  d)«pt  -|-  dïjp»   cos  (I)   =  p*|=  =  6'(<ip  cos  03  -f  p*j« 

ou  6*(p  —  rf)*  +  dY(î  —  cos  (o)«  =  b\d  cos  w  -f-  p)'  ; 

c'est-à-dire 

dV(i  —  cos  o>y  —  26*dp(i  -f-  cos  o>)  4-  6*<i»  sin*  w  =  o 
ou         dp*{î  —  cos  0))*  —  26*p(i  -|-  cos  û))  -f-  6*d  sin»  w  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  construire  cette  courbe. 

On  obtiendrait  de  la  môme  manière  le  lieu  des  sommets 
réels  des  hyperboles  ayant  un  foyer  commun,  un  point 
commun  et  môme  longueur  de  Taxe  non  transverse. 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathématicpias  élémentaires. 

389.  —  On  considère'  un  cercle  A  et  un  diamèlre  AB  de 
ce  cercle  ;  ayant  pris  sur  Â6,  entre  les  points  A  et  B,  un 
point  fixe  G,  on  trace,  du  même  côté  du  diamètre,  deux 
droites  rencontrant  le  cercle  aux  points  D,  B.  On  suppose 
ces  droites  mobiles,  mais  h  chaque  instant  symétriques  par 
rapporta  la  perpendiculaire  CZ  au  diamètre  AB;  enfin  on 
mène  aux  points  D,E,  les  tangentes  au  cercle  A,  tangentes 
qui  se  rencontrent  au  point  F.  On  propose  de  démontrer  les 
propriétés  suivantes  de  la  figure  ainsi  formée  : 

i^  Le  quadrilatère  GDEF  est  inscriptible. 

2®  Le  lieu  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère 
est  une  droite. 

3®  Le  lieu  décrit  par  le  point  F  est  une  droite. 

4°  La  droite  DE  passe  par  un  point  fixe. 

S<*  Le  triangle  GDE  est  maximum  quand  il  est  rectangle. 

6^  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  droites  AD. 
BB  est  une  droite. 

N.  B. — On  insèreray  de  préférence,  la  rédaction  qui,  à  ta  sohiim 
demandée,  ajoutera  le  plus  de  remarques  intéressantes  sur  h 
figure  qui  est  considérée  dans  cet  énoncé.      (De  Lonchamps.) 

300.  —  Dans  un  parallélogramme  ABGD,  on  mène,  par 
un  sommet  A  une  sécante  qui  coupe  BG  en  E;  et  DC  en  F. 
Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécanle, 
on  a  BE  X  DF  =  const. 

391.  —  Galculerles  éléments  d'un  trapèze  inscrit  dans 
un  cercle  connaissant  un  angle  et  la  surface. 

392.  —  Deux  cercles  étant  donnés,  et  (o  étant  un  centre 
de  similitude  inverse^  une  droite  AC  tourne  autour  de«>;on 
mène  les  tangentes  en  A  et  G,  qui  ne  sont  pas  des  poinls 
homologues,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
tangentes. 

393.  —  On  considère  un  triangle  ABC;  et  sur  la  base  BC 
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de  ce  triangle,  on  prend  un  point  M;  par  ce  point  on  fait 
passer  un  cercle  A  tangent  à  AB  au  point  B,  et  un  cercle 
A'  tangent  à  AC  au  point  C.  On  demande  de  démontrer  : 
>  i^  Que  si  le  point  M  est  le  point  de  contact  du  cercle  ins- 
crit au  triangle,  les  deux  cercles  A  et  A' ont  une  tangente 
commune  parallèle  à  BC  et  égale  à  la  moitié  de  BC  ; 

â^  Que  si  le  point  M  est  le  milieu  de  BC,  les  deux  cercles 
A  et  A'  sont  vus  du  point  A  sous  le  même  angle; 

3**  Que  si  le  point  M  est  le  symétrique  du  pied  de  la 
hauteur  par  rapport  au  milieu  de  BC,  la  ligne  des  centres 
est  parallèle  à  BC  ; 

4®  Que  si  le  point  M  est  le  symétrique  du  pied  de  la  bissec- 
trice par  rapport  au  milieu  de  BC^  les  deux  cercles  sontégaux. 

Étudiant  en  particulier  cette  dernière  figure,  on  fera  Voir 
qu'elle  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

•     I.  Les  deux  cercles  A,  A'  se  coupent  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  BÀG. 

II.  Les  deux  cercles  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  Tan- 
gle  BAC. 

III*  Si  par  le  point  M  on  mène  des  cordes  parallèles  aux 
côtés  du  triangle,  savoir  :  dans  A  une  corde  parallèle  à  ÂC 
et  dans  A'  une  corde  parallèle  à  AB,  ces  cordes  sont  égales 
et  leur  longueur  commune  est  AC — AB. 

(G,  de  Longchamps.) 

Mathématiques  spéoiales. 

394.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et 
deux  points  A,  B,  sur  cette  courbe.  La  tangente  en  A  rencontre 
Taxe  Ox  en  un  point  a,  et  la  normale  en  A  rencontre  le 
môme  axe  Ox  en  un  point  a  ;  soient  de  même  ^,  ^'  les  points 
analogues  relatifs  au  point  B  et  à  Taxe  Oj/.  Démontrer  : 
1**  que  la  droite  a'p'  passe  par  le  point  de  rencontre  de  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  A  et  de  la  parallèle  à 
Ox  menée  par  le  point  B  ;  2*»  que  la  droite  a'p'  est  perpen- 
diculaire sur  la  droite  «p.  (G.  L.) 

385.  —  Par  un  point  P  (a,p),  extérieur  à  une  ellipse,  on 
mène  les  deux  tangentes  PA  et  PB  à  cette  ellipse.  Par  le 
point  I»  intersection  des  normales  menées  en  A  et  B,  on 
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mène  les  deax  autres  normales  IC  ei  ID;  enfin,  aux  points 
G  et  D,  qui  sont  les  pieds  sur  la  courbe  de  ces  deux  der- 
nières normales,  on  mené  les  tangentes  GM^DM,  qui  se  ren- 
contrent en  M.  On  demande  :  i®  d'exprimer  les  coordonnées* 
du  point  M  en  fonction  de  celles  du  point  P;  S^  de  irouTcr 
l'équation  du  lieu  du  point  M  quand  le  point  P  se  déplace 
de  façon  que  les  premières  normales  AI  et  BI  fassent  entre . 
elles  un  angle  droit. 

396.  —  Étant  donnée  une  conique,  autour  d'un  point  fixe* 

P  de  son  plan,  on  fait  tourner  une  sécante  PDD',  et  on  joint 

un  foyer  F  aux  points  D  et  D'  où  cette  droite  rencontre  la 

courbe.  Démontrer  que  l'on  a 

PFD     ^     PFD' 
•tg •  tg  — ■ —  =  const. 

397.  —  Etant  donnés  trois  points  dans  un  plan,  ou  consi- 
dère toutes  les  hyperboles  équilatères  passant  par  ces  trois 
points,  et  de  l'un  des  points  donnés  on  mène  des  perpen- 
diculaires sur  les  asymptotes  de  toutes  ces  hyperboles;  on 
demande  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

398.  —  Étant  données  deux  paraboles  situées,  Tune  dans 
le  plan  des  zx,  l'autre  dans  le  plan  des  yzy  et  ayant  deux  poinU 
communs  situés  sur  oz,  on  demande  de  trouver  le  lieu  des 
centres  des  surfaces  du  second  degré  qui  contiennent  ces 
deux  paraboles.  Séparer  sur  ce  lieu  les  portions  qui  répondent 
aux  divers  genres  de  surfaces  qui  peuvent  contenir  les  deus 
paraboles  données. 
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Notions  soickaires  et  âlémentaires  db  mécanique  RATiONPrELLB,  à  twige 
des  candidats  à  i*hcole  forestière^  à  l'École  navale,  au  Baecakmréet  à 
sciences,  etc.,  par  M*  Plaet,  capitaine  d'artillerie,  inspecteur  des  étudia 
à  l'Ecole  polytechnique.  —  Paris^  librairie  Oamier  frères. 

Voici  doQC  un  traité  élémentaire  de  mécanique  qui  commence  d'une  manière 
iogique  I  La  première  partie  de  ee  petit  ouvrage  cootiesl  rétsde  de  la  ciiéa>- 
tique,  et,  sans  oepeadait  employer  ie  calcul  inJQnitésimal,  arrive  à  nous  doaoer 
des  notions  précises  sur  la  manière  dont  on  passe  de  Tespace  à  la  vitesse,  et 
inversement.  L'étude  des  mouvements  simaltaoés  aaèM  rMiteur  à  des 
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dératious  très  élémeiitaires  et  du  reste  l'ort  courtes  sur  le  uiouveuent  curvp 
ligne  en  général,  et  sur  raeeélération  totale  et  ses  deux  composantes. 

Après  avoir  ainsi  étudié  le  mouvement  en  lui-même,  l'auteur  u borde  la 
statique,  &isant  dériver  la  composition  des  forces  instantanées^  les  seules  que 
Ton  considère  dans  cette  partie  dn  cours,  de  la  composition  des  vitesses  ;  puis» 
après  avoir  étudié  les  moments  eo  général,  il  s'occupe  du  principe  du  travail 
virtuel.  C'est  an  moyen  de  ce  principe,  si  fécond,  que  l'auteur  peut  présenter 
simplement  et  rigonrenaement  les  conditions  d'équilibre  dans  les  différents  eus 
utiles  à  considérer;  ce  principe  servira  plus  loin  à  l'auteur  pour  étudier  les 
conditions  d'équilibre  des  machines  simples.  Mais  avant  de  eonsidérer  les 
machiner,  M.  Pinet  s'est  occupé  de  la  détermination  de  l'équilibre  d'un  poly- 
gone faniculaire.  Enfin,  la  statique  est  terminée  par  l'étude  des  résistances 
passives. 

La  dynamique  contient  les  relations  entre  les  forces  et  leur  accélération  sur 
les  corps;  l'auteur,  à  ce  sujet,  indique  rapidement  comment  on  peut  déterminer 
les  équations  d'un  mouvement.  Puis,  après  avoir  défini  la  quantité  de  mouve- 
ment et  la  forée  vive,  il  énonee  le  théorème  de  d'Alembert,  et  le  théorème 
général  des  forces  vives.  Enfin  l'ouvrage  se  termine  par  l'étnde  du  travaili  par 
rimportanle  question  de  la  transmission  du  travail  dans  les  machines,  et  p^ir 
l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel. 

Nous  avons  tenu  à  donner  dé  ce  petit  ouvrage  une  analyse  détaillée,  par 
suite  des  qualités  précieuses  qui  noua  ont  frappé  dans  ces  notions  sommaires; 
nous  croyons  ponvoir  assurer  que  œni  de  nos  lecteurs  qui  voudront  bien  lire 
les  deux  cents  pages  dont  se  compose  ce  livre,  trouveront  qu'il  ouvre  une 
nonvetle  voie  à  l'enseignement  de  la  luéeanique  dans  les  classes  de  mathéma- 
tiques élémentaires,  et  que  cette  voie  nouvelle  contient  un  perfectionnement 
sérieux  dans  la  manière  de  présenter  celte  partie  du  programme.       A.  M. 

Traité  de  GÉoH&TaiB  descriptive.  —  Deuxième  partie  comprenant  les  cônes 
ei  cylindres,  la  sphère  et  les  surfaces  du  second  degréy  par  M,  fiavary.  — 
Parts,  librairie  Delagrave. 

Lors  de  l'apparition  de  la  premièie  purtie  de  cet  ouvrage  nous  avons  signalé 
les  qualités  remarquables  que  nous  y  avons  reeounues,  au  point  de  vue  de 
la  préparation  à  l'Scoie  polytechnique.  Nous  avons  exprimé  noire  pensée  en 
disant  que  l'ouvrage  de  M.  Javary  donnait  satisfaction  au  désir  exprimé  par 
M.  Maninheim  dans  la  pré&ce  de  son  cours  de  l'école,  que  les  élèves  fussent 
\Àea  au  courant  des  éléments  de  la  science  qu'ils  auront  à  étudier  à  fond  plus 
urd.  La  seeonde  partie,  qui  parait  aujourd'hui,  vient  confirmer  notre  opinion. 
M.  Javary  ne  laisse  de  côté  aucun  détail,  ne  passe  à  côté  d'aucune  diiiiculté 
sans  la  signaler;  il  a  étudié  les  parlicularitéa  les  plus  inléressantes  que  présente 
chaque  problème,  et  donne  même  l'étude  de  certaines  questions  importantes, 
sur  lesquelles  on  ne  fait  que  passer  dans  les  cours  en  général.  Nous  allons  le 
prouver  facilement  en  analysant  les  divers  chapitres  dont  se  compose  l'ouvrage. 

La  seconde  partie  du  traité  s'ouvre  par  des  généralités  sur  les  courbes  et 
les  surfaces;  puis  l'auteur  étudie  les  plans  tangents  au  cône  et  .au  cylindre, 
dans  les  diflérents  cas,  en  considérant  même  le  cas  où  l'on  a  deux  surfaces 
distinctes,  auxquelles  on  veut  mener  des  plans  tangents  communs,  ou  des  plans 
tangents  parallèles;  puis  il  passe  à  la  sphère,  à  ses  plans  tangents,  à  ses  sections 
planes  et  à  l'interjection  de  deux  sphères.  —  Signalons,  en  passant,  un  cha- 
pilie  intéressant,  où  l'on  considère  la  sphère  comme  surface  auxiliaire. 

Dans  un  autre  chapitre,  M.  Javary  considère  les  sections  planes  des  cônes  et 
des  cylindres,  et  les  développements  de  ees  surfaces  ;  l'auteur  discute  avec 
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beaucoup  de  détail  les  particularités  que  présente  la  transformée;  puU  il  con- 
sidéra les  plans  diamétraux  du  cône  et  du  cylindre,  et  les  points  siogaliers  a 
l'infini. 

Les  chapitres  suivants  contiennent  ce  qui  est  relatif  à  l'interseclion  de  deu 
cylindres,  de  deux  cônes,  d'un  cylindre  et  d'un  cône.  Les  difers  cas  pouvant 
donner  naissance  à  des  branches  infinies  sont  examinés,  et  accompagnés  non 
seulement  d'épnres,  mais  encore  de  figures  représentant  soit  oe  qui  reste  de 
l'un  des  corps  lorsque  l'autre  est  enlevé,  soit  le  solide  commun;  cette  partie  iort 
intéressante  sera  très  instructive  pour  les  élèves;  c'est  en  effet  l'un  des  points 
qui  les  embarrassent  beaucoup  dans  les  examens. 

Dans  les  deux  chapitres  suivants,  l'auteur  étudie  Pinterseetion  de  la  sphère 
avec  le  cône  on  le  cylindre,  et  les  principales  propriétés  des  surfaces  de  révo- 
lution, ainsi  que  les  plans  tangents,  les  sections  planes,  et  mémo  les  intersec- 
tions par  des  cônes  ou  des  cylindres. 

Dans  chacun  de  ces  chapitres,  on  trouve,  en  passant,  des  énoneés  de  pro- 
blèmes à  résoudre  qui  constituent  d'intéressants  exercices  et  permettront  au 
élèves  de  voir  mieux  encore  en  cherchant  par  eux-*mémes,  ce  que  rauteorkar 
a  développé  précédemment. 

Mais  la  partie  la  plus  intéressante,  de  l'ouvrage  est  celle  qui  tumioe  k 
volume,  et  dans  laquelle  M.  Javary  s'occupe  des  surfaces  du  second  ordre, 
qu'elles  soient  de  révolution  ou  à  trois  axes  inégaux.  Son  étude  même  de 
l'hyperboloide  de  révolution  et  du  paraboloïde  hyperbolique  est  plus  compkie 
qu'on  ne  la  fiiit  habituellement.  Le  grand  charme  de  cette  partie,  à  laquelle 
M.  Javary  a  donné  une  certaine  importance,  puisqu'il  lui  consacre  240  pagei, 
est  que  les  élèves  studieux  pourront  comparer  ainsi,  pour  les  sarlaees  da 
second  ordra  qui  font  partie  du  cours  de  géométrie  analytique,  les  déoMins- 
trations  géométriques  à  celles  données  par  le  calcul,  et  que,  par  l'examen  des 
épures  qui  accompagnent  le  texte,  ils  pourront  se  représenter  les  snrtace» 
qu'ils  doivent  étudier,  ainsi  que  quelques-unes  des  courbes  que  peut  pré- 
senter leur  intersection  ;  car  l'ouvrage  est  terminé  précisément  par  une  étude 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  quelconques,  au  moins 
avec  des  dispositions  particulières. 

Nous  pouvons,  après  avoir  fait  connaître  ainsi  les  parties  abordées  par 
H.  Javary  dans  ce  nouvel  ouvrage,  qui  complète  son  cours  de  géométrie  te- 
criptive  pour  l'École  polytechnique,  dire  que  l'impression  que  nous  avait  prth 
duite  le  premier  volume  n'a  pas  été  détruite,  loin  de  là;  nous  disions,  en  ter- 
minant l'analyse  de  cette  première  partie,  que  cet  ouvrage  prendrait,  dès  le 
début,  sa  place  parmi  les  très  bons  ouvrages  destinés  à  l'enseignement  scien- 
tifique; notre  opinion  n'est  nullement  modifiée,  et  nous  croyons  que  tout  can- 
didat à  rÊcole  polytechnique,  vraiment  désireux  d'acquérir  des  notions  solide» 
sur  la  géométrie  descriptive,  et  sur  les  surfaces  du  second  degré,  devra  con- 
sulter l'ouvrage  complet  de  M.  Javary.  A.  M. 


Le  Rédacteu]>Gérant. 
J.  KŒHLER. 
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ETUDE  ELEMENTAIRE 

SUR   LES  MâXIMA   ET   MINIMA   DE    LA  FRACTION  DU   SECOND 

DEGRÉ 

Par  M.  Aug.  Morel. 


Les  notes  de  M.  Burat-Dubois  sur  les  maxitna  et  les  mini- 
ma  (*),  l'analyse  que  nous  avons  faite  de  ces  notes,  et  de 
récents  articles  de  M.  Bourget  sur  ce  travail  ont  ramené 
l'attention  sur  cette  intéressante  question,  el  nous  nous  pro- 
posons ici  de  présenter  Tétude  de  la  variation  de  la  fraction 
du  second  degré  sous  une  forme  qui  nous  parait  mettre  cette 
-  question  à  l'abri  de  toute  objection.  Ce  petit  article  est  rédi- 
gé après  un  entretien  que  nous  avons  eu,  à  ce  sujet,  avec 
M.  de  Longchamps  et  d'après  quelques  notes  qu'il  nous  a 
communiquées.  Nous  avons  aussi  consulté  avec  fruit  VAI-- 
gèbre  de  M.  Lauvernay,  que  nous  citons  dans  cet  article. 

\ .  —  Nous  rappellerons  d'abord  la  définition  des  maxima  et 
des  minima,  et  nous  dirons,  avec  la  plupart  des  auteurs: 
qu'une  fonction  y,  d'une  variable  indépendante  x,  passe 
par  un  maximum  y\  pour  la  valeur  a?  =  x'  de  cette  va- 
riable, si  y  est  plus  grand  que  toutes  les  valeurs  de  y  qui 
correspondent  aux  valeurs  de  la  variable  indépendante  com- 
prise entre  x'  —  s  et  ce'  -|-  e,  £  pouvant  être  pris  aussi  petit 
que  l'on  voudra.  Cette  définition  ne  suppose  pas  que  y  soil 
fini  ;  mais  elle  exige  que  x  soit  fini  ;  nous  expliquerons 
tout  à  l'heure  comment  on  peut  considérer  un  maximum 
pour  une  valeur  infinie  de  ce.  Cette  définition  suppose  aussi 
que  la  fonction  y  soit  bien  déterminée  dans  le  voisinage  de  x, 
c'est-à-dire  que  aux  valeurs  de  x  choisies  dans  V intervalle  dei 


[*)  Noie  sur  les  questions  de  maximum  et  de  minimum,  —  Règle  pour  déter- 

ax^  +  bx  4-c 
miner  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction    ,  ^  .  ^, — ; — ; .  Juillet  18HI . 

aar -f-ôa;  -f-  c 
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deux  nombres  x  —  t  et  x  =z  e,  corresponde  pour  y  une  valeitr 
toujours  réelky  et  unique,  du  moins  dans  le  voisinage  de  y\ 
La  fraction  du  second  degré  est  d'ailleurs  une  fraction 
bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Nous  Supposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  les  élèves  ont 
été  habitués  à  la  représentation  des  fonctions  de  deux  va- 
riables par  la  méthode  des  coordonnées  rectangulaires,  qu'on 
leur  a  défini  la  fonction  entière^  et  démontré  le  principe  fon- 
damental :  si        z  =  A  -j-B  h  -f-  •  • .  +  Lh™, 

z  étant  une  fonction  entière  de  h,  A,  B,  ...  L  étant  des  cons- 
tantes, ou  des  variables  ayant  dans  tous  les  cas  une  limite  pmt, 
celle  de  A  n*étant  pas  nulle,  pour  h  très  petit,  z  a  le  signe  de 
son  premier*  terme  A. 

â.  —  Gela  pose,  soitj/  ==      .      ',   . . — : — r-; 

donnons  à  x  une  valeur  a?  -f-  A  ;  appelons  j/  -|-  A  la  valeur 
correspondante  de  y,  nous  aurons  par  un  calcul  évident  (*): 

Sx'—  28a?  +  5^4-  h(lx  —  S) 

""     {a'x«  +  b'x  +  c)  [à(x -f  h)^  +  6'  (a?  -|-  h)  +c] ' 
L'étude  de  la  variation,  celle  du.  signe   de  k,  en  d'antres 
termes,   dépend   uniquement  du  signe  du   numérateur,  le 
dénominateur  étant,  comme  on   le   voit,  un  trinôme  du  se- 
cond degré  en  k,  et  le  terme  indépendant  de  h  étant 

{ax'^  +  b'x  +  c')*, 
c'est-à-dire  une  quantité  positive,  si  nous  supposons  que 
le  nombre  x  dont  il   va  être   question  n'est  pas  racine  de 
l'cquation  .  a'x'*^  -j-  b'x  +  c  =  o, 

cas  particulier  que  nous  considérerons  d'ailleurs  tout  à 
l'heure;  h  pouvant  être  supposé  positif,  le  signe  du  nunaé- 
rateur  dépend  du  signe  de 

Sx»  ~  2%'x  +  1"  +  h(lx  —  8'), 
ou,  pour  h  très  petit,  du  signe  du  trinôme 

T  =  Sx*  —  28  X  +  8'. 

3.  —  Nous  poserons  ici 

=  Ô* CÔ   , 


/)  Nous  |)os  )ii.s  pour  abréger  l'écriture  :  6  =  a6'   —  6a';  d'  =  ca*  —  •c'i' 
î  1=  br   — cb' .  ^\.Alg.  Lauveruay.  p.  i8J.) 
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et  nous  ferons  d'abord  remarquer  que  le  problème  qui  nous 
occupe  esl  sans  objet  dans  rbypolbèse  de  A  r-^o;  enefTet, 
dans  ce  cas  particulier,  on  sait  que  les  deux  é«^uations 

ax*  -\-  bx  -{-  c  =  o 

ax*  +  6'a?  +  c'  =  0 
oui  une  racine  commune  a,  et,  suppression  faite  du  facteur 
binôme  {x  —  a)  aux  deux  termes,  on  oblient  la  fonction 

_     Aag  4-  B 

'^  ""  A'x  +  B'  ' 
on  sait,  et  il  est  facile  de  le  vérifier,  que  cette  fonction  est 
toujours  croissaule  ou  toujours  décroissante  suivant  lesigne 
de  AB'  —  BA';  elle  sérail  constante  si  l'ou  avait  AB'  =BA'. 
Ainsi,  et  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  il  est  bien  entendu 
que  A  n'es f  pas  naL 

On  doit  donc  distinguer,  dans  le  cas  général  (et  nous 
appelons  ainsi  celui  ou  8  nest  pas  nul),  deux  cas  seule- 
ment. 

1**  A  <  o:  Tcquation  T  =  o  a  ses  racines  imaginaires;  le 
trinôme  T  conserve  donc,  quel  que  soit  x^  le  signe  de  son 
premier  terme;  par  suiie  k  conserve  toujours  le  même  signe 
et  la  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens;  la  fonc- 
tion n'a  donc  ni  maximum,  ni  minimum;  ou,  si  Ton  préfère, 
les  ma  xi  ma  sont  imagintiires, 

2**  A  >  o;  réquation  T  =  o  a  ses  racines  réoUes,  dis- 
tinctes bt  finies;  v  admet  un  maximum  et  un  minimum;  la 
valeur  corraspondantc  de  y  n'est  pas  infinie,  sauf  dans  un 
cas  particulier,  comme  nous  allons  Tindiquer. 

4.  —  Dans  l'hyp'Uhèse  \  >  o,  il  y  a,  pour  des  valeurs  finies 
de  x,  un  maximum  et  un  minimum;  le<  valeurs  correspondantes 
dey  ne  sont  jamais  infinies  en  même  temps;  l'une  de  ces  valeurs 
tout  au  plus  peut  être  infinie;  on  peut  dire  que  la  courbe  qui 
figure  la  fonction  donnée  préserTte  à  Vinfini  dans  la  direction 
Oy  un  point  maximum,  et  ce  cas  singulier  est  carurivrisé  par 
refait  que  le  dénominatehr  de  y  est  un  cauré  parfait. 

En  elTet,  pour  qu'une  des  racines  x  de  l'cquatiou 

0X«  —    2ùX  -f  8^'  =  O 

donne  pour  y  une  valeur  infinie,  il  est  nécessaire  que  le  dé- 
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nominateur  de  y  s'annule  pour  cette  valear  de  x;  d'ailleurs, 
y  étant  une  fraction  non  simplifiable  (puisque  À  n'est  pas 
nul),  si  le  dénominateur  s'annule,  le  numérateur  ne  peut 
pas  s'annuler  en  même  temps,  et  la  condition  est  tuffigante. 
Cherchons  donc  si  l'on  peut  avoir,  pour  une  même  yaleur 
de  ce,  îaj*  —  li'x  +  $'  =  o 

ax*  -f-  *'^  +  ^=  o 
Il  est  alors  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

(8c'  —  aVy  +  {W  +  2a  8')(2S  c'  +  bV)  =  o 
ou,  par  une  transformation  très  simple,  qui  a  pour  but  de 
mettre  en  évidence  le  facteur  6'*  —  4ac: 

(6'«  _  4a  c')(58'  —  8'«)  +  {ar  +  6'8'  +  c'8)»  =  o. 
Il  est  du  reste  facile  de  yoir  que  l'on  a  identiquement 

a'y+b'^'  +  c^  =  o; 
donc  la  relation  devient 

A(6'*  —  4a  c)  =  o 
et  puisque  A  n'est  pas  nul.  par  hypothèse,  on  a  enfin 

b'*  —  ^ac  =  o. 
Ainsi,  et  dans  le  cas  seulement  ou  le  dénominateur  de  y 
est  carré  parfait,  il  y  a  un  point  maximum  à   l'infini  dans 
la  direction  Oj/. 

Ajoutons  que  les  deux  points  maxima  ne  peuvent  pas 
être  tous  les  deux  à  la  fois  à  l'inGni  dans  la  direction  Oy  : 
car  il  faut  d'abord  que  le  dénominateur  de  y  soit  carré  par- 
fait, et  ce  dénominateur  ne  peut  alors  s'annuler  que  pour 
une  seule  valeur-  cfe  x;  il  faudrait  donc  que  les  racinos  de 
l'équation  Sx*  —  28'jc  +  3"=  o 

fussent  égales,  ce  qui  donne  comme  condition  0*  —  8S*  =  o, 
ou  A  =;  o;  et  nous  avons  rejeté,  Une  fois  pour  toutes,  celte 
hypothèse . 

5.  —  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  particulier  que  nous 
avons  réservé,  celui  oh  $=  o;  la  fonction  qu'il  faut  discuter 
alors  est  —  2lx  +  8"  — '  hZ\ 

et  l'on  peut  observer  que  S'  est  différent  de  zéro;  autrement 
comme  on  a  A  =  8'"  —  88", 

on  en  déduirait  A  =  o,  ce  qui,  encore  une  '  fois,  ne  peut 
être  admis. 
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C'est  ici  que  parait  se  manifester  la  divergence  d'opinion 
sur  la  manière  d'interpréter  ce  cas  particulier  de  $  =  o. 

Certains  auteurs  (Lauyemey,  p.  283;  Burat-Dubois,  bio- 
chure,  p.  7)  veulent  qu'il  n'y  ait  qu'un  maximum  ou  un 
minimum;  d'autres  (Burat,  Algèbre^  p.  491;  Bourget,  Joum. 
Math.  48&4,<,  p.  442)  veulent  qu'il  y  ait  un  maximum  et  un 
minimum.  M.  Burat-Dubois  donne  à  entendre  que  si  l'on 
admettait  le  minimum  pour  x  infiniment  grand,  il  y  aurait 
un  maximum  et  deux  minima  ;  car  il  est  impossible  d'ad- 
mettre, dit-il,  que  le  minimum  qui  correspond  à  co  = —  oo 
soit  le  môme  que  celui  qui  correspond  àac  =  +oo  . 
Nous  croyons  qu'il  y  a,  dans  celte  phrase,  une  interpréta- 
tion défectueuse  de  la  notion  des  valeurs  infinies  pour  x, 
de  même  que  nous  n'admettons  paS;  a  priori  que  a;  =-|-oc 
ei  X  =  —  00  représentent  le  même  point.  Nous  n'admettons 
pas  que  l'on  fasse  ce  =  oo  ;  mais  nous  faisons  tendre  x  vers  Vin- 
fini,  et  par  suite  nous  ne  partageons  pas  l'avis  de  l'auteur, 
que  la  fonction  prenne  des  valeurs  différentes  pour  x  =  -f-  «> 
ou  pour  X  = —  00 . 


FJg.  1. 


Pour  mieux  préciser  notre   pensée,  nous  allons  prendre 
une  fraction  numérique  dans   laquelle  8  soit  égal  à  zéro  • 
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par  exemple  celle  considérée  par  M.  Boarget  (Joum.  p.  441). 

*~   X*  —  5a:  +  4  ' 
ici,  on  a   évidemment  8  =  o,  et  Ton  est  bien  dans  le  eat 
particulier  considéré. 
Écrivoûs  cette  relation  comme  il  suit  : 

^'(y  —  0  —  5x(y  —  i)  +  4y  —  6  =  o,       (A) 
et  considérons  l'équation 

«"(ï  —  î)  —  5x(t/  —  6)  +  4»  —  6  =  o,       (B) 
dans  laquelle   b  est  très  voisin  de  i;  la  courbe  qui  corres- 
pond à  cette  équalion  a  la  forme  ci-jointe  (fig.  4). 
Elle  coupe  la  droite  y  =  i  en  un  seul  point,  donné  par 

lexpression  x  =s  -r: rr 

5(1  —  6) 

et  si  b  est  plus  $:rand  que  i,  ce  point  est  à  droite  de  Oy. 

Nous  sommes  ici  dans  le   cas  général;  il  n*y  a  plus  ai 

difficulté  ni  divergence  dans  l'interprétation  des  résultats; 

on  ne  peut  que  constater  la  présence  d'un  puint  mazimom 

entre  les  parallèles  a;  =  i ,  a;  =  4,  et  d'un  point  minimam 

pour  une  valeur  de  x  supérieure  à  -rn Tf  valeur  qui  est 

5(0 —  i) 

extrêmement  grande  et  dépasse  toute  limite  si  b  diminue  et 
tend  vers  i. 

Si  Ton  suit  la  déformation  de  la  figure,  déformation  qui 
accompagne  celle  variation  de  b,  on  voit  que  le  point  mni- 
mum  existe  toujours,  mais  quil  s'éloigne  à  V infini  vers  la  droite. 
Si  l'on  supposait  6  <  i^mais  croissant  et  se  rapprochant 
de  I,  on  aurait  une  conclusion  identique  ;  le  point  minimum 
serait  seulement  placé  très  loin  de  Taxe  des  y,  l'ordonnéede 
ce  point  élaut  très  voisine  de  i,  et  tendant  vers  i,  x  étant 
négatifs  mais  très  grand  en  valeurabsolue;  la  courbe  qui  corres- 
pond à  l'hypothèse  6  =  i  a  d'ailleurs  la  forme  suivante  (fig.  2), 
et  nous  croyons  conforme  à  l'esprit  mathématique  de  dire 

que  la  fonction  a  un  point  maximum  pour  x  =  —  et  un  point 

minimum  rejeté  à  Vin  fini  dans  les  deux  directions  ox  ou  ox',  à 
volonté;  mnis  nous  croyons,  quoique  n'admellani  pas  cette 
nanière  de  voir,  qu'on  peut  dire  aussi,  comme  Tonl  armeé 
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certeîns  auieursy  qu'il  n'y  a,  dans  ce  cas,  qu'un  maximum 
Ces!  ainsi  que,  si  l'on  considère  une  équation  du  second 
degré  Ax«  +  ftc  +  C  =  o, 

SI  1  on  suppose  A  =  o,  l'équation  n'admet  plus  qu'une  racine. 


Fîg.  2. 


parce  qu'elle  se  réduit  à  Bo;  -f-  G  =  o  ;  mais  si  l'on  snppoti» 
A  différent  de  xéro,  mais  tendant  vers  %éro,  alors  l'équation 
a  toujours  deux  racines,  dont  l'une  tend  yers  TinfinL 

6.  *—  Il  nous  reste  à  examiner  si  les  deux  points  limites 
peuvent  s'éloigner  l'un  et  l'autre  à  l'infini.  Bt  d^abord, 
il  n'est  pas  possible,  nous  l'avons  fait  déjà  remarquer, 
qu'ils  soient  tous  les  deux  à  l'infini  dans  la  direction  Oy  ; 
ils  ne  peuvent  pas,  non  plus,  être  tous  les  deux  à  l'infini 
dans  la  direction  Ox,  car  l'équation 

8x'  —  28x  +  5'  =  o  (i) 

ne  peut  avoir  deux  racines  infinies  que  si  l'on  a  simulta- 
nément 8  =  o,  5'  =  o,  d'où  l'on  tire  A  =  o,  ce  qui  n'est 
pas,  par  hypothèse. 

Une  seule  question  peut  donc  se  poser:  Est-il  possible  que 
les  deux  points  maximum  et  minimum  ^éloignent  Vttn  et  t antre 
à  rinfini,  l'un  dans  la  direction  Ox,  l'autre  dans  la  direr^ 
tûm  Oy? 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  que  Ton  ait  S  =  o,  et,  puisque 
^  n'est  pas  nui,  on  tire  de  l'équation  (1) 


0 
2? 
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Il  faat  et  il  suffit  que  cette  valeur  finie  de  x  donne  pour  y 

g* 
une  valeur  infinie,  c'est-à-dire  que  le  nombre  oc'  =  -rr  soit 

20 

racine  de  l'équation 

àx*  +  b'x  -f-  c'  =  o . 
On  peut  observer  ici  que  la  relation  identique 

ar  +  b'r  +  c'8  =  o 
devient  en  supposant  8  =  0 

a'8'+5'a'==o. 

Donc  X  =1  — r, 

2a 

ou  2ax'  -f-  ft=  o. 

Mais,  puisque  l'on  a 

ax*  +  ^^  +  c  =  o, 
on  en  lire  6'  —  400'  =  o. 

Donc  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  dénominateur 
soit  carré  parfait. 

D'après    cela,  tous   les  exemples  numériques   correspon- 

X  ,     ^  ax*  +  603  +  c 

dant  a  la  forme        y  =  — ; — ■ — r-~^ — 

^  {2ax  +  6)* 

ou  a,  b,  c  sont  quelconques,  mais  a  est  différent  de  zéro, 
donneront  cette  singularité  d'un  point  maximum  ou  mini- 
mum à  rinfini  vers  Ox,  et  d'un  autre  à  l'infini  vers  Oy. 
En  résumé,  étant  donnée  la   fraction  du  second  degré 

ax*  +  6a5  +  c 

^""  ax*  +  bx  -f  c  * 
on  calcule  les  trois  nombres 
8  =06'  —  ba\ 

A  =  (ac  —  ca'Y  —  {aV  —  ba){bc  —  c6'), 
K  ^  6'*  —  4.ac  ; 
si  le  nombre  A  est  nul,  on  est  averti  que  la  fraction  don- 
née est  simplifiable  ;  si  au   contraire  A  n'est  pas  nul»  le 
tableau  suivant  indique  les  différents  cas  qui  pourront  se 
présenter  : 

Cas  ffénéral    l  ^  >  ^    ^^  ^^^^  points  limites  sont  à 
«  <  ^  i  distance  finie. 

f  A   <  o    II  n'y  a  pas  de  point  limite  réel. 
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K  ^    o    Un  des  points  est  à  distance  finie, 
l'autre  à  l'infini    dans  la  direc- 
Cas  particulier  I  tion  Ox. 

8  =  0         \  K  =  o    Les   deux  points   limites   sont   à 

l'infini  ;   lun  dans  la  direction 
Ox,  l'autre  dans  la  direction  Oy. 

En  résumé:  il  y  a  toujours,  dans  le  sens  algébrique  de  ce 

mol,  deux  points    maxima   ou   minima   dans  la  fonction 

QX*    I    hx    i    c 
y  =      ,  ,   .    ,, — -T—r,  si  Ton  veut  convenir  que  ces  points 
ax*  -\-  bx-\'C 

sont  réels,   imaginaires  ou  rejetés  à  l'infini  dans  les  diffé- 
rents cas  que  nous  venons  de  définir. 


THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE  (*  ) 

Par  M.  I«aiircns,  professeur  honoraire. 


Soit  un  triangle  ABC,  coupé  par  la  transversale  A'B'G*.  On 
prend  sur  les  trois  côtés  des  points  a,  a';  p,  p';  y,  y  tels   que 

.  G V  =  GY*  =  C'A.  .  C"B 

B'p»  =  B^p*  =  B'A  .  B'C 

AV  =  A V«  =  A'B  .  A^G 

on  obtient  six  points  qui  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite,   et 

trois  à  trois  tels  qu'en   les  joignant  aux  sommets   opposés   du 

triangle  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

En  effet,  si  G',  B",  A""  sont  les  milieux  des  segments  dont 
les  extrémités  divisent  harmoniquement  AG,  BG,    AC,    on 

Ay*        Ay'"         G'A 
saitque  l'on  a       -^  =  b7î-  =  'C^' 

AS«  A8'»  B'A. 

de  même  __  =  __  =  .^^  ; 

Ba«    _   Ba'»   _    A'B 
Ca»    "~  Ga'«   ~  A'G  ' 


(*)  Théorème  proposé  par  M.  G.  de  Longcbanips  (Voir le  yoarnat,  page  436). 
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Concevons  trois  circonférences  ayant  pour  centres  A^  B, 
G  et  dont  les  rayons  R,  R\  R'^  soient  tels  que 

R«    _   C^A  R'«  _    A'B 

K»    ■"    </B    ^       R'»  ~    A'C  • 
La  transversale  A'B'C  donnant 

C'A        A'B  B'A 


on  aura 


CB    •    A'C    ~   B-'C 
H»  B-^A 


R'*         B'C 

1/  CA 
Alors,  les  pointa  y  ®^  y'  divisant  AB  dans  le  rapport  |f  -s 

ou  -^7-,  sont  les  centres  de  similitude  des  deux  cercles  B  et 
Jti 

R';  de  même  p  et  p',  y  et  y  sont  les  centres  de  simililude  des 

cercles  R'  et  R^  R  et  R'. 

Or,  on  sait  que  les  six  centres  de  similitude  de  trois  cercles 

pris  deux  à  deux,  sont  trois  à  trois  te<s   que  les  droites  qoi 

joignent  ces  points  aux  centres  opposés  concourent  au  mène 

point,  et  aussi  trois  à  trois  en  ligne  droite,  ce   qui  démontre 

le  théorème. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  1881 


Une  balle  de  snreau  de  poids  P,  suspendue  par  un  fll  aa  point  flse  Mf  et 
repoussée  par  une  boule  0  éiectrisée  placée  sur  la  verti  *ale  du  poiol  A;  €Jk  e^ 
en  équilibre  lorsque  le  fll  fait  un  angle  a  avec  la  verticale;  on  demande  rt*- 
tensité  de  la  force  de  répulsion  sachant  que  eette  forée  varie  en  nimm  «W* 
dn  carré  de  la  distance. 

—  On  fait  monter  un  oorp^  pesant  500  kilog.  le  long  d*un  plan  iiicliBéde9i|' 
à  l'aide  d'une  corde  qui  s*enroule  sur  une  poulie  dont  le  rayon  esi  de  iicMii* 
mètres  et  qui  est  mise  en  mouvement  par  une  manivelle  dont  la  longoevflt 
de  1",50.  Ouelle  est  la  force  qu'il  faut  appliquer  au  bras  de  la  manifoUe  poar 
maintenir  le  corps  en  équilibre? 

—  On  dôme  les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent,  et  les  projeetisai 
d'un  puint  quelconque.  On  demande  la  symétrique  de  ce  point  par  r^pirtai 
plan  des  deux  droites,  sans  eonstmire  les  traeei  du  plan. 

—  Construire  la  longueur  donnée  par  la  formule 

*7T 
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(cas  a  +  ^  —  1  sin  a)  fwr   [«•»    h  +  \/  —  i  si»  t)  ;  indi- 
llat  remarqoabJe  qm  Ton  obtient. 

—  Tirer  une  relation  géométrique  connue  de  la  relation 
Bscoft*  A  +  coi'B  +  ces' G -h  2  cos  A  eo»  B  ces  G» 

logaritlnniqne  Texprefisioa 

I  +  âin  a  +  cos  a. 

—  Dans  quelle  direction  doit-on  lancer  un  corps  ayant  une  ▼itene  donnée 
^[^'Utoache  le  plan  horizonlal  dani  ie  même  tempft  «laes'il  tomlNûi  libre- 
mivant  la  verticale? 

—  Quelle  est  la  direction  que  prend  uneorps  qui  ne  pentae  moofoir  qw 
^  plan  vertical  du  tabUâu  et  qui  est  sollicité  par  une  force  située  dans 

n,  vertical  faioant  un  angle  «  avec  le  plan  du  tableau,  cette  force  étant  in- 
d*un  corps  p  sur  le  plan  horizontal? 

—  Um  barre  cylindrique  de  î-^pesant  150  kilog,  s'appuie  aui  points  0  et  M. 
&  1^  point  C  distant  de  80  cent,  de  M,  on  appUque  une  force  de  900  lOlogr. 

QoeileB  sont  les  pressions  en  0  et  M  ? 

'—  Construira  un  triangle  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  et  la  différence 
des  côtés  de  l'angle  droit.  On  demande  de  trouver  directement  la  somme  des 
c<M8  de  l'angle  droit. 

—  On  donne  une  demi-circonférence;  à  l'extrémité  A  du  diamètre  on  mène 
la  tangente  AT,  et  on  demande  de  mener  par  l'autre  extrémité  une  sécante  BCT, 
i0il8  q«e  la  partie  extérieure  CT  ait  une  longueur  donnée. 

-*•  ' Démontrer  que  si,  dans  un  triangle,  on  a 

S  =  p  (p  —  a) 
le  triangle  est  rectangle. 

—  Conetruire  un  carré,  connaissant  la  différence  entre  la  diagonale  et  le 


—  On  donne  une  corde  AB,  et  du  milieu  G  de  l'arc  AB,  on  mène  une  sécante 
C3>1^  rencontrant  la  corde  en  D,  et  la  dreonfi^rence  en  £.  Démontrer  que  le 
prodait  CD  CE  est  constant. 

-^  On  donne  un  demi-eercle,  on  mène  les  tangentes  aux  deux  extrémités  du 
diaaoètre,  et  on  demande  de  construire  géométriquement  une  troisième  tan- 
gente telle  que  la  surface  du  triaDgle  déterminé  soit  égale  k  celle  d'un  can-é 
donné. 

—  On  donne  dans  un  cercle  Oune  corde  fixe  AB,  et  un  diamètre  CD,  qui 
eoape  la  corde  au  point  Ë.  Le  diamètre  CD  tournant  autour  du  centre  0,  on 
▼eot  savoir  si  le  rectangle  CE  x  ED  a  un  maximum  et  un  minimum. 

'  —  I>6montrer  que,  dans  un  parallélépipède  cireonserit  à  une  sphère»  diaque 
est  dans  un  rapport  constant  avec  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  deux 


—  Trouver  l'expression  logarithmique  de  la  somme 

jBin  a  -h  sin  (a  +  ^)  +  sin  (a  +  2/O  +  sin  (a  +  3/0  +  .«•  +<*i  («+  nh). 

-Simpliaer  l'expression   ^,^tcJ+t:  +  8' 

—  En  un  point  d'une  ellipse,  on  applique  deux  forces  représentées  en 
grandeur  et  en  direction  par  les  rayons  vecteurs  de  ce  point;  trouver  les  con- 
ditions pour  que  le  point  soit  en  équilibre. 

—  A  l'un  des  sommets  d'un  tétraèdre,  on  applique  trois  forces  représentées 
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en  grandeur  et  en  direction  par  les  trois  arêtes  issaes  de  ce  sommeL  Montrer 
que  la  résaltante  passe  par  un  point  remarquable  du  tétraèdre,  et  troaTer  sa 
valeur. 

—  On  projette  un  point  A  de  l'espace  sur  une  droite  BC,  mobile  autirar  do 
point  B  dans  le  plan  MN;  on  demande  le  lieu  des  points  D,  ainsi  obteoas. 

-^  Etant  donné  un  triangle  ABC,  le  transformer  en  un  triangle  isoscèle  équi- 
valent ayant  son  angle  au  sommet  commun  avec  le  précédent. 

—  Le  triangle  ABC  étant  rectangle,  et  AD  étant  perpendicuhire  sur  Thypo- 
ténuse,  on  demande[de  calculer  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles 
ABC,  ADC,  ADB,  et  de  trouver  une  relation  entre  ces  rayons. 

—  Quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficients  d'usé 
équation  bicarrée  pour  que  les  racines  puissent  être  mises  sous  la  forme  d'ane 
somme  de  deux  radicaux  simples? 

—  On  mène  deux  tangentes  communes  à  deux  cercles  qui  se  toncbrat  exté- 
rieurement; connaissant  les  rayons  R  et  R'  des  deux  cerdes,  calculer  l'angle  3 
sous  lequel  se  coupent  les  tangentes. 

—  Résoudre  l'équation 

—  Résoudre  le  système 

Entre  quelles  limites  doivent  être  renfermés  a  et  6  pour  que  le  problème  sait 
possible? 

—  Entre  quelles  limites  peut  varier  x  pour  que  Ton  ait 

ax  —  6 

ax  —  0 

—  On  a  -:— =  m  ;  en  déduire  tg  •  . 

sm  (p  —  «) 

—  Soit  R  le  rayon  d'une  sphère  inscrite  dans  un  cône  droit  dont  l'angle  ao 
sommet  est  2a;  évaluer  le  volume  du  cône  en  fonction  deR  et  de  sa. 

~  Deux  nombres  A  et  B,  dont  l'un  A  est  plus  grand  que  B,  sont  divisés 
successivement  par  leur  différence  A  —  B.  Démontrer  que  les  restes  des  deat 
divisions  sont  égaux  et  que  les  quotients  diffèrent  d'une  unité. 

X-  X* 

—  Résoudre  — ; 1 ; r-  =  i . 

a?'  —  I         x'  —  9 

<—  Trouver  tous  les  diviseurs  communs  &  trois  nombres. 

X 


—  Vérifier  l'égalité  cos  22  = 


I  +  tga  tg  21 


tff  X 

—  Trouver  la  valeur  de ,  lorsque  x  tend  vers  /.éro. 

I  — cosa? 

—  Yérifler  l'égalité 

a  sin  2a  cos  a 

«g  -r  =  _   . + 


2  I  +  cos  2a  I  4-  cos  1(1 
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NOTE 

SUR    L,A   CLASSIFICATION  DES  PERMUTATIONS  DE   fi    OBJETS 

Par  M.  ^.  Bouri^et. 


Dans  une  note  que  contient  l'année  1871  des  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques^  j'ai  donné  le  moyen  de  classer  les 
periaiitations  de  n  objets,  en  adoptant  le  système  habituel^ 
lement  suivi  pour  les  former.  J'en  ai  tiré  la  solution  de 
dWerses  questions  intéressantes  sur  les  dérangements.  En 
réfléchissant  de  nouveau  à  cette  question,  j'ai  été  conduit 
à  un  autre  mode  de  classification  absolument  différent  du 
premier,  que  je  me  propose  d'exposer  dans  cette  nouvelle 
note. 

1.  —  Pour  fixer  les  idées,  je  me  bornerai  à  considérer  six 
objets  que  je  désignerai  par  les  chiffres  : 

I,  2,  3,  4,  5,  6. 

Le  premier  arrangement  d'où  l'on   part  est  formé  par  la 
juxtaposilion  de  ces  objets  par  numéros  croissants. 

Si  on  suppose  faites  toutes  les  permutations  de  ces  six 
objets,  elles  peuvent  se  diviser  en  six  groupes  : 

Le  premier  renfermant  toutes  les  permutations  commen- 
çant par  I  ; 

Le  second,  les  permutations  commençant  par  2;  etc. 

Le  sixième,  les  permutations  commençant  par  6. 

A  la  suite  du  premier  objet  se  trouvent  les  cinq  objets 
restants  dans  un  certain  ordre,  donc  il  y  a  autant  de  résultats 
dans  chaque  groupe  qu'il  y  a  de  permutations  de  cinq 
objets,  donc  :  Pe  =  P»  •  ^  > 

et  généralement  Pu  =  P»  —  h  •  ^i  ; 

d'où  Ton  déduit,  comme  on  sait, 

P„  =  I  .  2  .  3 n 

et  en  particulier  : 

Pj  ==  I,  Fa  =  2,  Pj  =  6,  P4  =  24,  P5  =  120,  Pg  =  720. 

Considérons  l'un  des  groupes  des  permutations  de  six 
objets;  enlevons  le  premier  objet  de  chaque  permutation,  il 
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restera  la  série  des  permutations  des  cinq  objets  restants. 
On  peut  classer  aussi  ces  permutations  en  cinq  groupes  : 
'  Le  premier  renfermant  les  permutations  qui  commencent 

I  par  le  premier  des  cinq  objets  restants  classés  par  numéros 

croissants; 
;  Le  second,  les  permutations  qui  commencent  parle  second 

,  objet,  etc.; 

Le  cinquième,  les  permutations  qui  commencent  par  le 
I  dernier  objet. 

i  Considérons  l'un  quelconque    de  ces  groupes;  enlerons 

I  le  premier  objet  de  chacune  des  permutations  de  cinq  objets 

qu'il  contient;  il  restera  la  série  des  permutations  des  quatre 
objets  restants,  qu'on  peut  classer  d'une  manière  analogue. 
En  continuant  ainsi  nous  arriverons  aux  permutations  de 
trois  objets,  par  exemple  2,  4,  6,  qu'on  peut  classer  en  trois 
groupes  par  le  premier  objet,  de  la  manière  suivante: 

246  426  624 
264  462  642 
Notre  analyse  classe  les  permutations  en  môme  temps 
qu'elle  donne  le  moyen  de  les  former  régulièrement.  Pour 
nous  en  convaincre,  formons  suivant  cette  méthode  tontes 
les  permutations  de  quatre  objets.  Ces  permutations  se 
divisent  en  quatre  groupes  conleuus  dans  le  tableau  sui- 
vant :  1234    2134    3124    4123 


1243 

2143 

3142 

4132 

i324 

2314 

3214 

4213 

1342 

2341 

3241 

423 1 

1423 

2413 

3412 

4312 

1432 

2431 

3421 

4321 

Nous  pouvons  maintenant  résoudre  divers  problèmes: 

2.  —  Problème  L  — Trouver  une  permutation  de  rang  demi  f- 

1°  Chaque  groupe  des  permuta  lions  de  six  objots  conlienl 
aillant  de  lerm(?s  qu'il  y  a  de  permutations  do  cinq  objets, 
c'cst-à-dirc  120;  donc  si  nous  divisons  p  par  120,  ce  qui 
donnera  p=  i2oq  -f-  ^*  0) 

nous  en  conclurons  que  la  permuttlion  demandée  est  dans 
le  {q  +  i)*^  groupe,  doncelle  commence  par  le  (ç  -|-  i)*^ chiffre 
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de  la  suile  (i,  2.  3,  4,  5,  6).  D*un  autre  côté,  puisque  r  est 
le  resle  de  la  division,  la  peruiutalion  demandée  esl  la  (r)* 
du  groupe,  en  d'autres  termes,  elle  correspond  à  la  (rY  per- 
mulation  des  cinq  éléments  qui  restent  quand  on  enlève  le 
premier  élément  de  chacune  des  permutations  de  cegroupe. 
Toutefois,  pour  que  cette  formule  soit  p:éncrale,  il  est  à 
remarquer  que  ?•  ne  doit  jamais  être  nul.  Dans  le  cas  où  il 
déviait  être  nul,  ou  la  division  se  ferait  exactement,  on 
diminuera  le  quotient  d'une  unité,  et  Ton  posera 

p  =  1207  +  120; 
la  permutation  demandée  fera  toujours  partie  du  {q  +i)' 
groupe  et  sera  la  dernière  du  groupe. 

Ainsi  le  quotient  q  sera  l'un  des  nombres  (o,  i,  2,  3,  4,  5), 
et  le  reste  r  l'un  des  nombres  (i,  2  ...  120). 

Nous  sommes  ramenés  maintenant  à  trouver  la  7'°  permu- 
tation de  cinq  objets. 

2**  Posons  semblablement  à  ce  qui  a  été  fait  ci-dessus  : 

r  =  247  +  r\  (2) 

q'  étant  Tun  des  nombres  (o,  i,  2,  3,  4),  r'  l'un  des  nombres 
(i,  2  ...  24). 

Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  vient  d*ôtre 
développé,  nous  dirons  que  lapermulalion  demandée  appar- 
tient au  groupe  (q  -f-  0'  ^^o>  P^"^  suite,  elio  commence 
par  le  (q  -\-  i)'  des  cinq  objets  considérés  classés  par  nu- 
m.éros  croissants.  Nous  voyons  aussi  qu'elle  est  la  \rf  de 
ce  groupe'. 

Mais  si,  de  chaque  permutation  de  ce  groupe  nous  enlevons 
le  premier  objet  que  nous  connaissons,  il  nous  reste  la  série 
(les  permutations  des  quatre  objets  restants.  Nous  sommes 
ramenés  à  trouver  la  (r)"^  perniutation  de  cette  série. 

3®  Posons  r  =  6q"  +  r"  (3) 

g"  étant  l'un  des  nombres  (o,  i,  2,  3)  et  r"  l'un  des  nombres 
(i,  2,  3,4,  5.  6).  Cette  cgaliié  nous  apprend  que  la  permuta- 
tion cherchée  appartient  au  groupe  (7"+ 0  i  Q^c,  par  suite, 
elle  commence  par  le  (q"  -f-  0'  *'^s  quatre  objets  considérés. 
Elle  nous  montre  en  outre  qu'elle  est  la  (r^  du  groupe. 

Mais  si,  de  chacjue  permutation  de  ce  groupe,  nous  enle- 
vons le  premier  objet,  il  nous  reste  la  série  des  trois  objets 
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refilants  el  il  s'agit  de  ^détenuiner   la  {r"Y.  Nous  sommes 
ramenés  à  déterminer  la  {r"f  permutation  de  trois  objets. 
4*^  Nous  poserons,  en  faisant  la  division  de  r'  par  2  : 

r'  =  2  .  9*  +  r-  (4) 

q'  étant  l'un  des  nombres  (O;  i ,  2)  et  r"  et  l'un  des  nombres 
(i,  2).  Cette  égalité  nous  montre  que  la  permutation  deman- 
dée est  du  groupe  (q"  -{-  i),  que  par  suite  elle  commence  par 
le  (q'  -\-  i)^  des  trois  objets  permutés.  Elle  nous  montre  en 
outre  qu'elle  est  la  (r'y    du  groupe  auquel  elle  appartient. 
Mais  si,  de  cbaque  permutation  de  ce  groupe,  nous  enle- 
vons le  premier  objet,  il  nous  reste  la  série  des  permutatioDS 
des  deux  objets  restants.  Il  s'agit  de  trouver  la  (r')«  .  Nous 
voilà  ramené  à  la  recherche  de  la  (r*)«  des  permutations  de 
deux  objets. 
5®  Posons  enfin 

r'  =  I    .  q"  +  {r"'  =  i)  (Si 

q'"^  étant  l'un  des  nombres  (o,  i)  et  r'"  étant  i.  Cette  égalité 
nous  fera  connaître  que  le  j)remier  élément  de  la  permuta- 
tion cherchée  est  le  (g""  -j-  i  )«  des  deux  éléments  considérés. 
Le  dernier  élément  s'ensuivra. 

On  voit  ainsi  qu'après  avoir  établi  les  égalités  (1),  (2),  |3), 
(4),  (5),  par  suite  après  avoir  déterminé  les  quotients  (q,  9, 
q',  q",  q"'),  les  nombres 

(9+1).     (î'+O.     (î+i).     (9'+  0,     (q"+ii 
feront  connaître  les  objets  successifs  qui  composent  la  per- 
mutation de  rang  o: 

(q  -{-  i)      donnera  le  premier  objet  à  prendre  dans  la  suite 

(i,  2,  3,  4,  5,  6); 

(7  +  0     indiquera  que  le  deuxième  objet  sera  le  (7 '+  i j  i^ 

la    série    obtenue    en  barrant  dans  la    suite 
(i,  2,  3,  4,  5,  6)  le  premier  objet  pris; 

(9"  -\-  0    indiquera  que  le  troisième  objet  sera  le  (q"  -f  i)« 

de  la  série   obtenue  en  barrant  dans  la  suite 
(i,  2,  3,4,  5,  6)  les  deux  premiers  objets  pris; 

(9"  +  0    indiquera  que  le  quatrième  objet  sera  le  (q"  -f  i)' 

de  la  série   obtenue  en  barrant  dans  la  suite 
(1,  2,  3,  4,  5,  6)  les  trois  premiers  objets  pris: 
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{il"*  +  i)  indiquera  qae  le  cinquiëme  objet  sera  le  (g^'-f-  i}« 

de  la  série  obtenue  en  barrant  dans  la  suite 

(i,  2,  iy  4,  5y  6)  les  quatre  premiers  objets  pris. 

Le  dernier  objet  restant  terminera  la  permutation. 

On  voit  ainsi  qu'une  permutation  est  déterminée  aussitôt 

que  fes  quotients  (qr,  g',  9',  q\  q")  sont  déterminés,  et  ces 

quotients  ne  dépendent  que  de  p« 

EXEMPLE 

Soit  à,  déterminer  la  688^  permutation  : 

Nous  ayons  dans  ce  cas  : 

638  =  120  .  5  +  38 

38  =    24  .   I  -)-  14 

14  =      6  .  2  -j-    2 

2  =      2  .  o  -f-    2 

.    2  =      I   .  I  +     I 
Les  q  -{-  I  seront  ici  successivement: 

6,  2,  3,  I,  2 

Le  premier  élément  de  la* 638®  permutation  est  6; 

Le  second  est  le  deuxième  terme  delà  série  (i,  2,  3,  4,  5j 
ou  ?; 

Le  troisième  est  le  troisième  terme  de  la  série  (i,  3,  4,  5) 
ou  4; 

Le  quatrième  est  le  premier  terme  de  la  série  (i,  3,  5)  ou  i  ; 

Le  cinquième  est  le   deuxième  terme  de  la  série  (3,  5) 
ou  5  ; 

Le  sixième  est  3. 

Donc  la  permutation  demandée  est  : 

624153 

3.  —  Problème  2.  —  Trouver  le  rang  (Tune   permutatton 
donnée. 

I  série  des  égalités  : 

q  +  r 

î  +  '• 

q-  +  r' 
9   +  ' 

JOUaHAL  Dl  HiTH.  1881.  :|4 


De  la  série  des 

égalités  : 

p    =120 

r  .  =  24 

f'  =  6  . 

r'  =  2 

r-  =   I 

? 

+  > 

9 

+  I 

q- 

+  I 

q" 

+  I 

q' 

'+  I 

-  «46-- 

nous  tirons 

f  =  120  q  +  M  9  +  6  9"  +  *  9"   +  7"  +  ï  •  16) 
Or  quand  on  connaît  une  permutation,  on  détermine  faci- 
lement    9  +  1,  ?'  +  I,  9^  +  ï»  9'  +  ï/  i"  +  *f 
par  suite  g,  9 ,  9',  ç',  ç"  ; 

donc  aussi  facilement  p  par  la  relation  (6). 

EXEMPLE 

Soit  à  déterminer  le  rang  de  la  permutation  526431. 

On  trouve  sans  peine  en  se  reportant  aux  opérations  da 
premier  problème  : 

=  5  d*où  q    =4 
=  2  ç'    =  2 

=  4         9'  =  3 
=  3  q'  =2 

=  2  q"  =  i 

donc 

p=i20.4  +  24.2  +  6.3-|-2.2+    1  +  1=  55a 

4.  —  Problème  3.  —  Trouver  le  nombre  des  dérangement^ 
d  une  permutation  donnée. 

En  plaçant  au  premier  rang  l'élément  9  -f-  i  de  la  série 
(i,  2,  3,  4,  5,  6),  on  produit  7  dérangements;  c'est  facile  à 
voir. 

En  plaçant  au  premier  rang  des  objets  restants  le  (q  +  1  r'. 
on  produit  de  nouveau  q  dérangements. 

En  plaçant  au  premier  rang  des  objets  restants,  après  la 
suppression  des  deux  premiers  objets,  le  (q'  -}-  0%  ^^  P'^' 
duit  encore  q'  dérangements,  etc. 

Donc  le  nombre  des  dérangements  d'une  permutation  sera 

A  =  g  +  ?'+9'  +  ?'  +  r. 

Le  maximum  du  nombre  des  dérangements  sera  pour  /< 
objets  : 

(n  _  i)  +  (n  —  2)  +  . . .  +  2  H-  I  =    ^^^-^  '),-. 

2 
On  pourrait  se  poser  diverses  questions  analogues  à  celle:? 

que  nous  avons  traitées  dans  notre  premier  article. 

5.  —  Remarque.  —  Une  question  fort  intéressante  et  qui 
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parait  simple  au  premier  abord  est  celle-ci  :  Trouver  le 
rang  des  divers  éléments  d'une  permutation  déterminée  par  les 
quotients  (q,  q',  q%  q',  q"").  Je  n'ai  pas  pu  la  résoudre  et  je 
la  soumets  à  l'attentiou  du  lecteur.  La  première  classifica- 
tion que  j'ai  donnée  en  1871  ne  se  prête  pas  non  plus  à  la 
solution  de  cette  question. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  adressée  par  M.  liaiirens,  professeur  honoraire, 

à  M,  de  Longchamps. 

En  vous  envoyant  une  solution  du  théorème  que  vous  avez 

énoncé  dans   le  journal   (page  436),  je  vous  soumets   une  question   pins 

générale. 

Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  renœntrent  deux  droites  quelconques, 
MP,  NR,  on  a  «ur  chaque  côté  quatre  points.  Si  Von  détermine  les  points 
a,  a'  qui  divisent  harmoniquement  les  segments  BC,  PR;  ^  et  ^\  divisant 
harmoniquement  AC,  QS,  et  f,  T',  divisant  harmoniquement  AB,  MN,  on  a 
six  points  trois  à  trois  en  ligne  droiU,  et  trois  à  trois  tels  qu'en  les  joignant 
aux  sommets  opposés,  les  trois  droites  concourent  au  même  point, 

La  démonstration  est  fondée  sur  le  même  principe  que  la  précédente  ;  elle 
eiige  seulement  que  l'on  prouve  d'abord  que  les  milieux  des  distances  a«',  pp', 

XX'  sont  en  ligne  droite. 

En  étudiant  les  remai-ques  que  M.  Rœliler  a  ajoutées  à  voire  travail,  j'ai 
rencontré  ce  théorème,  qui  a  une  grande  analogie  avec  le  précédent. 

Si  l'on  joint  les  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  à  deux  points  m,  n  quel- 
conques, ces  poi  ts  étant  pris  de  telle  sorte  que  Is  angles  formés  n'empiètent 
pas  sur  les  angles  du  triangle,  on  obtient  trois  faisceaux  de  quatre  droites  ; 
les  rayons  doubles  des  trois  faisceaux  en  involution  sont  au  nombre  de  six; 
quatre  d'entre  elles  forment  un  quadrilatère  ;  les  autres  sont  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère.  On  sait  d'ailleurs  que  les  six  points  de  rencontre  des  droites 
passant  par  m  et  n  avec  les  côtés  du  triangle  sont  sur  me  conique^  et  que 
les  six  droites  passant  par  ces  points  forment  un  hexagone  cir(^nscrit  à  une 

conique. 

Voudriez-vous  me  permettre  d'ajouter  un  mot  relativement  à  votre  élégante 
solution?  Ayant  déterminé  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  points  A 
et  B  de  votre  flgure,  ou  simplement,  la  direction  ox  de  l'axe  de  U  parabole, 
ainsi  que  les  points  de  contact  DD',  on  complète  aisément  la  solution,  en  abais- 
sant de  D  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre,  et  déterminant  le  point  de  la 
parabole  situé  sur  cette  droite,  ce  qui  est  très  facile;  le  milieu  de  cette  ligne 
donne  l'axe,  et  à  cause  des  tangentes  connues,  on  a  le  sommet. 
•  En  étudiant  votre  soluUon,  j'ai  remarqué  que  le  pôle  de  AB  éuit  sur  la 
droite  qui  joint  D  au  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  AB,  et  aussi 
sur  la  droite  qui  joint  D'  au  conjugué  harmonique  de  M'  par  rapport  à  AB  ; 
mais  cette  remarque  na  aucun   avantage  grapl^ique  pour  déterminer  dans  1» 
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parabole  le  pôle  de  AB  :  TOtre  construetioii  Ibodée  sur  la  propriété  de  la  s(mi>- 
tangente  est  préférable.  

Extrait  d'une  lbttrk  db  M.  l4«m*iAe. 

La  question  375  du  Journal  de  Mathématiques  a  un  petit  bistorique.  qpe 
voici  :  c'est  la  question  97  des  NcuveUes  Annates  de  mathématiques  [1**  série, 
tome  IV|  1N|5)  proposa  par  Proubet  : 

Couper  un  triangle  par  une  transversale  de  manière  que  trois  wegments 
non  consécutift  soient  égaux. 

Le  tome  VI,  page  3i^8,  en  contient  une  solution  qui  est  fausse. 

Le  tome  VII,  page  424,  donne  une  note  rectificative,  très  peu  claire,  qui  me 
paraît  fausse  aussi  ;  la  question  en  est  rpstée  là,  à  ma  connaissance;  en  tous 
cas,  je  ne  crois  pas  qu'il  y  ait  eu  de  solution  géométrique. 

Voici  une  construction  simple  : 

1.  Il  y  a  toujours  douze  droites  distinctes  répondant  i  la  question. 

2.  Six  d'entre  elles  coupent  deux  des  côtés  entre  les  sommets  ;  les  six  aotm 
ne  coupent  aucun  des  côtés  entre  les  sommets. 

3.  Les  points  oCi  ces  droites  coupent  le)  côtés  sont  deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  Kux  milieux  de  ces  côtés.  Il  suit  de  là  que  les  douze  séries  de 
trois  segments  égaux  interceptés  par  cea  droites  ne  donnent  lieu,  pour  ks 
segments  égaux,  qu'à  six  longueurs  différentes  au  lieu  de  douze,  car  chaque 
couple  formé  par  deux  droites,  coupant  les  côtés  en  des  points  symétriques  par 
rapport  an  milieu  de  ces  côtés,  donne  des  segments  de  longueurs  égal». 

Cbla  posé,  soient: 

ABC  tui  triangle; 

U  le  point  où  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AG  coupe  la  bissectrice 
de  Vangle  CAB; 

K  le  point  iiù  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  GB  coupe  la  IHsseeiriee 
extérieure  de  l  angle  BGA; 

Le  segment  capable  de  Vangle  —  décrit  sur  UK  rencontre  AC  en  deux 

2 

points  M  a<  N  (M  situé  entre  A  ef  G,  N  d  t extérieur)  qui  af^foriiennent 
chacun  à  rune  des  douze  droites  cherchés  (*]. 

On  construit  alors  immédiatement  deux  de  ces  droites,  et  deux  antres  cao* 
pant  les  côtés  AG  aux  points  symétriques  des  précédents  par  rapport  au  mîBeo 
de  AC. 

Deux  constructions  analogues  appliquées  respectivement  aux  angles  B  et  A 
et  aux  angles  G  et  B  donnent  les  huit  autres  droites. 

Remarque  L  —  La  ligne  KG  coupe  le  segment  capable  décrit  sur  HK  el 
contenant  M  et  N  en  un  point  J  tel  que  si  l'on  prend  le  point  I  de  rencontre  de 
KJ  et  de  AG,  on  a  GI  =  GB. 

Remarque  IL  —  Le  cercle  qui  passe  par  H,  K,  et  par  le  centre  du  cercle 
ex-inscrit  tangent  an  côté  B  et  G  est  le  symétrique,  par  rapport  à  AK  du 
cercle  HRNJH. 


M.  Burat-Dubois  nous  adresse  une  brochure  qu'il   vient  de  publier  ea 
réponse  à  l'article  de  M.  Bonrget  paru  dans  le  numéro  d'octobre  (p.  442); 

(*)  Nous  invitons  nos  lecteurs  à  nous  démontrer  cette  construction  intéressante. 
(Sole  de  la  rédaction.) 
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dans  cette  brochure,  que  l'impartialité  nous  fuit  un  devoir  de  signaler,  rauleur 
comlMit  la  conrentiOD  fSotite  par  M.  Bourget,  que  a;=  4-<30  eta;=  — oo  repré- 
seotent  le  même  point,  convention  qui  sert  de  base  à  rarticle  que  nous  avons 
inséré,  et  qui  amène  M.  Bourget  à  dire  qu'il  a  toujours  un  maximum  et  un 
minimum^  en  admettant  l'exisience  d'un  point  maximum  ou  minimum  à  l'infini  ; 
nous  aurions  analysé  avec  plus  de  détails  la  brochure  que  nous  venong  de  rece- 
voir, si  nou?  n'avions  publié,  dans  le  numéro  actuel,  un  article  qui,  nous  l'espé- 
rons, terminera  cette  querelle,  en  indiquant  d'où  provient  la  divergence  dans 
les  résultais.  Il  n'y  a,  à  notre  avis,  dans  tout  ceci  qu'une  contradiction  apparente, 
oontradiciion  prenant  sa  source  dans  une  difficulté  de  forme  dont  nous 
devons  dire  un  mot,  qui  n'est  d'ailleurs  que  l'expression  d'idées  généralement 
admises. 

Si,  dans  une  équation  du  second  degré 

ax'  '\-  hx  -{-  c  =  Of 
on  suppose  que  b  n'est  pas  seul,  et  si  l'on  fait  tintalementf  pour  ainsi  dire, 
a  SB  o,  l'équation  tomba  brusquement  au  premier  degré,  et  nous  croyons  con- 
traire à  l'esprit  mathématique  de  dire  qu'une  équation  du  premier  degré 
bx  -{-  c  =z  o   a  une  racine  finie  et  une  autre  infinie.   On  ne  tarderait  pns 
à  tomber  dans  les  contradictions  les  plus  singulières.  C'est  ainsi  que  M.  Lefé- 
bure  de  Fourcy,  dans  son  Algèbre  (p.  153,  7*  édition)  an*ive  à  cette  conclusion 
que  nous  citons  textuellement  :  «c  II  est   digne  de  remarque  qu'on  ait  pour  ee 
eas  particulier  trois  valeurs  de  Xy  tandis  que  dans  le  cas  général,  il  n'y  en  a 
que  deuiL  »  Il  n'y  a  pas  de  raison  pour  s'arrêter  dins   cette  voie  anti-mathé- 
matique, si  on  veut  nous  passer  cette  expression,  et  l'on  arriverjit  facilement  à 
considérer  l'équation  bx  +0  =  o  comme  ayant  autant  de  ra  ines  infinies  que 
l'on    voudrait.  Aussi,  et   nous  n'avons  pas  la  prétention  d'apprendre  par  là 
quoi  que  ce  soit  à  personne,  ne  doit-on  pas  dire  et  ne  dit-on  pas,  si  ce  n'est 
par  une  mauvaise  habitude  :  c  Je  fais  a;  =  o  ou  a?  =  oo  »,  et  M.  Burat-Dubois 
(p.  iO)  le  fait  très  justement  observer.  Il  faut  toujours  supposer,  quand  on  veut 
songer  à  Tlnfini,  une  quantité  numérique  qui  dépasse  tout  nombre  connu  ou 
imaginé.  Inversement,  cor  les  deux  idées  sont  corrélatives,  le  zéro  absolu  n'est 
pas  un  nombre;  et  pour  le  concevoir,  il  fout  imaginer  un  nombre,  insaisissa- 
ble d'ailleurs,  mais  qui  possède  cette  propriété  lui  servant  de  définition,  qu'on 
ne  peut  pas  penser  &  un  nombre  positif,  si  petit  soit-il,  qui  ne  lui  soit  supé- 
rieur. Ce  sont  là  des  discussions  métaphysiques,  plutôt  que  mathématiques;  elles 
ont  occupé,  elles  occuperont  encore  les  philosophes;  mais  elles  touchent  à  l'ensei- 
gnement par  un   point  qui  est  délicat,  puisqu'il  a  soulevé  les  discussions  et 
motivé  les  articles  que  nous  venons  de  rappeler.  Elles  ont  attiré  notre  attention 
sur  cette  question  élémentaire,  et  nous  ont  amené  à  publier  plus  haut  un 
article  dans  lequel  nous  nous  sommes  efibrcé  de  présenter  cette  question  sous 
un  jour  que  nous  avons  cherché  à  rendre  bien  clair  et  à  l'abri  d'objections  qui, 
encore  une  fois,  tombent  bien  plus  sur  les  mots  et  sur  les  définitions  que  sur 
les  choses  elles-mêmes. 

Disons  enfin,  pour  terminer,  que,  en  réalité,  l'étude  de  la  fraction  du  second 
degré  telle  qu'on  la  fait  ordinairement,  n'est  pas,  à  proprement  parler,  une 
question  de  maximum;  on  fait  varier  x  en  lui  donnant  des  valeurs  réeUes 
toujours  croissantes,  on  prend  les  valeurs  correspondantes  de  y,  et  on  en 
cherche  les  variations  ;  inversement  on  cherche  quelles  valeurs  il  faut  donner  à 
y,  pour  que  X  soit  réel;  on  trouve  que,  en  général,  à  chaque  valeur  dey  cor- 
respondent deux  valeurs  différentes  de  x,  et  qu'il  y  a  deux  valeurs  Itmites 
<i0  y,  à  chacune  desquelles  correspond  une  valeur  réelle  et  une  seule  pour  x, 
ce  sont  ces  valeurs  que  l'on  appelle  les  valeurs  maxima  et  minima  de  la  fonction 
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y,  sans  dire  si  cette  manière  de  parler  éreille  bien  l'idée  qae  les  m&nesdèBo- 
mloations  feront  naître  plus  tard;  M.  Burat-Dubols  avait  signalé  ce  (uil  ûan< 
la  première  note,  et  c'est  en  cela,  selon  nous,  que  la  méthode  dite  indinete 
laisse  à  désirer;  elle  résout  une  question  intéressante  en  elle-même,  mais  qai 
n'a  qu'un  rapport  éloigné  a?ec  les  questions  de  maiimum. 


QUESTION   333 

SolntloB  par  M.  Andribu,  élève  au  Lycée  Corneille,  à  Rotten. 


M  et  M'  étant  des  points  d'une  parabole,  P  le  point  de  con- 
cours dex  tangentes  eti  ces  deux  points,  F  le  foyer,  démontrer 

que  ion  a = 

'  MF  M'F 

Existe-t'il  un  théorème  analogue  pour  Vellipse  et  Chyperbole? 
(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure). 

Par  le  point  P  et  le  point  M,    menons  des  parallMes  ù 
l'axe  de  la  parabole  ;  on   a  entre   les    angles  les  égalités 
suivantes        PMB  =  MPA  =  PMF  =  M'PF 
et  on  sait  que  PF  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vec- 
teurs FM  et  FM'.  Les  triangles  MPF  et  M'PF  sont  donc  sem- 

PM     _    PM' 

MF     ""     PF    ' 

PM     _    PM' 

PF     —    MF    ' 

VW    _    1?W 
MF  VF    ' 

Considérons  maintenant  une  ellipse  ;  abaissons  des  foyers 
F  et  F'  les  perpendiculaires  FA,  FB,  F'A',  F'B'  sur  les  tan- 
gentes PM  etPM'.  On  a  évidemment 

PM  X  FA  PM'  X  FB 


blables  et  donnent 


Par  suite 


MF  X  PF  sin  MPF     ~    MF  X  PF  sin  PFM*   ' 
mais   comme  PF  est  bissectrice  de  MFM',  celte  proporlîoû 
.     .     ,  PM  X  FA  PM'  X  FB 

Aevieut  MF  =         MT        ' 

On  aurait  de  même  en  considérant  les  triangles  PFH  et 
„,,„.  PM  X  FA'  PM' X FB' 

MF'  WF 
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mulHpliant  membre  à  membre  et  remarquant  que 

FA  X  F' A'  =  FB  X  F'B'  =  b\ 


on  a 


PM 


MF  X  MF'  MF  X  MF 

La  démonstration  de  ce  théorème  pour  Thyperbole  se  ferait 
d*une  manière  analogue. 

Nota.    — Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Boulogne,  à  Lille;  Joardan, 
A  Rouen  ;  Petit,  Dupuy,  à  Grenoble  ;  Goutard,  au  lycés  Lauis-ie-Gran  d.] 


QUESTION  346 

SolnlioD  par  M.  Ch.FiivET.  au  Lycée  de  Lille. 


Sur  une  droite  à  partir  d'un  point  A  on  prend  des  longueurs 
égales  à  la  suite  les  unes  des  autres:  au  point  K  on  élève  une 
perpendiculaire  AX,  et  l'on  joint  X  aux  divers  points  de  division. 
Trouver  une  relation  entre  les  angles  sous  leiquels  on  voit  du 
point X  les  divers  segments  AB,  BC,  CD.  .  .  , 

Soit  aTanglo  AXB.  On  voit  que  AB  est  la  tangente  de  a. 


que  AG  ou  2tg*  est  la  tangente  de  a  -j-  a ,  par  conséquen 
on  a  ^(01+  a')  =  2tg  a; 

tga 


d'où 
On  tara  de  même 


4  '    — — 

*  I  +2lg'a 


0) 


d'oU 


tg(«+a'  +(x')=3tg  a; 
.  tg  « 


(2) 


—  884  — 
On  aurait  de  même 

et  ainsi  de  suite. 

En  comparant  les  formules  (1),  (2),  (3)  on  reconnaiique  la 
tangente  d'un  rang  quelconque  p  est  égale  à  la  tangente  du 
premier  angle  «  divisée  par  l'unité  augmentée  da  produit 
du  carré  de  la  tangente  de  l'angle  primitif  a  par  p(p  -f~  0- 

On  aura  ainsi 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  qneslion:  HM.  Joly,  àTarbes;  La  Chesaais,  à 
Saint-Louis  ;  Henry,  à  Bréchainconrt  ;  Vigy,  à  Vitry-le-François. 


QUESTION  349 

Solution  par  M.  A.  Pbbvost,  élève  au  Lycée  daMam. 


Dùm  tout  quadrilatère^  les  diagonales  coupent  les  côtés  du 
parallélogramme  maximum  inscrit  aux  sommets  d'un  deuxième 
quadrilatère^  inscrit  dans  le  paralléhgi'amme,  semblable  au  qua- 
drilatère donné  et  égal  au  quart  de  ce  premier  quadrilatère. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné  ;  a^yS  le  parallélogramme 

maximum  inscrit  (ce  parallélo- 
gramme est  comme  l'on  sait, 
celui  obtenu  en  joignant  les 
milieux  des  côtés  du  quadrila- 
tère). Soit  enfin  le  second  qua- 
drilatère abcd. 

Nous  remarquerons  d'abord 
que  a  est  le  milieu  de  ÂO;de 
même  que  6,  c,  d  sont  les  mi- 
lieux respectifs  de  BO,  CO*  DO. 
Par  suite  ab  est  parallèle  a 
àB  et  égale  à  sa  moitié.  De 
même  ad  et  AD  sont  parallèles,  et  par  suite  les  anglea  en 
A  et  a  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres  angles. 


—  353  — 
Donc  le  quadrilatère  abcd  est  semblable  au  quadrilatère 

ABGD.  Le  rapport  de  similitude  étant — , 


on  a 


abcd 

âbUF 


I 
4 


Nota. — Ont  résolu  la  même  question  :  MH.  Gino-Loria.  à  Mantoue;  Hoover, 
à  Dayton  (États-Unis);  Debray.  &  Chauvency- Saint- Hubert;  Henry,  à  Bré- 
chincoart;  Piefet,  à  Lille;  La  Cfaiesnals,  au  lycée  Saint-Louis;  Joly,  à  Tarbes; 
Vlgy^  à  Vilry-le-François. 


QUESTION  351 

ftolaiioB  par  M.  Baeon,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  un  cercle  0,  deux  diamètres  rectangulaires  AA',BB'. 
Trouver  sur  GB  un  point 
G  tel  qu'en  joignant  AC 
et  en  menant  Ï^GQ'  paral- 
lèle à  kk\  le  prolonge- 
ment de  kC  partage  Varc 
BD'  en  deux  parties  éga- 
les. 

Les   triangles  D'EC,  a* 
CDA  étant  semblables 


on  a 
ED' 


D'C 


DA  DC 

Donc  les  trois  arcs 
AD',  DE,  EB  sont 
égaux  et  la  corde  de 
Tare  D'EB  égale  le  rayon  du  cercle. 

Dès  lors  les  triangles  rectangles  DBG,  D'GO  sont  égaux 
et  BC  =.'  OG.  Donc  G  est  le  milieu  du  rayon  OB. 


—  5o4  — 


BIBLIOGRAPHIE 


Cours  D'ABiTHHéTiQiE  à  Tufaye  des  aspirants  au  baccalauréal  es  sciences  et 
des  candidats  aiuc  écoles  du  Gouvernement  par  M.  Comheite,  professeur 
au  Lycée  Saint-Louis.  ^  Paris,  librairie  Germer-B?<illlère. 

Ce  Cours  d'arilhmétiqie,  que  nous  avons  lu  avec  beaucoup  de  platsir,  ooos 
a  immédiatement  frappé  par  un  caractère  qui  le  distingue  de  la  plupart  des 
ouvrages  classiques  que  nous  possédons  sur  co  sujet:  on  sent  que  l'aulear  « 
professé  son  cours  avant  de  l'écrire,  et  qu'il  s'est  parfaitement  pénétré  de  toutes 
les  exigences  des  ex -t mens  ;  aussi  avons-nous  trouvé  dans  cet  ouvrage  les 
questions  qui  se  demandent  constamment  dans  les  concours  pour  TÊecle  de 
Saint-Cyr,  l'Êcoie  polytechnique  et  l'École  navale,  principalement  ces  questions 
souvent  si  délicates,  relatives  à  la  théorie  élémentaire  des  nombres  ;  de  plus, 
nous  y  avons  vu  figurer  avec  plaisir  des  théorèmes,  tels  que  les  théorèmes  de 
Fermât  et  de  W'iison,  qui  devraient  être  inscrits  d.ins  les  programmes. 
L'auteur  a  indiqué,  au  moyen  d'astérisques,  les  parties  qui  s'adressent  pla5 
particulièrement  aux  candidats  de  l'École  Polytechnique,  ce  qui  lui  a  permis 
de  lais.ser  ces  compléments  à  la  place   même  que  la  théorie  leur  indique. 

Les  candidats  ù  l'École  forestière  con<iultcront  avec  fruit  les  chipitrei  relstib 
aux  anciennes  mesures  françjiseset  à  leur  conversioi  en  mesures  nouvelles, 
question  qui  revient  assez  souvent  dans  les  examens  de  cette  école.  Noos 
devons  signaler  comme  particulièrement  intéressant  le  chapitre  sur  le  calcul 
(les  nombres  incommensurables  et  le  calcul  des  radicaux,  et  tout  un  livre 
consacré  à  l'étude  des  approximations  numériques  et  des  erreurs  relatives. 
Nous  croyons  que,  après  avoir  lu  attentivement  cette  p:irtie  de  l'ouvrage  de 
M.  Combette,  les  élèves  seront  en  élat  de  résoudre  les  principiles  questions  qui 
se  rapportent  à  celte  théorie  si  délicate  et  si  importante  du  calcul  des  nombres 
approchés.  Enfin  les  nombreux  problèmes  qui  aocompagnenl  les  différents 
livres  de  ce  cours  d'arithmétique  en  augmentent  encore  l'intérêt  par  lenr 
choix  judicieux  qui  a  consisté,  dans  bien  des  cas,  à  énoncer  des  théorèmes 
servant  de  complément  aux  questions  développées  par  l'auteur. 

Cours  d'algèbre  éléubntaire,  à  l'usage  des  aspirants  au  harcalaurwl  es 
sciences  et  des  candidats  aux  écoles  du  Gouvernement  par  M.  GomlMtte, 
professeur  au  Lycée  Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière. 

Ce  nouvel  ouvr.ige  de  M.  Combette  possède  les  mêmes  qualités  que  nou5 
avons  si  fort  appréciées  dans  son  Arithmétique.  Comme  le  précédent  ouvrage, 
il  est  évident  quei'J/^è6r0  est  le  cours  même  du  professeur.  Il  coDiient  beau- 
coup de  choses,  et  quelques  personnes  même  sont  tentées  de  trouver  qu'il 
contient  trop  de  choses;  mais  c'est  précisément,  selon  nous,  ce  qui  fera  le  succès 
de  cet  ouvrage.  Ce  livre,  si  substantiel,  acquerra  bientôt  une  réputation.  H 
sera  lu  avec  intérêt  non  seulem  mi  en  France,  mais  aussi  à  Tétranger.  Les 
élèves  studieux  et  plus  d'un  professeur  consulteront  ave:  fruit  un  livre  (foi 
marque  un  progrès  considérable  dans  l'enseignement  des  mathématiques  élé- 
mentaires, et  qui  précède  même,  peut-être  un  peu  le  mouvement  moderne. 
Quelques  personnes  lui  reprocheront  d'être  au-dess  js  de  l'enseignement  générai 


et  de  ne  pas  avoir  assez  de  souci  de  la  lettre  des  programmes;  c'est,  à  bos 
yeux^  son  réel  mérite,  et  le  titre  qu'il  nous  parait  avoir  à  un  succès  qui  sara 
très  gi*and. 

A.  M. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  H*  Eie  Pont,  élôvc  au  Lycée  Saint-Louis. 


I.  —  Sdr  lesGouitbes  y^  =  mpx^  . 
Considérons  la  courbe  donnée  par  Téquation 

ou  nous  supposons  toujours  m  —  »  >  o. 

En  formant  Téqualion   d'une  tangente,  et  en  exprimant 
qu'elle  passe  par  un  point  {x„  ijo  ),  nous  obtenons  la  condi- 
tion np{x  —  Xo)  x^  -  ^  =  {y  —  yo  )y^  "  ^  (2) 
X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

Des  équations  (i)  et  (2),  nous  lirons  l'équation 

mx  (y  —  t/û  )  =  ny  {x  —  Xo  ), 
ou,  en  développant 

{m  —  n)  xy  —  myo  x  +  nxo  1/  =  o.  (3) 

Cette  équation  est  celle  d*une  hyperbole  qui  passe  par  l'ori- 
gine et  parle  point  (Xu  yo  )•  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce 
théorème.  : 

Les   points  de  contact  des  tangentes  m'^nées  d'un  point  à  la 
courbe  considérée  sont   sur  une  hyperbole  passant  par  l'origine 
et  le  point  d'où  Von  mène  les  tangentes.  Cette  hyperbole  reste  la 
méme^  quel  que  soit  le  paramètre  p. 

Cherchons  l'enveloppe  de  cette  hyperbole  lorsque  le  point 

{Xo  yo  )  décrit  la  courbe    j/**    =  |jl0.x^  .  (4) 

Il  nous  sufiira  d'éliminer  x^  et  yo  entre  les  équations 

i/J*  =  ixOa;^  ) 

et  réqaation  (3)  Divisant  les  équations  (S)  membre  k  membre 
BOUS  aToas  l'équation 

^nyxo  =  vwMDj/o  • 
De   cette  équation  et  de  l'équation  (3),  nous  tirons  Xo  et 


portant  leurs  yaleurs  dans  la  première  des  équations  (o), 
nous  obtenons  Féquation  de  Fenveloppe 

Donc  lorsque  le  point  (xo  yo  )  décrit  une  œurbe  du  même 
genre  que  la  cmirbe  considérée  ^  fenveloppe  de  F  hyperbole  qui 
passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  est  une  courbe 
semblable  à  la  courbe  décrite  par  le  point  (xo  yo  )• 

Si  nous  faisons  varier  m  et  n  de  façon  que  la  difiérence 
m  —  n  reste  constante,  le  point  {Xo  ya  )  restant  fixe,  le  centre 
de  l'hyperbole  qui  passe  par  les  points  de  contact  décrit,  une 
droite. 

Car  si  nous  posons  m  —  n  =  K  (1) 

les  équations  du  centre  sont 

Ky  —  myo  =  o  ;    Kx  +  nxo  =  o  ;  (8) 

en  éliminant  m  et  n  entre  ces  équations  et  l'équation  0), 
nous  trouvons  pour  le  lieu  du  centre 

—  +  -^  =  I,  (9) 

Xo         yo 

équation  d'une  droite  indépendante  de  la  valeur  de  la  diffé- 
rence m  —  n. 

Cherchons  l'enveloppe  de  celte  droite  lorsque  le  point 
(Xo  yo  )  décrit  la  courbe  (4). 

Pour  cela  nous  éliminerons  Xo  et  t/o  entre  l'équation  (9)  et 

les  deux  équations        y^  =  îxôx^ 

(y  —  !/o  )  2/^  "  ^  —  ^^  {^^  —  Xo  )  OîV  "  ^  =  o. 
Nous  obtenons  par  un  calcul  absolument  semblable  à  celui 
que  nous  avons  fait  pour  trouver  l'enveloppe  de  l'hyperbole, 

l'équation      y^  =  (-^Y  C      !1^  Y""   M^v.  (10) 

D'oîi  ce  théorème  : 

L'enveloppe  de  la  droite  lieu  des  centres  des  hyperboles 
qui  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes  lorsque 

le  point  (xo)  yo)  décrit  la  parabole  y  =  uito^,  est  une  coarbe 
semblable  à  cette  parabole. 
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œ^           .V" 

Qtn       "t"      ^n 

II.   —  Sua    LES    SUBFAGKS      ---•    +   -7- 1 =  O. 

Considérons  en     coordonnées  rectangulaires    la  surface 
ayant  pour  équation 

^      i      ^     M    ^     —  r.  u\ 


a'"'*  b^  cP 

Les  équations  d'une  normale  menée  du  point  'P{xo,  yo,  Zo) 
à  la  surface,  sont  en  désignant  par  (a?,  y,  s)  son  pied: 
g"»  (x  —  Xo)    _    ft"   (y  —  yo)    _  fM^:!^.     /j 

on  tire  de  ces  équations  et  de  Téquation  (1) 

x{x  —  Xo)         y(y  —  yo)    ,    g  (g  -  %o) 

m  n  *  p  ^  ' 

On  voit  que  les  pieds  des  normales  menées  du  point  P  à 
la  surface  sont  sur  une  surface  du  second  ordre,  dont  l'équa- 
tion est  réquation  (3).  Cette  surface  passe  par  Torigine  et 
par  le  point  P.  Son  centre  est  au  milieu  de  la  droite  OP, 
et  San  équation  est  indépendante  des  paramètres  a,  6,  c  de 
la  surface.  Nous  en  déduisons  immédiatement  les  deux 
théorèmes  suivants: 

/®  Si  par  un  point  P  de  lespace  on  mène  les  normales  à 
tous  les  cônes  du  second  degré  ayant  même  sommet  0  et  mêmes 
directions  ,d* axes ^  leurs  pieds  sont  sur  une  sphère  ayant  pour 
diamètre  la  droite  OP. 

f^  Si  par  un  point  P  de  l'espace  on  mène  les  normales  à  tous 
les  parabolo'ides  ayant  pour  sommet  un  point  0,  et  pour  axe 
une  droite  OH,  leurs  pieds  sont  sur  un  ellipso'ide  de  révolution 
passant  par  le  sommet  et  par  le  point  P,  dont  le  centre  est  au 
milieu  de  la  droite  OP,  et  dont  l'axe  de  révolution  est  parallèle 
à  OH. 


—  S38  — 


QUESTION  310 

f^olntlon  par  M.  Rouhard,  élève  au  Lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucoà) 


Sur  une  corde  AB  de  Vellipse  comme  diamètre  on  décrit  un 
cercle  qui  coupe  T ellipse  en  deux  autres  points  C  et  J),  On  de- 
mande le  lieu  dps  points  M  où  {e^  sécantes  commu7ics  AB  et  CD 
.se  rencontrent^  lorsque  AB  se  meut  parallèlement  à  elle-même. 

Prenons  pour  axes  les 
axesdeTelIipse.  Soient  zet 
p  les  coordonnées  dupoinlM 
et  m  le  coefficient  angulaire 
de  la  direction  donnée. 

Puisque  les  points  A,  B. 
G,  D  sont  sur  un  cercle,  les 
droites  ABetCDsontégale- 
mentinclinées  surFaxcOX; 
leurs  équations  sont  donc 
y  —  p  =  m(x  —  a)  (AB) 
y— p=  — w;x— «)(CD) 
D'ailleurs  un  cercle  passantpar  AB  et  CD  aura  pour  équation 
X(6'.r*  +  ahf  —  a«6«)  —  {y  —  p)*  +  w«(a?  —  a)«  =  o  ; 

en  posant  X  = 4 

c* 

ou  bien 

{b*  +  a*7?i')(x*  4-  j/*)  —  2amVcc  +  2C*py  -|"  •  •  •  =  o 
Exprimant  que  ce  cercle  a  son  centre  sur  la  droite  AB,  oua 

K  6'  +'a'm'   +')="""(<>»  +tm*   ~  ')' 
ou  bien  a*p  =  m6*a. 

Le  lieu  est  donc  une  droite  passant  par  l'origine 

Cette  droite  peut  se  construire  facilement;  cela  revient  à 


_  y 


b 


multiplier  deux  fois  le  rapport  m  =  -^  par  le  rapport  — 

X  *' 


—  SS9  — 

Soient  une  ellipse  elle  cercle  principal;  OXI  la  direction 

^       ^  MP  m¥  b 

donnée;  on  a        -_  =  m -^  :^  — , 


m'Q 


=  m 


OQ  a- 

Si  la  conique  donnée  était  une  hyperbole,  il  sulfiirait  de 
changer  dans  le  résultat  b*  en  —  b*. 

R£MABQUE.  —  Si  Ton  applique  à  cette  propriété  la  méthode 
de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  obtient 
pour  toutes  les  courbes  inverses  des  coniques  et  pour  la 
lemniscate  en  particulier,  la  proposition  suivante  que  Tou 
peut  chercher  à  démontrer  directement. 


Soit  une  lemniscate  ayant  son  centre  à  Torigine  et  deux 
circonférences  C  et  G'  passant  par  l'origine  et  dont  les  centres 
G  et  G'  sont  situés  sur  des  droites  oc  et  oc  symétriques 
par  rapport  à  Taxe  des  x, 

1«  Les  quatre  points  d'intersection  g,  h,  k,  l  de  ces  deux 
circonférences  avec  la  lemniscate  sont  sur  un  cercle  A. 


—  300  — 

^  Si  on  fait  varier  lesrayops  OC,  OC  demaniëre  que  ce 
cercle  A  coupe  toujours  orlhogonalemenl  Tun  des  cercles 
G  ou  G',  le  lieu  des  points  d'inlerseciioa  M  de  G  ayec  C  est 
une  droite  passant  par  i'orî^ne. 

Gela  résulte  immédialemenl  de  la  propriété  précédente,  en 
remarquant  que  les  sécantes  considérées  se  transforment  en 
cercles  passant  par  l'origine  et  dont  les  centres  sont  sur 
des  droites  symétriques  par  rapport  à  OX.  La  conique  se 
transforme  en  lemniscate»  le  cercle  décrit  sur  AB  comme 
diamètre  se  transforme  en  un  autre  cercle  et  comme  la  droite 
AB  le  coupe  orthogonalement  et  que  les  angles  se  conservent 
dans  la  transformation,  l'inverse  du  cercle  décrit  sur  AS 
comme  diamètre  coupera  orthogonalement  l'inverse  de  la 
droite  AB. 

Donc  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  cercles  G  et 
G  est  l'inverse  du  lieu  des  points  d'intersection  des  sécantes 
communes.  C'est  donc  une  droite. 

f(0TA.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Rabau,  i  Melim  ;  Stvary,  l/e6e 
Henry  IV  ;  Gilly,  à  Montpellier;  Âubry,  à  Nancy  ;  Dupuy,  Boudenès,  à  GrenoMe  ; 
du  Motet,  lycée  Saint-Louis;  Haure,  lycée  Louis-le^nind;  Andriea,  à  Ronen; 
Quiquet,  à  Lille. 


QUESTION  334 

Solution  par  M.  Paul  Boulogne,  élëre  au'Lycée  de  UUe. 


Étant  donnée  la  fraction 

,  .  e^'  +  e->ï' 

m  (x)   =   ■ ; 

^  ^  '  e«  — e»r 

On  demande  de  calculer  la  fraction  analogue  f^(2x)  en  fonc- 
tion de  ff{x). 
La  fraction  donnée  peut  s'écrire 

fù(x)  =  =    î— — 

CT    _       — 

c 
d'où  e«^-    =-#±i-. 


—  86!  — 
Sabstitnant  à  e*«  cette  valear  dans 

(p(aa?)  = j-, 

g4a?   -^  - — 

on  trouve  apr^s  réduction 

©(x) 


f^2X)  =    -i- h 


2  «p(aj) 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  HM.  Dupuy,  Petit,  i  Gi'enoble; 
Baron,  au  lycée  Henri  lY;  Rabau,  à  Melun  ;  Gino-Loria,  à  Mantoue  ;  Quiquet, 
k  Lilte;  Jourdan,  k  Rouen. 


QUESTION  329 

iMI«ift«»  par  H«  du  Motel,  élève  au  Lycée  Saint-Louis  (Classe  de 

M.  £.  Lucas]* 


On  considère  une  ellipse  et  deux  normales  à  cette  courbCy  fai- 
sant entre  elles  un  angle  droit.  Soit  M  le  point  de  rencontre  de  ces 
normales.  Par  ce  point  M  on  mine  à  V ellipse  deux  autres  nor'- 
male$9  dont  les  pieds  sont  A  et  B.  En  A  et  B  on  mène  les 
tangentes  à  Vellipse. 

Trouver  le  lieu  des  points  P  de  rencontre  de  ces  tangentes, 
quand  le  point  M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipse. 

Rapportons  Tellipse  à  ses  axes.  Son  équation  est 

Menons  les  tangentes  à  Tellipse 
aux  points  A'  et  B',  pieds  des  nor- 
males rectangulaires  issues  de  M. 
Elle  se  coupent  en  un  point 
N  {Xo  ,  yo  )  qui  appartient  au  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse 

^*o  +  y*o  —  a*  —  6*=  o.  (1) 

Il  8u£fit  donc  pour  avoir  Téquation  du  lieu,  de  remplacer 
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—  sm  — 

dans  l'équation  (1)  Xo  et  yo  respectiYdment  par 


X 


y 


ce  qui  donne 


—  a*  —  6*  =  o, 

ayant  pour  asymptotes  les 


a?»  ^"  y« 
courbe  du  quatrième  degré 
quatre  droites 

y*  (a«  +  &•)  =  6S    x«  (o*  +  ft«)  =  a* 
qui  forment  un  rectangle  inscrit  dans  l'ellipse.  Le  lieu  passe 
par  les  sommets  du  rectangle  circonscrit  à  Tcllipse,  car  si 
le  point  M  vient  au  centre,  le  point  P   devient  l'an  quel- 
conque de  ces  points. 

Remarque.  —  On  peut  tout  aussi  facilement,  en  appliquant 

le  même  procédé,  ré- 
soudre le  même  pro- 
blème dans  l'espace. 
On  considère  un 
point  M  d'où  Ton 
peut  mener  trois 
normales  rectangu- 
laires à   Tellipsolde 


5* 


On  abaisse  de  ce 
point  les  trois  autres 
normales,  dont  les 
pieds  sont  A',  B',G'.  Les  plans  tangents  en  ces  points 
forment  un  trièdre  de  sommet  P.  Lieu  du  point  P,  quand 
M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont 
les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipsoïde. 

On  considère  le  point  N  {xo  ^yo  ^o  )>  où  se  coupent  les  plans 
tangents  auz  trois  points  A,  B,  G,  pieds  des  normales  rec- 
tangulaires issues  de  M.  On  a 

x\  +  !/*o  +  **o  —  a*  —  6*  —  c*  =  o 
et  Gc,  y,  s  étant  les  coordonnées  du  point  P 

xxo  =  —  a",    yyo  =  —  &",    jïjjo  =  —  c*; 
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d'où  réqnatioQ  du  lieu 

a*  6*  c* 

surface  du  6®  degré. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Andrien,  Jourdan,  à  Rouen; 
Bodlognei  à  Lille;  Le  Pont,  an  lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  331 

Aotntloa  par  M.  nu  Motel,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 

(Classe  de  M.  £d.  Lucas.) 


On  considère  deux  ellipses  homofocaks  ;  par  un  point  P  de 
leur  plan  on  mène  à  une  déciles  detxx  tûngentcs  A.etB  d^uneparî, 
G  et  D  d^uuire  pai^l  étant  les  poifUs  oj»  ces  tangentes  rencon- 
trent la  seconde  eUipse^  démontrer  qae  Ton  a 


I     _,       I     I  I 


PA  —   PB  PC   -^   PD  • 

A  quelles  positions  du  point  P  correspondent  respectivement  les 
signes  -\-et  —  ? 

Rapportons  les  ellipses  à  leurs  axes.  Biles  auront  pour 
équations 

a*  "^  6»  ~  '  a»  —  A  "*"  6*  —  a  "" 
Soient  o^o»  Vo  ^^^  coordonnées  dujpoint  P.  Par  ce  point, 
menons  une  droite  et  sur  la  parallèle  à  cette  droite  menée 
par  l'origine  prenons  une  distance  OM  égale  à  Tuni  té.  Soient 
a,  ^  les  coordonnées  du  point  M.  La  droite  menée  par  P 
pourra  être  représentée  par  les  équations 

a?  =  a?o  -f  ap,    y  =  yo  +  Pp; 

Les  p  des  points  d'intersection  avec  la  première  ellipse 
sont  donnés  par  l'équation 

Pour  que  la  droite  soit  tangente  à  cette  ellipse,  on  doit 


—  su  — 

avoir 


(^ + f-y- (^ + ^ -x^ + 1-) = "• 

condition  qui  se  réduit  à 

(a»o  -  pœ.y  —  a«p«  —  6«a«  =  o.  (1) 

En  outre,  on  a  a*  4"  P*  =  '•  (^ 

Ces  deux  équations  donnent  les  yaleurs  d'à  et  p.  Soit  04,  ^ 

une  solution.  La  droite  correspondante  rencontre  la  seconde 

courbe  en  deux  points  dont  les  p,  (p^  et  p,)  sont  donnés  par 

réquaUon 

Pi  Pi P<P« 

^    2V/(aiyo  —  Ptagg  )'  —  (x*  —  *)  Pi'  —  (b^  -  /i)xt' 
(6*  —h)Xo  +  {a^—  h)  yo*  —  (a*  —  h)  (6>— A)* 
La  quantité  sous  le  radical  se  compose  de  (ol^o — ?t^)* 
—  a*Pi*  —  6*ai«  qui  est  nulle,  en  vertu  de  (1)  et  de  ft(a|*  +  pi*) 
qui  est  égale  à  A  en  vertu  de  (2).  Donc 

I  I 2v(a 

Pi    ~    p.    ~  (6«—  h)  fiCo*+  (a*  —  h)  yo«  —  (a«  — A)(6«- A) 

On  aurait  évidemment  trouvé  le  même  résultat  en  prenant 

la  deuxième  solution  04.  p«  du  système  des  équations  (l)et  (2), 

car  dans  le  raisonnement  précédent,  rien  ne  spécifie  quelle 

est  celle  des  deux  solutions  que  Ton  choisit. 

Si  pi  et  Pji  sont  de  même  signe,    c'est-à-dire  si  le  point  P 
est  extérieur  à  la  seconde  conique,  la  relation  trouvée  s'écrira 

I i_^  _      I  I 

PA  PB    ~    PC  "PD"' 

Si  pi  et  p,  sont  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  si  le 
point  P  est  intérieur  à  la  seconde  conique 

1,1  I        ,        I 

on  aura  .  ^       4-  ■_    .   :=  _.  4. 


PA      *     PB  PC     ^     PD 


QUESTION  335 

••■■UoB  par  H.  Kuu>n,  ëlère  «a  Lycée  Henri  IV. 


1»  Conttruire  la,  courbe  2x*j*  +  x'  —  y'  —  axy  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire 
20^  {xy  —  i)ixy  +  i)  +  (x  —  y)  (a;  4-  y)  (œ*  +  y')  =  o. 

GoDstruisons  les  courbes  x  ^o,  y  ^o,  irj/=  i,xy^  — i 
X  =:  y,  X  =  —  y.  Oa  partage  aiasi  le  plan  en  régions. 


Les  parties  courerles  de  hachures  ne  peuvent  renfermer 
des  points  de  la  courbe. 
La  coarbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine;  elle 


—  886  — 

présente  des  branches  paraboliques  dans  les  directions  des 

deux  axes. 

_         2ag«(y^>f  x)  +y  (xY—  i) 
Un  a       y  »=• ^  ._^ 7 — ; TTz v"* 

L'origine  est  un  point  double  et  les  tangentes  sont  les 
deux  axes.  Les  points  flcy  =  +  1 1  ^  =  i  y  sont  sur  la 
courbe  pour  ce  =  y  =  i .  Nous  ayons  une  tangente  parallèle 
à  oy  car  y'aj=  oo. 

Coupons  par  a:  =  i,  nous  trouyons 

y*^  3y»  —  2y  —  I  =  o, 
ou  (y*  —  i)  (y  —  i)'  =  o. 

Il  y  a  trois  points  confondus  en  ac  =  i,  y  =  i  ;  donc  il 
y  a  une  inflexion. 

De  même  on  verrait  qu'en  a?  =  —  i,  y=:i,  ilya  une 
tangente  d'inflexion  parallèle  à  ox.  On  aura  donc  la  forme 
indiquée  ci-contre. 

2®  Consti^ire 

4x'»y»  +  x«  —  y«  +  5x*y*  (x*  —  y»)  —  4xy  =  o. 

Mettons  l'équation  sous  la  forme 

4^y  (^  —  0  (^y  +  i)  (^y  +0 

+  («  —  y)  (^  +  y)  («*  +  6a?y«  +y*)  =  o. 

Je  partage  le  plan  en  régions  comme  pour  la  courbe  pré- 
cédente étudiée.  Il  y  a  des  branches  paraboliques  dont  les 
directions  sont  celles  des  axes. 

Les  points  xy  =  +  i  >  o?  =  +  y  sont  des  points  d'inflexion 
du  6*  ordre.  Il  suffit  pour  le  yoir  de  couper  par  x  =  +  j. 
Les  tangentes  d'inflexion  sont  parallèles  aux  axes. 

Quant  à  la  forme  générale  de  la  courbe,  elle  est  la  même 
que  celle  de  la  figure  précédente. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  DE  L'ÉGOLB   POLmCHNIQUS  ES  1881 


<}éométii#  ajwlytiq;iia. 

Constmire  —  =■  — .Pasaer à I équation  de  la  eonrbeai 

coordonnées  cartésiennes. 
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^  On  dcMBse  deux  plans  et  une  droite.  Quelles  sont  les  coaditions  pour  que 
l'on  puisse  faire  passer  par  la  droite  un  pian  perpendiculaire  à  l'intersection  des 
deux  plans  ? 

—  On  donne  l'équation  d'une  ellipse  et  les  coordonnées  d'un  point;  de  ce  )x>int 
on  mène  les  deux  tangentes.  Trouver  l'équation  du  cerele  passant  par  le  i)oint 
donné  et  les  deux  points  de  contact. 

Comment  vérifie-t-on  qu'une  droite  passant  par  le  pôle  et  faisant  un  angle  a 
avec  l'axe  polaire  est  un  axe  de  la  courbe  p  =  f[iù]  ? 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  de  contact  et  le  lieu  du 
pied  de  la  directrice  sur  l'axe,  lequel  lieu  est  un  cercle  ayant  le  point  de  con- 
tact pour  centre  ;  équation  de  la  courbe. 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole^  le  point  où  la  tangente  est  cou ])éo 
{)ar  la  directrice,  et  le  lieu  du  sommet;  équation  de  la  courbe. 

—  Expression  de  la  surface  du  triangle  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées 
polaires  (p„  co,),  (pj,  co^),  (pg,  «J 

—  Équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  déflnie  parTéquation 

9  (^ ,  2/)  +  «KiP ,  1/)  +  X(a?  ,!/)  +  ...=  o, 
chacune  des  fonctions  mise  en  évidence  étant   homogène^  la  première  de 
degré  iw,  la  seconde  de  degré  mj—  i, etc.;  en  déduire  l'équation  des  asymp- 
totes. 

—  Ligne  représentée  par  l'équation 

dans  laquelle  x,  y  représentent  les  coordonnées  courantes,  et  les  leUiesatl'ec- 
tées  d'accents  désignent  des  nombres  donnés.  Démontrer  que  les  droites  qui 
joignent  les  points  {x\  y)f{x*.y']  au  centre  sont  des  diamètres  coi^ugués. 

—  On  a  la  courbe  p  =  ttt»  ®*  ^'^^  suppose  que  /"(<«>)  s'annule  pour»  =  a 
trouver  l'équation  de  l'asymptote. 

—  Lieu  des  projections  de  T  origine  sur  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  ayant  pour  équations 

x^  y*    __    z 

~^  6»    ■"    c  ' 

—  On  donne  la  surface  Ax^  -f  A'^;,+  AV  =  i  ;  on  cAupe  ï^ai*  le  plan  Ix 
4-  wiy  +  n2  =  o,  les  axes  étant  rectangulaires.  On  demande  l'angle  des  asymp- 
totes de  la  section.  Si  l'on  trouvait  eotg«»  t?=  ?(A,  A',  A'','  i,  fw,  n)V'potnTait- 
on  en  conclure  la  condition  pour  qael^  section  soit  on  eetele? 

—  On  donne,  en  coordonnées  polaires,  deux  jianibole»  ayatnt  même  foyer,  et 
dont  l'angle  des  axes  est  a;  on  demande  l'angle  des  deux  tangentes  en  un  point 
de  l'intersection  des  deux  paraboles, 

—  Équation  qui  a  pour  racines  les  cari'éfl  des  iongosur»  des  demi-aifl»  de  la 
section  faite  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan,  passant  p«c  ki  centre. 

—  On  donne  une  tangente  hicUnée  à  45»  sur  l'aM,  ^o»  peint  de  oonlact,  un 
point  4e  la  conique  efc  fexeeiitrkÂké.  Équation  de  la  courbe* 

^  A  combien  de  conditions  équivaut  un  plan  coupant  une  suriSace  du  second 
ordre  suivant  deux  droites? 

—  On  donne  le  foyer  et  deux  tangentes  rectittigulaffeB  d'une  elHpse;  équation 
de  la  eourtie  et  iieu  du  centre. 

—  Snrfâ'cereprésentée  par  Têquation 


trouver  les  équations  de  l'une  des  dcoites  qui,  en  toumant  aotour  de  Tue  de  %, 
engendrent  la  sudaoe. 

~  Surface  représentée  par  Téqualion 

3(«»  +  »»  +  a»)  =  (aï  +  y  4-  *)^ 
si  l'on  coupait  la  surface  par  une  sphère  ayant  son  centre  à  l'origine,  que 
devrait-on  trouver? 

—  Trouver  les  foyers  d'une  conique,  connaissant  deux  points  et  une  directrice. 

—  Chei*cher  la  condition  pour  que  l'équation 

a(a^  +  y»)  +  W  +  ^1  +  c(a'  4-  fljy)  =  I, 
représente  une  surface  de  révolution. 

—  D'un  point  M,  on  mène  les  quatre  normales  MA,  MB,  MC,  MD  à  une  ellipse; 
on  joint  le  point  D  à  la  seconde  extrémité  C  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  C; 
démontrer  que  les  droites  AB  et  DC'  sont  également  inclinées  sur  l'axe;  il  en 
résulte  que  les  quatre  points  B,  A,  C\  D  sont  sur  une  même  circonférence. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

—  =  -5-  (ig  «  sin  «  +  cotg  tù  cos  u). 

~  Gomment  trouve-t-on  les  points,  d'une  courbe  pour  lesquels  la  tangente  est 
[Mrallëie  à  l'axe  polaire? 

—  Étant  donnée  l'équation 

x'  -\-  x^  +  2y[x  4-  a)  +  m[y*  +  2%x]  =  i, 
déterminer  m  de  façon  que  la  surface  représentée  par  cette  équation  soit  de 
révolution. 

—  Quand  on  donne  dans  une  surface  deux  génératrices  d'un  système  et  une 
génératrice  de  l'autre  système^  combien  cela  fait-il  de  conditions  ? 

'         —  Combien  faut-il  de  points  pour  déterminer  un  cylindre  de  révolution  ? 

—  Démontrer  que  si,  par  un  point,  on  mène  les  trois  normales  à  la  parabole, 
et  que  l'on  fasse  passer  un  cercle  par  les  pieds  de  ces  trois  droites,  ce  cerde  passe 
par  le  sommet  de  la  courbe. 

—  Lieu  des  points  du  paraboloïde  pour  lesquels  les  génératrices  sont  rectangu- 
laires. 

—  L'équation  du  second  degré  à  trois  variables  peut-elle  représenter  une 
droite  ? 

—  On  donne  une  droite  et  deux  points.  Trouver  le  lieu  des  pôles  de  la  droite 
IMir  rapport  aux  ellipses  ayant  les  deux  points  pour  foyers. 

—  Que  représente  l'équation  Air*  +  2BxV  +  Cy*  =  o?  Condition  pour  que 
ces  quatre  droites  coïncident  deuiL  à  deux. 

—  Équation  d'un  hyperboloïde  À  une  nappe  dont  on  donne  deux  génératrices 
rectilignes  parallèles  et  un  diamètre. 

—  On  donne  une  tangente  à  l'ellipse,  les  points  où  elle  rencontre  les  deux 
directrices  et  l'aire  de  TeUipse.  Trouver  l'équation  de  la  courbe. 

—  A  combien  de  oonditions  équivaut  la  connaissance  d'un  plan  cyclique? 

I  —  On  prend  la  surface  -^   -f  ---  ^z\  on  la  coupe  par  le  plan  y^wi\ 

\  a  o 

trouver  le  sommet  et  le  foyer  de  la  section. 

—Quand  on  donneun  plan  directeur  et  deux  génératricesde systèmes  différents 
d'une  surface  du  second  ordre,  combien  donne-t-on  de  conditions  pour  détermi- 
ner la  surface? 


"■^  Ofnr  """ 

—  Surface  représentée  par  l'équation  ycoaz-^XBÏnass  o.  Cette  surface 
admet-elle  des  génératrices  rectlllgnes?  Comment  est-elle  engendrée? 

^  Chercher  l'équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  une 
ronique  donnée  aux  points  où  cette  conique  est  rencontrée  par  une  droite  donnée- 

Cfréométiie  desoriptive. 

On  donne  deux  axes  verticaux  et  une  droite  dans  le  plan  vertical.  Cette 
droite,  en  tournant  autour  des  axes,  engendre  deux  surfaces.  Trouver  un  point 
de  l'intersection,  et  mener  une  tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  un  axe  vertical  et  un  cercle  dans  le  plan  vertical;  trouver  la  méri- 
dienne de  la  surlaœ  engendrée  par  le  cercle  tournant  autour  de  l'axe. 

—  On  donne  un  cône  par  sa  trace  horizontale  et  son  sommet;  on  donne  trois 
{loints  du  cône,  et  on  demande  de  mener  un  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan 
qui  passe  par  les  points  considérés. 

—  Trouver  les  projections  de  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  on  connaît  le 
sommet  et  les  traces  horizontales  de  trois  génératrices. 

—  Connaissant  la  courbe  génératrice  d'une  surfiice  de  révolution,  trouver  un 
point  de  la  méridienne  et  la  tangente  en  ce  itoint. 

—  On  donne  une  droite  et  un  cercle  dans  le  plan  vertical  ;  la  droite,  en  tournan  t 
autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône  de  révolution  ;  le  cercle  est  la 
directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  au  plan  horizontal  ; 
trouver  un  jioint  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

—  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet,  et  l'angle  au 
sommet;  on  donne  la  projection  horizontale  d'un  point  du  cône  ;  trouver  sa  pro- 
jection verticale. 

—  On  donne  la  droite  AB  dans  le  plan  vertical  ;  cette  droite  tourne  autour  de 
la  ligne  de  terre  et  engendre  un  cône  ;  on  coui)e  le  cône  par  un  plan,  et  oo 
demande  le  point  de  la  section  pour  lequel  la  tangente,  en  projection  horizontale, 
passe  par  un  plan  m  du  plan  horizontal. 

ICathéznatiques  élémentaires. 

lieux  longueurs  a  et  &  étant  données,  construire  une  longueur  représentée 
par  *^a*  —  6*. 

—  Mener  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  une  droite  telle  que 
la  somme  des  segments  qu'elle  intercepte  sur  les  côtés  de  l'angle  soit  rainima. 

—  Démontrer  que  si  a^  est  une  racine  carrée  approchée  de  A,  la  quantité 

_i.    (a,  -I 'j  est  une  autre  valeur  approchée  de  la  racine  carrée  de  A. 

—  Étant  donnée  l'équation  lo^  =2,  calculer  x  en  fraction  continue. 

—  Démontrer  que  la  résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  troisième 
degré  suppose  les  racines  réelles. 

—  Reste  de  la  division  d'un  polynôme  par  le  produit  [x  —  a) (a;  —  6). 

~  Condition  à  établir  entre  a  et  6  pour  que  deux  racines  de  l'équation 
x^  —  ^x^  +  00^  +  ba?  ^  1  =  0  soient  réciproques. 

^  Nombre  de  solutions  de  sin  —  en  fonction  de  sin  a, 

4 
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—  DétermiMr  les  valewis  de  x  peur  lesquelles  Texpression 

[a?—  r)(a?—  3)»(ag» -f-  i) 

(a?  +  5)(aj»+a?+3)(îr-4l 
est  positive. 

—  Construira  une  conique  dont  on  connaît  cinq  points,  en  se  servant  da  théo- 
rème de  Pascal. 

—  Démontrer  que  si  deux  fractions  irréductibles  ont  leurs  dénominilrars 
premiers  entre  eux,  la  somme  de  ces  tractions  est  une  fraction  Irrédoctiblf. 

—  On  demande  le  minimum  de 

(ax  +  hY  +  (o'fl?  +  VY 
si  a,  6,  a',  b'  sont  des  nombres  réels. 

—  «,p,  7  étant  trois  nombres  dilfêrents,  démontrer  qu'on  peut  trouver  une 
infinité  de  polynômes  entiers  en  y  qui  prendront  les  valeurs  a,  by  c,  quand  z 
prandra  les  valeurs  ^,  p,  Y  ;  mais  il  n'y  a  qu'un  seul  polynôme  du  second  degré 
répondant  à  La  question. 

Algèbre. 

Étant  donnée  l'équation^  (a;)  =  o,  former  l'équation  qui  aurait  pour  racines 
les  différentes  valeurs  que  prend  la  fonction 

1/  =  ?  [x\  x\ 
x'  et  X*  étant  deux  racines  de  l'équation  f[x]  =  o. 

X 

—  Dérivée  de  i/  =  a:  arc  tg  — • 

2 

—  Trouver  la  condition  pour  qu'un  polynôme  du  second  degré  à  trois  varia- 
bles soit  un  carré  parfait. 

—  Dérivée  de  arc  sin  ^  i  —  «os  a;. 

—  Trouver  la  dérivée  d'ordre  p  de 

XP 


p  étant  plus  grand  que  4. 

—  Un  iM)lynôme  f  [x)j  «ntier  en  a*,  est  toiyours  déoomposable  en  un  produit 
de  facteurs  du  premier  degré. 

—  Abaisser  le  degré  de  l'équation  algébrique  f[x)  =  o,  sachant  que  ie< 
racines  prises  deux  à  deux  satisfont  à  la  condition 

x'  +  x' 


x'x" 


=  1. 


—  Démontrer  que  tout  polynôme  entier  Q,  de  degré  p,  peut  se  mettre  sous  U 
forme 

Q=R.  +  R,  («  —  «)+ R,  (a; -«)»+ f-R  f  («  — a]i» 

R«i  Hn  Rs*  •  •  étant  des  constantes,  a  un  nombro  donné. 

—  Séparer  les  raisinés  de  l'équation 

X  I 

H 5-  — tgaî  =  o. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  1881 


Gompositloxi  supplémentaire. 

On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole,  et  un  point  P  de  la  courbe;  on 
sait  que  l'un  des  foyers  décrit  la  perpendiculaire  menée  du  point  P  sur  l'asym- 
ptote considérée;  on  demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de  la  seconde 
asymptote  ayecla  directrice  correspondant* au  foyer  donné. 


ECOLE  CENTRALE  1881 

SECONDE  SESSION 


■atbématlques. 

On  donne  une  parabole  y^  =  2px  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet^  et 
un  p<^t  (a,  p)  dans  le  plan  de  la  coart>e. 

!•  Démontrer  que,  du  point  P,  on  peut  en  géhéral  mener  trois  normales  à 
la  parabole  ;  former  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne  les  ordonnées 
des  pieds  A,  B,  G  de  ces  normales. 

2«  Démontrer  que  chacnae  des  deux  courbes 

ajy  4-  (p  —  a)y  —  pp  =  0 
^  +  2aî*  —  py  —  2our  =  0 
passe  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  P,  et  trouver  l'équation   générale  de 
tontes  les  eoniqnes  passant  par  ces  quatre  points. 

3»  Chacune  de  ces  eoniques  coupe  la  parabole  donnée  aul  trois  points  fixes 
A,  B,  C,  et  en  un  quatrième  point  D.  Trouver  les  coordonnées  de  D. 

♦•  par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  imagine  deux  droites  paralr 
lèles  €rax  asymptotes  de  Tune  quelconque  des  coniques  précédentes;  on  mène 
la  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  droites  avec  la  conique, 
et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  parallèle  DD'  menée  à  l'axe  de 
la  parabole  par  le  point  D.  Trouver  et  discuter  l'équation  du  lieu  de  ce 
point  de  reneoatre. 

Épure. 

Représenter  pai'  ses  deux  projections  la  partie  extérieure  à  une  spbère 
donnée  du  solide  compris  entre  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
son  cône  asymptote,  «■  plan  horizontal  à  la  cote  o'jzoo,  et  le  plan  hori- 
zontal de  projectio».  L'hyperboloide  a  son  axe  (Z,  Z)  vertical,  à  o-,iio  du 
plan  vertical  de  projection,  et  au  milieu  de  la  feuille;  son  collier  dont  la 
cote  vaut  o",r70  et  sa  trace  horizontale  ont  respectivement  des  rayons  égaux 
à  o"  o5o  et  G",  110.  La  sphère,  dont  le  centre  (0,  0')  se  trouve  sur  le  plan 
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de  profil  eonduit  |Mir  l'axe  de  l'hyperboloMe,  à  o",t98  da  plan  t^rtied,  «l  â 
o'*,io2  du  plao  horizontal,  passe  par  le  sommet  (S,  S')  du  o6ne  asymptote. 

On  iadiquera  à  l'enere  ronge  les  coastructioas  employées  pour  détenaiaer 
un  point  quelconque  de  rintersectioik  de  la  sphère  avec  Thyperboloïde  et  te 


cône  asymptote  en  ces  points. 


EXAMENS  DES  BOURSES  DE  LICENCE 


FACULTÉ  DE  MARSEILLE 

• 

187S.  —  On  donne  un  point  et  une  droite.  On  lait  passer  imr  le  poinî  des 
circonférences  tangentes  &  la  droite,  et  on  demande  le  lieu  des  points  des  d^ 
conférences  tels  que  les  tangentes  menées  en  ces  points  soient  perpendiculaires 
i  la  droite. 

1880.  ^  On  (ait  tourner  le  plan  d'un  cercle  autour  de  son  centre  ;  pir  ce 
dernier  point,  on  imagine  un  plan  fixe  sur  lequel  on  projette  le  cerde  daos 
toutes  ses  positions.  On  demande  le  lieu  des  sommets  des  ellipses  ainsi obleBoes. 
On  remplacera  le  cercle  par  une  ellipse,  et  on  diseutera  la  forme  des  lieux  olrte- 
nus. 

1881.  —  1.  On  considère  la  cubique 

a?*  +  y*  —  3K  iÇ|/  =  I  ; 
on  demande  de  déterminer  ses  points  d'inflexion  et  d'indiquer  pour  qœêB 
valeur  de  K  elle  se  réduit  à  trois  droites. 

2.  Lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  Tintersectlon  d'un  eerde  et^le 
deux  droites  parallèles.  Discussion. 


FACULTÉ  DE  GAKN 

1880.  —  On  projette  orthogonalement  un  cercle  donné  sur  tous  les  plsn$  pas- 
sant par  son  centre  0;  trouver  l'équation  de  la  surface  S  qui  est  le  lieu  géftoé- 
trique  des  sommets  de  toutes  les  ellipses  ainsi  obtenues.  Examiner  queÛ^ssott 
les  sections  de  ces  surfaces  par  des  plans  menés  par  le  point  O  perpendiculai- 
rement au  plan  du  cerele  donné.  Trouver  le  Ueu  géométrique  £  des  poiats  f 
obtenus  en  joignant  un  point  M  de  la  surface  S  au  point  0  en  prenant  sur  U 
droite  OM  une  longueur  0|i  teUe  que  OM.  0|i=  K'.  —  Même  question  yùar 
une  ellipse. 


CONCOURS  GENERAUX  DE  BELGIQUE 


Faire  voir  comment  le  système  des  deux  équations 

, ~(\/i  -  a?»  -  V<  -  »*) 

,  [yji  —  07*  -  yji'^yr  "^  'T"     s  — — - 
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e  innsforne  dans  les  deux  systèmes 

, ï 

Ji  —  «2  —  Ji  —  •*  =  J_ 

^(i  -a;»)(i  — y»)  =  a^ 

—  Résoudre  le  système   ^'  a;>  +  |^  +  v/ir^  =o 

log  (y  —  a>y) 

. .   '       =   2. 

legs/  '  / 

—  Partager  une  pyramide  quadrangalaire  eu  deux  parties  équivalentes  i>ar 
un  plan  passant  par  le  sommet  et  un  point  donné  sur  un  des  côtés;  les  côtés 
de  tebase  sont  supposés  inégaux.  Examiner  comment  la  solution  se  modifie 
quand  la  base  devient  un  parallélogramme. 


BAPPEL  D'ÉNONCÉS 

DE  QUESTIO  NS  PROPOSEES  NON  RESOLUES 


Pmfni  les  questions  que  nous  avons  proposées  depuis  la  fonda- 
tion du  Journal^  il  en  existe  un  certain  nombre  dont  nous 
n'avons  pas  eu  la  solution.  Nou>s  venons,  pour  permettre  à  nos 
lecteurs  de  les  résoudre,  en  rappeler  les  énoncés  avec  les 
numéros. 

108.  —  Par  quel  nombre  faut-il  multiplier  un  nombre 
donné  pour  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
chiffres  significatifs  reste  la  même  ? 

St27.  —  Trouver  les  racines  communes  aux  équations  du 
système 

(p  -  yy(x  -  a)»  =  (y  -  a)«(x  -  ?)•  =  (a  -  ^^  -  v)». 

236.  —  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux 
côtés  issus  du  sommet  touchent  une  conique  donnée,  tan- 
dis que  les  deux  autres  sommets  parcourent  une  seconde 
conique  donnée. 

237.  —  Étant  donnée  une  conique  à  centre  rapportée  à 
un  foyer,  trouver  l'expression  de  la  longueur  de  l'axe  non 
focal.  Application  au  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont 
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un  foyer  et  un  point  commun,  et  pourlesqaoUes  lalongoear 
du  petit  axe  est  la  même. 

247.  —  Étant  donnée  Téquation 

{x  —  a)*  +  (y  —  p)*  =  e\x  cos  X  +  y  sin  \  —  p)«, 
on  demande  de  calculer  «n  fonction  des   coefficients   de 
cette  équation  :   1®  Les  x^arrés  des  demi-axes  de  la  courbe 
qu'elle  représente,  en  distinguant  dans  les  formules  le  ^rand 
axe  et  le  petit  axe  lorsqu'il  s*agit  d'une  ellipse  ;  ^  les  carrés 
a*  et  —  6*  du  demi-axe  transverse  et  du  demi-axe  imaginaire, 
lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole.  En  conclure  le  lien  des 
sommets  des  ellipses  qui  ont  un  foyer,  un  point  et  la  lon- 
gueur du  petit  axe  communs,  en  distinguant  les  sommets 
des  grands  axes  de  ceux  des  petits  axes,  et  résoudre  le  méa» 
problème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

254.  —  Si  l'on  désigne  par  Sn  la  somme 
démontrer  les  identités  suivantes  : 


1. 


„^=„+ri^+±zii+. ..+_!_] 


3 


1        .   Sv  =  -:^+2pr-— -î — --i-—-! — --1- 

^       2p    '    '^Li(»p — i)    '    2(ap 2)  ' 

"^  (P-')(P  +  I)J 

8.        .    s,p=(2p  +  i)r— i— +— -î --I         • 

'^  '^  L  1.2P      '    2(2p l)    ' 


3(2p-ï! 

+  ••+  p«-c;] 
^  _  "+  '  _ r__j__  I « 

'"  2  L«(»—    l)    "^    («— ,)(»_3) 


—  57S  — 


+  ...  +-. i— — 1 

'     (n  —  i).2  J 

•        =-  =  "-[-r  +  x  +  -+^^^] 

"•"(n— i).3j 
9.  2S„5(n+i)-[~+-j  +  ...+-^] 

10       «L.      S    _n  +  p  — irn  — p      ,      n  — p  — i 
1«.      i>«-t'P-„_j,_^,   L(p+.)n+(p  +  2)(«-,) 

+  •••  +    n(p  +  I)  ] 

263.  — -  Établir  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coef- 
ficients d'une  équation  du  sixième  degré  complète  pour  que 
la  somme  de  trois  racines  soit  égale  à  la  somme  des  trois 
autres. 

264.  —  Démontrer  que»  lorsque  n  est  un  entier  supé- 
rieur à  5»  on  a  la  double  inégalité 

(-r)">  '  •  "•  ^  •••">(^)"- 

280.  —  On  joint  un  point  quelconque  de  Taxe  radical  de 
deux  cercles  aux  points  de  contact  d'une  tangente  commune  ; 
des  points  d'intersection  de  ces  lignes  prolongées  avec  une 
droite  quelconque  partant  du  centre  de  similitude,  on  mène 
des  tangentes  en  A  et  B  aux  cercles  ;  on  demande  :  i®  de 
trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concoure  M  ;  2®  de  prouver 
que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

283.  —  Etant  donnée  une  parabole  P  et  deux  points  A  et 
B  de  cette  courbe,  situés  sur  une  même  corde  principale 
(c'est-à-dire  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe),  on  fait 
passer  par  les  deux  points  A  et  B  une  hyperbole  équilatère 
de  forme  constante  c'est-à-dire  dont  l'axe  est  invariable  en 
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grandeur;  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
tangentes  communes  à  la  parabole  fixe  et  à  l'hyperbole 
mobile»  lorsque  celle-ci  se  déplace  en  passant  toujours  par 
les  points  fixes  A  et  B. 

Les  autres  questions  dont  nous  n*avons  pas  reçu  de  solutions 
sont  énoncées  dans  le  présent  volume;  nous  rappellerons  donc 
seulement  leurs  numéros  ;  ce  sont  les  questions  : 

28S,  309,  317,  318,  319,  390,  330,  332,  312,  34i,  3SS,  386, 
359,  360,  369,  371,  374,  378,  376,  378,  379,  382,  384,  385, 
386,387. 

Les  solutions  de  toutes  les  autres  questions  ont  été  publiées 
ou  paraitront  prochainement. 


NOTE  DE  LA  REDACTION 


A  partir  du  premier  janvier  1882  nous  reprendrons  la 
traduction  de  \  Histoire  des  mathématiques^  de  M.  Sûter. 


Le  Rédàctear-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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Daguillon,  lycée  Henri  IV,  à 
Paris,  (reçu  le  19®  à  l'École 
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